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Nuestro primer
desafio matematico,

L)

un paso mas para
aprender

Capitulo | NUmeros

e

Objetivos
Al finalizar el capitulo el estudiante debera estar en capacidad de:
1. Realizar célculos usando nium  eros reales en sus diferentes representaciones

2. Utilizar conocimientos de teoria de numeros en la resolucion de problemas
contextualizados o propios
de esta rama

3. ldentificar y utilizar la potenciacion y radicacion en diferentes contextos.

4. Utilizar la estimacion, el calculo mental, el papel y lapiz o la calculad ora,
segun sea el caso, parael  calculo de operaciones con nimeros enteros ’

5. Plantear y resolver problemas en diferentes contextos donde se requi era el
uso de las operacionesy  representaci ones numericas.

Conceptos clave

1.Sumas ,Restas

2. Multiplicacion y
Division

3. Potencias ,
Radicales

4. Factores

5.Maximo Comun
Multiplo

6. Minimo

7.Numeros Primos

8.Nuneros
compuestos

9.Enteros
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conceptos de la t
compuesto, divisores, multiplos, entre otros.

& Introduccion

Al ingresar al Tercer ciclo cada estudiante trae la habilidad
de comparar y operar tanto nimeros naturales como
nameros con expansion decimal h
potenciacion se trabaja en 6° Afo pero
con ejemplos muy bésicos, principalmente de cuadrados y
cubos perfectos. Con respecto a las fracciones, domina sus
diferentes representaciones y su operatoria. Conoce algunos
eoria de niumeros, como por ejemplo nimero primo,

asta la diezmilésima. La

La conceptualizacion de los nimeros enteros, racionales, irracionales y reales

junto con su operatoria, son temas fundamentales en este ciclo y en toda la

ensefa nza Secundaria.

En este ciclo se aborda el calculo de s

divisiones, potenciacion y radicacion para los nimeros enteros
Deseamos que este curso pueda resultarles de gran provecho y sobre todo
de motivacion para avanzar en los
aprendizaje de las matematicas requieren nuestros nifios y jovenes.

Considere la informacién de la siguiente tabla

Situacién Problema

umas, restas, multiplicaciones,

cambios que en la ensefianza y

Exportaciones Importaciones ) PIB
totales de bienes | totales de bienes y PIB total indice de per capita
y servicios (X) servicios (M) {en millones aigj_t:;a Pablacidn (en ddlares)
{en millones de (en millones de de délares) - PIB
délares) délares) FiB Poblacién
Guatemala 3909 7669 22 834 13 028 000
El Salvador 4728 7328 15 298 6 762 000
Honduras 3537 5380 7528 6 968 000
Nicaragua 1507 2551 4770 5532 000
Costa Rica 10914 10 642 21081 4 359 000
Panama 10510 10508 15474 3 287 000

Fuente: Estado de la Regidn en Desamollo Humano Sostenible, 2008
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a. ¢Cual de los seis paises exportd en bienes y servicios mas millo nes de
dolares? ¢ Cuanto representa esa cantidad en colones?

b. El indice de apertura es el peso que tiene en la produccién de un pais el
comercio internacional. Es decir, entre mayor sea este indice, la economia de

ese pais depende de otros paises. Se cal cula sumando las exportaciones y las
importaciones y dividiendo el total entre el Producto Interno Bruto (PIB).
Determine el indice de apertura para cada pais y coloque el resultado en la
guinta columna.

c. El PIB per capita es el PIB dividido por su pobl acion y representa el valor
promedio de los bienes y servicios producidos por persona en un pais.
Determine el PIB per capita de cada pais y coloquelo en la ultima columna.

- Anélisis de la actividad

El objetivo de la actividad es darle un significado a los numeros a través de
ejemplos concretos. El ejemplo se pudo haber planteado solamente como la
resolucion de la operacion:

10914+ 1064:
21081

Sin embargo, plantear un problema donde cada uno de los numeros tiene un
significado (exportaciones, importacion es, PIB, etc.) y con datos reales permite que
las Matematicas tengan sentido para los estudiantes. Al rellenar la quinta columna

del cuadro se puede realizar un andlisis con los resultados. Por ejemplo, se pueden
realizar preguntas como: ¢cudl pais depende mas (o depende menos) de la
economia internacional?

Exportaciones Imp-::rttaalzmn
totales de €s totales indice de i )
bisnes de bienes y PIB total " per cdpita
- H serviclos {en millones apertura Poblacidn (en ddlares)
servicios (X) . X+M
) (M) de ddlares) FIB
{en millones de h PIE _
déil [en millones Pohblacidn
Glares) de ddlares)
Guatemala 3909 7669 22834 0,5071 13 028 000
El Salvador 4728 7328 15 298 0,7881 & 762 000
Honduras 3537 5380 7528 1,1845 & 968 000
Micaragua 1507 2551 4770 08507 5532 000
Costa Rica 10914 10642 21081 1,0225 4 399 000
Panamd 10910 10 508 15474 1,3841 3 287 000

Para completar la ultima columna se puede caer en el error de llenarla asi:
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Exportaciones Importaciones PIB total . BB
totales de totales de indice de .
bienes bienes (en t per capita
y y . apertura . R
servicios (X) servicios (M) millones X+M Poblacién (en c;cl}lE?res}
(en millones de (en millones dc’:ll:fesJ W Poblacion
ddlares) de ddlares) oblacion
Guatemala 3909 7669 22 834 0,5071 13 028 000 0,001452
El Salvador 4728 7328 15 298 0,7881 6 762 000 0,002262
Honduras 3537 5380 7528 1,1845 6 968 000 0,001080
Nicaragua 1507 2551 4770 0,8507 5532 000 0,000862
Costa Rica 10914 10 642 21081 1,0225 4399 000 0,004792
Panama 10 910 10 508 15 474 1,3841 3 287 000 0,004707

El error estd en tomar como referencia los datos absolutos dados y en dividir
las cantidades de la cuarta y sexta col

cuarta columna estan dados en millones

umna. Sin embargo, los datos de

de dolares, por lo que lo correcto

es:
Exportaciones Importaciones
tF::ntaIes de tl::)tales de PIB total indice de Pllél .
bienes y bienes y h{en apertura p per c‘aplta
servicios (X) servicios (M) millones X+M Poblacion (en ddlares)
(en millones de (en millones d ‘Icle PIB ﬂ
dolares) de délares) Glares) Poblacién
Guatemala 3909 7669 22834 0,5071 13 028 000 1752,68
El Salvador 4728 7328 15298 0,7881 6 762 000 2 262,34
Honduras 3537 5380 7528 1,1845 6 968 000 1 080,36
Nicaragua 1507 2551 4770 0,8507 5532 000 862,25
Costa Rica 10914 10 642 21081 1,0225 4 399 000 4792, 22
Panama 10910 10 508 15 474 1,3841 3 287 000 4707,63

De igual forma los resultados se pueden aprovechar para el andlisis de la

situacion de Costa Rica con

centroamericano

N -
' K,{ La clave
-
) -

La Suma

respecto a los otros paises del

istm

En toda suma de numeros hay varios elementos: los nUmeros que se van a
sumar llamados sumandos y el resultado de la operacion llamado suma.

——

'
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Ag
= Ejemplo : 20+56+9=85

QA
v
M "\ Suma

En cualquier suma se verifica que: sumando desconocido = suma — sumando conocido

vA¢

vA¢
A2~ Ejemplos 57+ ?=73 > ?=73-57 > ?=16
V'
12+25+7=84 > 37+?7=84 > 7=84-37 > ?7=47
Resta
En toda resta de nimeros hay tres elementos: el nimero de | que vamos a

restar llamado minuendo, el nimero que restamos llamado sustraendo y el
resultado de la operacion llamado resta o diferencia.

A
b

<l B> e . _ . .
A+ Ejemplo : 9 — 6 = 3._Diferencia

V'
Minuendo / \ Sustraendo

En cualquier resta se verifica que: minuendo = sustraendo + diferencia
sustraendo = minuendo + diferencia

A

L=

“A_2 Ejemplos ?-8=47 > ?=47+8 > ?=55
Vv

37-?=29 > ?7=37-29 > ?7=8

Multiplicacion

En toda multiplicacibn de nameros hay tres elementos: los niumeros que
multiplicamos llamados factores y el resultado de la multiplicacion llamado
producto.
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vA¢
<{_J= Eiemplo: 9-3=27
v

Factores £ \_Producto

En cualquier multiplicacion se verifica que: factor desconocido = producto : factor conocido

T F cieme
A Elemplos:  7-7=84 > 7=84:7 > 7=12
3:4:-?2=72 > 12:-?2=72 > ?2=72:12 > ?=6
¢
Hay algunas frases que tienen un significado especial: doble = multiplicar por 2
triple = multiplicar por 3
cuadruple - multiplicar por 4
quintuple = multiplicar por 5
vAg¢
<1">Cv>4'> Ejemplos:  Eldoblede7 - 7-2=14: Elcuadruplede’5 > 5-4 =20
Division
En toda division de nimeros hay cuatro elementos: el nUmero que vamos a
dividir llamado dividendo, el nimero entre el que dividimos llamado divisor,
el resultado de la divi  sion llamado cociente y lo que sobra después de dividir
llamado resto.
e .. ..
A4 Ejemplo: dividendo > 25 |7 ¢ divisor
resto > 4 3 & cociente
En cualquier division se verifica que:  divisor - cociente + resto = dividendo
resto < divisor
X% o
A4 Ejemplo: En la division del ejemplo anterior se cumple que 7-3+4=25y 4<7

Hay algunas frases que tienen un significado especial: mitad - dividir entre 2
tercera parte - dividir entre 3

cuarta parte - dividir entre 4
quinta parte - dividir entre 5

A
S SN . |
£ Elemplos : Lamitadde8 - 8:2=4;, Llacuartapartede28 - 28:4=7
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Ejercicios

1) Calcula: a) 239 + 2 + 39 b) 3753 + 64 + 8 + 643 c) 646 + 4 + 6545 + 37

2) Averigua el niumero que hay que poner en lugar de las interrogaciones
en las sigu ientes expresiones: a) 354 + ? =643 b) 43+ 78 + ? =421 c) 12
+?+64=327d) 74 +7?+ 842 =7327

3) ¢ Cuanto suman los 10 primeros nameros impares?

4) ¢ Cuanto suman todos los numeros acabados en 2 que hay entre el 100 y
el 1507

5) Ana tiene 45 afi  0s, Beatriz tiene 18 afios mas que Ana y Carmen tiene 9
afios mas que Beatriz ¢ cuantos afios tienen entre las tres?

6) Calcula: @) 6478  — 4359 b) 85468 — 3949 c) 6477 - 678

7) Averigua el namero que hay que poner en lugar de las interrogaciones en

las sigu ientes expresiones: a) 354 -?=143b)? —54=543¢)433 -

285d)? — 433=285

8) Ana tiene 23 afios y Pablo 31 afios ¢qué edad tendra Ana cuando Pablo
tenga 52 afnos?

9) Luis tiene 28 afios, Pablo tiene 13 afios menos que Luis y Jorge tiene 18
afios mas que Pablo ¢cuantos afios tienen entre los tres?

10) En una resta la diferencia es 7, si le sumamos 5 al minuendo y al
sustraendo ¢cual sera la diferencia?

11) En un pais nacen 2 nifios cada minuto. a) ¢Cuantos nifios nacen en 7
horas? b) ¢Cuantos nifio s nacen en 2 dias? c) ¢Cuantos nifios nacen en 3
semanas?

12) Averigua el nimero que hay que poner en lugar de las interrogaciones
en las siguientes expresiones: a) 56 - ? =672b)9-13-?=819¢) 14 -? =
364d)8-?-17 =4352

13) Calcula: a) EI  triple de 78 b) El doble de 649 c) El quintuple de 743 d) El
cuadruple de 835

?

10

——
| S—
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14) En un garaje hay 98 coches y 146 motos ¢cuantas ruedas hay en el
garaje?

15) Una <camiseta vale 5 € y un pantal on 16
camisetas y 2 pantalones?

16)¢,Cual es el resto de las siguientes divisiones? : a) 6483 : 32 b) 53743 :
63 c) 6482 : 125

17) En una division el cociente es 16, el divisor es 9 y el resto es 8 ¢cual es
el dividendo?

18) En una division el cociente es 34, el divisor es 18 y el resto es 12 ¢cual
es el dividendo?

19) En una division el cociente es 38, el divisor es 12 y el resto es 15 ¢esta
bien hecha la divisién? ¢ por qué?

20) Entre 4 gallinas ponen 8 docenas de huevos ¢ cuantos huevos pone cada
gallina?

21) La distancia entre Pe  rales de Arriba y Perales de Abajo es de 144 Km. si
salgo de Perales de Arriba y recorro la tercera parte del camino ¢qué
distancia me queda para llegar a Perales de Abajo?

22) ¢ Cudl es la mitad del triple de 678?

23) ¢, Cuél es el doble de la tercera pa rte de 342 24) Si al triple de 74 le resto
la mitad de 234 ¢ Qué resultado dara?

Potencias

Una potencia es un producto de factores iguales. Esta formada por
la base y el exponente.

4 Exponente
P Se puede leer:
24- 3.3.3= tres elevado a cuatro 0 bien tres
elevadoal acuarta
3 Base

11

——
| S—
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El factor que se repite se llama base. El numero de veces que se repite el
factor, o sea la base, se llama exponente. Esto significa que si se tiene la
potencia 26 (dos elevado a seis o0 a la sexta), la base sera 2 y el exponente

6, lo cual dard como resultado 64 porque el 2 se multiplica por si mismo 6
veces(2-2-2-2-2-2=064).

Ay
>

v
= .
A4 Ejemplos
25 = 2 '« 2 o 2 +322 Ekexp@nente es 5, esto significa que la
base, el 2, se debe  multiplicar por si misma cinco veces.

32= 3 e« @B = El exponente es 2, esto significa que la base
(3) se debe multiplicar por si misma dos veces.

54= 5 =« 5 « =5625 5 El exponente es 4, esto significa que la base
(5) se debe multiplicar  por si misma cuatro veces.

Una potencia puede representarse en forma general como:

an = a A a A a
Dénde: a = base n = exponente “ n” factores igual es
Finalmente, recuerda que una de las aplicaciones de las pot encias es la

descomposicion factorial de un namero.

Ejercicios

1. Exprese en términos de multiplicacion las siguientes potencias

Potencia Multiplicacion Resultado
25

1.1.1.1.1.1.

6.6.6
43

169
3.3.35.55

12

——
| S—
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2. . Calcula los resultados de  los siguientes ejercicios:

a) 2°= e 4° = i) 6% = m) 10° =
b) 1°= f) 12° = j) 50° = n 7%=
c) 4'= g) 70° = k) 9° = 0) 1T =
d) (-7¥ = h) 0°= ) (-5) = p) 250 =
3. Escribe en forma de potencia los siguientes productos:
a) 2:2.2.2:2
b) 44444.4=

) 53252355=
d) 4(3)-(-3)-(-3)-444 =
&) 2(2)2¢2(2)2=
f) 223323=

9) (-9:¢9:¢5¢5=
h) 4333432=

i) 55(-5)-(555(5) =
j) 666:(32)-B2) =

Tema 2 Operaciones combinadas
ol Situacion Problema

| Miriam va a la feria con su padre para comprar las frutas que
llevaran como merienda durante la semana. Encuentran que el
CNP sugiere, para esa semana, los precios que brinda en la siguiente tabla:

13

——
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Ellos compran 1 pifia, 5 kilogramos de papaya, 8 naranjas y medio kilogramo

Consejo Nacional de Produccion

SiTm PRECIDS

FERIAS DEL

LI: I3 agricultor

PRODUCTO | yuenion | corones | "'PUT® | wepioa | coLones
APIO VERDE KG 600 LIMON MESINY  UND —
AYOTE SAZON KG 400 MANGA KG 600
AYOTE TIERNO UND 400 MARACUYA KG 850
BANANO UND 27 MORA KG 1300
BROCOLI KG 650 MELON KG 300
CAMOTE KG 1000 |NARAMNIA UND 45
CEBOLLA SECA KG B25 NAaMPI KG 600
CEBOLLA TRENZA KG 825 PAPA KG 470
COLIFLOR UND BOO  [PAPAYA KG 325
COCo UND 300 PEPINO KG 400
CULANTRO CASTILLA ROLLO 60 PIRA UND 675
CHAYOTE SAZON BLANY  UND 350 PLATANO UND 135
CHAYOTE TIERNO CRICY UND 390 REMOLACHA UND 250

de moras.
ﬂ Andlisis de la actividad

Se plantee una combinacion de operaciones que permita obtener
pagar, si pagan segun los precios que sugiere el CNP

—~

¥

675 +5

La Clave

t 325+ 8

t 45 + 1300

=~ 2=

Operaciones combinadas con nimeros naturales
Prioridad de las operaciones
1°. Efectuar las operaciones entre
dentro del polinomio.
2°. Calcular las potencias y raices

3°. Efectu ar los productos

4° Realizar las sumas vy restas

paréntesis, corchetes y llaves, si hay

——

y cocientes

14

el total a

'
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Tipos de operaciones combinadas
1. Operaciones combinadas sin paréntesis

1.1 Combinacion de sumas y diferencias.

9 - 7 + 5 + 2 - 6 + 8 - 4 =
Comenzando por la izquierda, vamos efectuando las op eraciones segun
aparecen.

=9 - 7 + 5 + 2 - 6 + 8 - 4 =17

1.2 Combinaciéon de sumas, restas y productos.

3.2 - 5 4%x3 - 8 5t2=
Realizamos primero las multiplicaciones por tener mayor  prioridad

= 6 - 5 + 12 - 8 + 10 =
Efectuamos las sumasy restas .

= 6 - 5 + 12 - 8 + 10 = 15

1.3 Combinaciéon de sumas, restas, productos y divisiones.

10+2 + 5.3 + 4 5-2- 8 442 -16+4 =

Realizamos los productos y cocientes en el orden en el que los encontramos
porque las dos operaciones tienen la misma prioridad

= 5 + 15 + 4 - 10 - 8 + 8 - 4 =
Efectuamos las sumasy restas .

= 5 + 15 + 4 - 10 - 8 + 8 - 4 =

1.4 Combinacion de sumas, restas, productos, divisiones y
potencias.

2+ 10+2 +5.3+ 4 5-2 - 8 4+2 -16+4 =
Realizamo s primeros los productos y cocientes .
= 2 4+ 5 + 15 + 4 - 10 - 8 + 8 -
Efectuamos las sumas y restas
=26

2. Operaciones combinadas con paréntesis

(15 - 4) + F.2)+(G¥216+4) - 5 + (10 -

15

——
| S—
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Realizamos en primer lugar las operacio nes de producto, divisiones
contenidas en ellos .
= (15 - 4) + 3 - (12 - 10) + (5 + 4)
Quitamos paréntesis realizando las operaciones.
=11 + 3 - 2 + 9 - 5 + 2 = 18
3. Operaciones combinadas con paréntesis y corchetes
[ 15 - 10&29]. 6+( 3x2 - 4) ] - 32%3)( 8 -
Primero operamos con los productos y cocientes de los paréntesis .
= [ 15 -5[x§85+f 6 - 4) ] - 36+ (8 -
Realizamos las sumas y restas de los paréntesis .
= [15 - 3] x [5 + 2] - 3 + 2 =
En vez de poner cor chetes pondremos paréntesis directamente:
= (15 - 3) x (5 + 2) - 3 + 2=
Operamos en los paréntesis
= 12 . /7 - 3 + 2
Multiplicamos
= 84 - 3 + 2=
Restamos y sumamos
=83
<?Adl>

AR Ejemplos
Realiza las siguientes operaciones:

Nota: Cuando falta el signo de operacion, es porque se trata de una
multiplicacién

1. 27 + 53 16=

= 27 + 15 26 16 =
2. 27+3 —-45+5+16=

27+3 —-9+16= 37

3.(2 « 4 £612) 4y =
= (8 + 12) =+ 2240 = 20

N

.3 9+(6+5 -3)-12+4=
=27+ 8-3= 32

5.2 + 5 3)F 2 o

16

——
| S—



y

COLEGONACONALDEDUCEION ADISANCA

= 2 +652+30=3 2

6.440 - [30 + 6
440 -
440 -

(19 - 12)]
(3D) ]+ 6 440 - (30 + 42) =
3682) =

7.2{4]7 + 4 (5 x 3
2[4 (76 4 3
[4 (31) - 3

I
N

Ejercicios

Realizar las siguientes operaciones combinadas de numeros

naturales. Realizar todos los procedimientos en cada problema

1.17 - 38 42=IRfa:850

2.6 + 5 9- 59=Rta: 590

3. (6+12)+3=Rta: 6

4.7 +5B3 « 5 + 15 4-=Rta: 80
5.6 <-4 3 + 45 -4=QRta:28
6.8 34

+ 8 20 6 Rta 808
7. 27+ 3 5 - 16 =Rta: 26

8. 27+3 - 45+5+16=Rta: 37

17
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9. (2 4+ + 12) (6Rta=404) =
10. 3 9+(6+5 —3) - 12+4=Rta 32

11. 2 + 5 3)H{Ra: 42

12. 440 - [30 + 6 (19 - 12)] = Rta: 368

13. 2{4[7 + 3 £59y] - 3 (40 - 8)} = Rta:

14.7 3+ [ 6 + 2 (8 +7421+9-3B=RtaR)

15.{[3+2 - (9 -7)+(3+4)]}=Rtal0

16.{45 - 28 - (12 - 9)+ (2 +3)} = Rta:19
17. 15 -{4+[5 -4+(9 -3)] - 16}=Rta:2

18. 24+5 -{13+4 -5-[7+(6+4) -7-6]+4}=Rta:l7
19. { [ 5 <+ 4 54+(6+8)}+5=Rtal
20. 100 + -{1625 <+ &6)]+8}=Rta:l45

Problemas de nimeros naturales

1 Dados los numeros 5, 7 y 9 forma todos los numeros posibles de

tres cifras distintas, ordénalos de menor a m ayor y sumalos. Rta: 4664

2 El cociente de una  divisién exacta es 504, y el divisor 605. ¢ Cual

es el dividendo? Rta: 304920

18
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3El cociente de una division entera es 21, el divisor 15 y el

divide ndo 321. ;Cudl es el resto? Rta: 6

4 Pedro compré una finca por $643 750 y la vendié ganando $75

250. ¢ Por cuanto lo vendi6? Rta: 719000

5Con el dinero que tengo y $247 mas, podria pagar una deuda de

$525 y me sobrarian $37. ¢ Cuanto dinero tengo? Rta: 31 5

6 Se compran 1600 Kg de mantequilla, a razén de $ 4 /Kg. Si las
cajas para empacar cuestan $400 y se desea ganar con la venta $1200.

¢ A cuanto debe venderse el kilogramo de mantequilla? Rta: $ 5 /Kg

7 ¢ Cuantos afios son 6 205 dias? Consideramos que un af o tiene

365 dias.

9 En una piscina caben 45 000 litros. ¢Cuénto tiempo tarda en

llenarse mediante un grifo que echa 15 litros por minuto? Rta: 50 Horas

10 En un aeropuerto aterriza un avion cada 10 minutos. ¢Cuantos

aviones aterrizan en un dia? Rta: 144 avi ones

11 En una urbanizacién viven 4 500 personas y hay un arbol por
cada 90 habitantes. ¢Cuantos arboles hay en la urbanizacion? ¢Cuantos
arboles habrd que plantar para tener un arbol por cada 12 personas?

Rta: 50 arboles, Rta: 325 arboles

19
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Ejercicios

Calcula el valor de las siguientes expresiones:

a) 7 +3 5 .
b) (7 38 5)
c)24 —-16 :2
d@24 -16): 2
€)95 —17 4

f)(95 - 17)-4
g) 4 +3-710:5+7
h) (4 +3-71)p: 5e+7

30 —20:5+7 -5
D@B0 —-20):5+7 -5

k) 5 +6 -312+4+5
) (5 6-32% 4+5

m) 12 48&-4-14

n) 12 +7 —«4) 18
p) 5 H341)e q) (5

A)

#3 41)

(18 - 4)7) 140) 5 +

Situacion Problema

=2 -’ Don Manuel va a poner losetas en el piso de una habitacidon que
-

-

4

mide 4 metros por 3 metros, las losetas miden 30 cm por 15 cm.

Se van a colocar de forma analoga a lo que se ve en la figura, con el lado

mayor de la loseta paralelo al lado mayor de la habitacio n.

Imagen con derechos adquiridos por el MEP

——
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Las losetas pueden cortarse para que encajen en los extremos de cada fila de
ellas. Don Manuel le dio las dimensiones a su hijo y éste compr6 135 losetas.
Si no se quiebra ninguna, ¢le alcanzaran estas losetas a don Manuel?, ¢le
sobrardn?, si es asi, ¢ cuantas? ¢Cuantas filas de losetas habra que colocar?,

¢cuantas losetas por fila?

-
VS La clave

ﬁ Conceptualmente, la division describe dos nociones relacionadas,
aungue diferentes, la de «separar» y la de «repartir». 12 De manera formal,
la divisibn es una operacion binaria que a dos numeros asocia el producto
del primero por el inverso del segundo. Para un nimero no nulo, la funcion
«div isibn por ese numero» es el reciproco de «multiplicacion por ese
namero». De este modo, el cociente a dividido b se interpreta como el

producto  por 3

Si la divisiébn no es exacta, es decir, el divisor no esta contenido un nimero
exacto de veces en el div idendo, la operacion tendra un resto o residuo ,
donde:

dividendo = divisor x cociente 4+ resto.

<‘2Ci>i'> Ejemplo
23+3 23 3 Aplicando el algoritmo de la divisiéon
-21 |7 23=3 1 1
1

21
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- Andlisis de la Actividad

En este caso, la actividad pretende retomar los conceptos de teoria de

, Situacion Problema
— Actividad Analizar los divisores del nUmero 120.

nameros vistos en la educacién primaria y darles un nivel mayor de
profundidad. Es importante que tal vez por medio del uso de la pregunta
dirigida se repasen estos conceptos. El docente (D) puede dirigir un dialogo
con sus estudiantes de la siguiente forma: D: ¢ Qué nameros dividen al 120 y
por qué? Daniel: Dos profe, ya que es un namero par. D: Correcto. ¢ Dicho
namero tiene mas divisores? Eunice: Si, el tres, dado que sus cifras suman

un ndimero que es multiplo de tres. También el cinco pues termina en cero.

D: ¢Este nimero es multiplo de 10? An a: Si, porque 12 - 10 = 120. El
docente escribe | o siguiente: a . 120 = 12 . 1C
120 = 12 - 2 - 5 D: ¢Cual de | as representacior

descomposicion en factores primos del numero 120? Enrique: La opcién b, ya

gue las otr as contienen cantidades que no corresponden a nimeros primos.
Otra alternativa metodoldgica consistiria en que el docente pueda dejar que

sus estudiantes trabajen de forma independiente, individualmente o en
subgrupos y determinar todas las posibles caract eristicas de dicho numero.

Luego, se realizaria una etapa de discusién de las caracteristicas observadas

L. LaClave
4

”if— Divisibilidad, factor y multiplo de un namero

Decimos que un numero entero a es un factor de b, o bien a es divisor de b
(b es divisible p or a) o b es multiplo de a si el residuo de la division euclidea
de b entre a es cero. Se suele expresar de laforma a /b, que se lee wdivide

a o esdivisor de b, otambién  Ges mdltiplo de ¢ Nétese que al decir que

22
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alb, se afirma que b = a B, k n imero entero. Po r ejemplo, 3|21, ya que 21

3 7;epero 21 no es divisible por 8, pues no existe un entero wtal que 21

8 & €s decir, el residuo de la division euclidea de 21 entre 8 no es cero.

Criterios de Divisibilidad

1 Un ndmero natural  es divisible por 2 si es par. O bien, si la ultima cifra
del numero es 0, 2, 4, 6, 8.

f Un ndmero natural es divisible por 3 si la suma de sus cifras es
multiplo de 3. Por ejemplo: 1371 es divisible por 3 ya que 1+3+7+1 =
12 y este numero es multiplo de 3

1 Un namero natural es divisible por 5 si la dltima cifra del nimero es 0 o
5.

1 Un numero natural es divisible por 7 si al restar el doble de las
unidades al nimero que queda suprimiendo la cifra de las unidades, el
resultado es un mdultiplo de 7. Por ejempl 0: 203 es divisible por 7 pues
2t3=6y20 —-6=14yesteesm Ultiplo de 7.

f Un ndmero es divisible por 11 si la suma de los digitos de las
posiciones pares menos la suma de los digitos de las posiciones
impares es un multiplo de 11. Por ejemplo, 1325171 903 es divisible
por 11 pues 3+9+7+5+3 = 27 y 0+1+1+2+1 =5y 27 —5=22es
multiplo de 11.

<‘ziz‘> Ejemplos

1. Un nimero es divisible por 2, si termina en cero o cifra par.

Como lo es el caso de 24, 238, 1 024, ...

2. Un namero es divisible por 3, si la suma d e sus digitos es

a)
b)

multiplo de 3 .Como es el caso de

564 2 5+6+4=15 —> 15 es multiplo de 3
2040 P> 2+0+4+0=6 > 6 es miltiplo de 3

23
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3. Un numero es divisible por 5, si termina en cero o0 cinco.

Comoeselcasode 45, 515,7 525,2 30, ...

4.  Un numero es divisible por 7 cuando la diferencia entre el
namero sin la cifra de las unidades y el doble de la cifra de las
unidades es 0 6 un multiplo de 7.

Como es el caso de

a)343 2 34 - 2 . » 28esddiltiplo de 7

b) 1056 2 10 - 5 - 2 = 0

c) 2261 ~—2 226 - 1 - 2 = 224
Se repite el proceso con 224 >22 - 4 . 7 4 es 4
multiplo de 7

5. Un numero es divisible por 11, si la diferencia entre la suma
de las cifras que ocupan los lugares impares y la de los pares es O

o un multiplo de 11. Como es el ca so de

a. 121 > (1 + 1) - 2 = 0
b. 4224 ~> (4 + 2) - (2 + 4) = 0
6. Un numero es divisible por 9, si la suma de sus digitos es
multiplo de 9
a.81 ~?8+1=09
b. 3663 ~7?3+6+6+3=18 > 18 es mdltiplo de 9
7. Un numero es divisible por 10, si la cifra de las unidades es 0

30, 1 440,10 230,...

Ejercicios

1. Usa criterios de divisibilidad para determinar si cada uno de los numeros

siguientes es divisible entre 3 y entre 9:

a. 1002 b. 14,238

24

——
| S—



2. El nimero 57,729,364,583 tiene demasiados digi tos para caber en la

mayoria de las pantallas de calculadora. Determina si es divisible entre cada

uno de los siguientes nimeros:

a.2b.3c.5d. 6e.8f 9¢g. 10 h. 11

3. El ndmero 57,729,364,583 tiene demasiados digitos para caber en la
mayoria de las p antallas de calculadora. Determina si es divisible entre cada
uno de los siguientes numeros:

a.2b.3c.5d. 6e. 8f 9¢g. 10 h. 11
4. Clasifica cada caso como verdadero o falso. Si es falso, di
por qué.
a. 6 esun factorde 30. b. 6 es un divisor de 30.
d. 30 es divisible entre 6.

e. 30 es un multiplo de 6. f. 6 es un multiplo de 30

5. Usa los criterios de divisibilidad para responder lo siguiente:
a. Seis amigos ganaron la loteria con un boleto. El premio
es de $242,800. ¢ Puede repartirse equitativamente el dinero?
b. Juan pidié un préstamo de $7812 para un carro nuevo. ¢ Es posible cubrir
esta cantidad en 12 pagos mensuales iguales?

6.Anote los valores de g yde r encadacaso

1. 49=2 %M H, ¢ r
, 33=10% ©, o :
3. 90=51M H. ]
4. 28=3 W H. g r
5. 60=7 W M. r
6. 144=12 % H r

25
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7. Marque con una x si cada cantidad cumple el criterio de divisibilidad

Numero Natural 2 3 5 7 10 11

1. 250

2. 111

3. 2220

4. 1506

5. 6095

6. 6124

7. 387000

, Situacion Problema
.1 Una tienda de juguetes ofrece un tipo de osos de peluche. El
| o lunes vendieron cierta cantidad de osos de peluche por un total
de $1843 y el martes, sin cambiar el precio, la tienda vendio
cierta cantidad de osos de peluche por un total de $1957. ¢ Cuantos 0so0s se
vendieron diariamente si el precio de cada pieza es un numero completo

mayor que $17?

. La Clave
,Ef NUmeros primos y compuestos
)~

Un n dmero natural p > 1 se llama primo si sus Unicos divisores positivos
son 1y p, en caso contrario se denomina numero compuesto. De esta forma,
se tiene que 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59 son
los numeros primos menores que 60 . El resto de numeros mayores que 1y
menores que 60 se pueden escribir como productos de estos

26
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A
<IOI> Ejemplos

Se denominan numeros primos a aquellos nimeros que solamente tienen
dos divisores o lo que es lo mismo que soélo podran dividirse entre | a unidad

Qy Si mMismos.
vAd . ’ .
<‘Q'> Ejemplos de nameros primos:

2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73,
79,83,89,097..

Ademas se llaman numeros compuestos a aquellos niumeros que tienen mas

de dos divisores.
vAg . .
<a( =Ejemplo s de niumeros compuestos:
AR
4,6,8,9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 25 ,26, 27, 28, 30, 32, 33, 34,

35, 36, 38, 39, 40, 42, 44, 45, 46, 48,

Ejercicios

1. Escriba los siguientes nimeros en su maxima descomposicion de

factores. Guiese por e | ejemplo. a) 12 = 2. 2. 3 b) 3 = 3.1 c) 4
= dé=__  e15=__ = H7=___ 0
19 = h) 25 =

Responda: ¢Qué diferencias hay entre los niumeros 3, 7, 19 y el resto de los

ndmeros?

27
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2. Escriba 3 ejemplos de nimero primo y 3 de nimero compuesto.

Nidmero primo Nimero compuesto

3 21

Sabias gue un numeno natural (distinto de 1) es primeo

si solo admite como factores el numero 1y si mismo
Un nimero compuesto £= aquel gue no es primo

N o

3. Escriba como productos de factores los siguientes nimeros.

a) 12: b) 24 :

c) 36: d) 15:

4. Descomponga los siguientes numeros como productos de dos factores

primos. a) 35: b) 34:

c) 77: d) 21:

5. Pinte los nimeros primos en la siguiente tabla

[ 2 3 4 5 3 7 8 2 0
Il |2 13 14 15 l& i 18 15 20
21 ) 3 24 25 26 7 28 29 30
3 32 33 34 35 36 37 33 39 40
41 42 43 44 45 46 l 47 43 49 50
5 52 53 54 33 3 57 53 55 0
o | @ | a “ | e | e | @ & | e | 70
71 n | n a7 76 |77 7w | 80
gl 82 52 24 85 86 87 83 89 50
9 92 93 94 95 96 97 93 99 100
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Situaciéon Problema

Alicia va al club cada dos dias, Carlos va cada tres, Daniel cada

cuatro y Luis cada cinco dias. Si hoy estan todos en el club, ¢dentro de

cuantos dias sera la proxima vez

-Anansis

En este tipo de problemas es importante asignar el tiempo necesario para

gue vuelvan a reunirse?

que se pueda explorar de una forma intuitiva y utilizar conocimientos

previos. Por ejemplo, se podria hacer una simulacién de la situacié

n con el

objetivo de ver si hay algin patron que pueda servir para encontrar la

solucion. No necesariamente se debe resolver el problema mediante un

procedimiento deductivo, puede ser inductivo; por esto es importante utilizar

diferentes esquemas, dibujos,

Curso bimodal para el Tercer Ciclo: Enfoque

de Resolucién de problemas Numeros 11 materiales concretos, etc. Una idea

es pensar que se vieron cualquier dia de la semana, por ejemplo lunes, y

hacer un esquema por semanas, como el siguiente

Semanal | Lunes Martes Miércoles | Jueves Viernes | Sdbado | Domingo
Alicia X X X X

Carlos X X X

Daniel X X

Luis X X

Semana 2 | Lunes | Martes | Miércoles | Jueves Viernes | Sabado | Domingo
Alicia X X X

Carlos X X

Daniel X X

Luis X

Es claro que con este procedimiento tardara mucho en encontrar la solucion.

Sin embargo, lo realizado evidencia ciertas caracteristicas del problema. Por

ejemplo :

29
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Coincidencias Cantidad de dias | Observacion
transcurridos

Alicia y Daniel 4 4 es multiplode 2y 4

Alicia y Carlos 6 6 es multiplode 2y 3

Alicia y Daniel 8 8 es multiplode 2y 4

Alicia, Carlos y Daniel 12 12 es multiplo de 2, 3 y 4.

De lo anterior, se puede especular que al menos dos personas suelen
coincidir en dias que corresponden a un multiplo comdn a los periodos en
gue suelen asistir a dicho lugar. Asi se puede pensar que el problema se

resuelve si obtenemos un multiplo coman a 2, 3, 4,

5 dias. Sin embargo, como se requiere determinar 23452

el dia mas préximo en que se van a reunir, di cho 13 2 52
multiplo debe corresponder al minimo que se puede 3 1 5|3
establecer entre ellos. Se necesita una cantidad de 1 5|5
dias donde todos coincidan, es decir se requiere un 1
nuamero de dias que sea divisible por 2, 3,4y 5. ;

@ Laclave
b- Minimo comun mdultiplo El minimo co mun multiplo de dos numeros

naturales a y b, es el menor nimero natural ¢ que es multiplo de ambos. Se
denota por m.c.m.
<?Ad|> _
y S0 Ejemplos
A continuacién se expone el algoritmo tradicional para su obtencion,

tomando como referencia la situacién anterio r:

Asi, deberian pasar 60 dias para que vuelvan a reunirse. Problemas en los
cuales se usa esta nocibn como estrategia de solucibn se mencionan a

continuacion: a. Un camionero viaja a Caldera cada 18 dias, otro va cada 15
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——
| S—



y
dias y un tercero va cada 8 dias. Hoy 10 de enero han coincidido en Caldera

los tres viajantes. ¢ Cudl es la fecha mas cercana en qué volveran a coincidir

en dicho lugar?

b. Teresa tiene un reloj que da una sefial cada 60 minutos, otro reloj que da
una sefial cada 150 minutos y un tercero qu e da una sefal cada 360
minutos. A las 9 am los tres relojes han coincidido en dar la sefal. ¢A qué

hora volveran a dar la sefial otra vez juntos?

c. Tres avisos luminosos encienden sus luces asi: el primero cada 6
segundos, el segundo cada 9 segundos y el tercero cada 15 segundos. A las
7 de una noche se encienden simultaneamente los tres avisos. ¢Cuantas

veces coinciden encendidos los avisos en los 9 minutos siguientes?

d. Rosa tiene cubos azules de 55 mm de arista y cubos rojos de 45 mm de
arista. Apila ndo los cubos en dos columnas, una de cubos azules y otra de
cubos rojos quiere conseguir que las dos columnas sean iguales. ¢Cuantos

cubos, como minimo, necesita de cada color?
Situaciéon Problema

Damaris y Johan tienen 25 lentejuelas blancas, 15 azules y 90
, rojas. Ellos quieren hacer el mayor numero de collares de forma
‘,' B tal que se utilice igual cantidad de abalorios para cada color y sin
A

gue sobre ninguna lentejuela. a. ¢ Cuantos collares iguales pueden

hacer? b. ¢ Qué nimero de lentejuelas de cada color tendréa cada collar?

-Solucién del problema

Al igual que la actividad anterior, se debe dar espacio para explorar el
problema de una forma intuitiva y con ello vislumbrar algunas caracteristicas
importantes que permitan encaminar su resolucion. Si se desea confeccionar

2 collares con las condiciones establecidas, se tiene que:
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Dado que sobran lentejuelas, dicha opcién se descarta.

25 lentejuelas blancas

15 lentejuelas azules

90 lentejuelas rojas

Se ocupan 12 para cada
uno.

Se ocupan 7 para cada
uno.

Se ocupan 45 para cada
uno.

Sobra una lentejuela

Sobra una lentejuela

No sobran lentejuelas

podrian confeccionar 3 collares.

Lo anterior

Observe:

De igual forma no se

25 lentejuelas blancas

15 lentejuelas azules

90 lentejuelas rojas

Se ocupan 8 para cada
uno.

Se ocupan 5 para cada
uno.

Se ocupan 30 para cada
uno.

Sobra una lentejuela

No sobran lentejuelas

No sobran lentejuelas

evidencia que al

no sobrar

lentejuelas s

e debe buscar

confeccionar una cantidad de collares que sea divisor de cada uno de los

grupos establecidos por color. Con lo cual se puede concluir que 5 collares es

la mejor opcién, dado que:

25 lentejuelas blancas

15 lentejuelas azules

90 lentejuelas rojas

Se ocupan 5 para cada
uno.

Se ocupan 3 para cada

uno.

uno.

No sobran lentejuelas

No sobran lentejuelas

No sobran lentejuelas

La clave

Méaximo comun divisor
El maximo comun divisor

de dos numeros a 'y b es el mayor nimero

entero ¢ que divide a ambos nimeros. Se denota por m.c.d.
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A
dl> Ejemplo

vV
A

tomando como referencia la situacion anterior:

25 15 90 |5

5 3 18

continuacion se expone el algoritmo tradicional para su obtencion,

Asi, se pueden confeccion ar 5 collares, utilizando 5 lentejuelas blancas, 3

azules y 18 rojas

A
VX4
X e
£4A Ejemplo
a. Para hallar el maximo comun divisor de
dos o0 mas numeros, por ejemplo, m.c.d.

(12, 18), se siguen estos pasos:

1.° Se descompone cada nuamero en

producto de factores primos.

2.° El producto de estos factores comunes
elevados al menor exponente es el maximo

comun divisor de los nUmeros dados

12| 2 18 | 2
6|2 9|3
3|3 3|3
1 1
12=22x3

18 =2 x 32

m.cd.(12,18)=2x3=6

33
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b. Para hallar el minimo comdn mudiltiplo de

dos o mas numeros, por ejemplo, m.c.m 30} 2 513
’ T 15| 3 15| 3
(30, 45), se sigue n estos pasos: 5|5 55
, 1 1
1.° Se descompone cada numero en
producto de factores primos.
30=2x3x5
45 = 32x5

2.° El producto de estos factores comunes

m.c.m. (30, 45) =2 x 32x5=90
elevados al mayor exponente y de los no
comunes es el minimo comdn mdltiplo de

los nimeros dados.

Ejercicios

1) Halla el maximo co mun divisor de los siguientes grupos de
nameros: a) 24y 30 b) 266 y 123 c¢) 65, 30y 45 d) 52, 80, 10y
65

2) Halla el minimo comun multiplo de los siguientes grupos de nameros: a)

38y 8 h) 13y 30 c) 86, 64y 20 d) 75, 45, 20 y 25

3) Un autobuis A sal e cada 6 minutos, el B cada 8 minutos y el C cada 10
minutos. Si los tres han coincidido en la parada a las 7:00, ¢cuando volveran

a estar los tres juntos?

4) En el almacén tenemos 100 cartones de zumo, 60 piezas de fruta y 40
bocadillos. Queremos guardar los en cajas que tengan el mismo namero de

objetos. ¢ Cuantos articulos habra en cada caja? ¢ Cuantas cajas haran falta?

5) Escribe tres nimeros que sean primos entre si y calcula su MCD y mcm.
¢, Qué conclusién sacas? Luego escribe tres multiplos de 6, y lue go calcula el

MCD y mcm de todos ellos. ¢ Qué conclusién sacas?
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6) Una habitacion tiene 230cm de largo por 120cm de largo. Queremos

cubrir el suelo con baldosas cuadradas. ¢Cuanto tienen que medir estas

baldosas? ¢ Cuantas baldosas haran falta?

Situa cidon Problema

Se propone conjuntamente la resolucién de los siguientes
problemas:
i. El yak es un animal que habita en las montafias del Tibet a unos 5000
metros sobre el nivel del mar y el cachalote vive 5 900 metros mas abaj 0.
Determine la altura aproximada en la que suele vivir este Gltimo.

ii. La temperatura promedio en la ciudad de San José es de 25° C. Durante
el invierno, ciudades como Nueva York pueden experimentar hasta 30°
C menos. Describa a qué temperatura puede e star dicha ciudad.

iii. Leonard Euler (1707 -1783) ha sido uno de los mateméaticos mas
productivos en la historia y 23 siglos aproximadamente antes que él
nace Thales de Mileto, el cual es considerado el primer matematico en
preocuparse por la demostracién de las propiedades de las figuras
geomeétricas. ¢ En qué siglo nacié aproximadamente Thales de Mileto?

- Analisis de la actividad

Este tipo de actividad es una buena oportunidad para introducir los
nameros enteros negativos usando problemas contextuali zados. Se espera
que el estudiante esté familiarizado intuitivamente con términos que suelen
mencionarse frecuentemente en las noticias o en el estudio de otras areas
como Estudios Sociales y Ciencias para establecer estrategias de resolucion.

Por ejemplo: temperaturas bajo cero, afios antes de Cristo, alturas sobre el
nivel del mar y bajo el nivel del mar y situaciones de deudas y ganancias,
entre otros. En este caso seran importantes las formas de representacion
gréfica de las respuestas obtenidas para su comprension.
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T
404 5000 m yak
San José 4 000 m
20
3000 m
.|:| -
* | Nueva York 2 000 m
204
1 000 m
40- 0m Nivel del mar
cachalote
1 000 m
80
m.
L/
GO0 . . 300 1 800
[ 1 ' 1 [ I—I—l
Hacimiento
Eul
Thales de Cristo Hier

Para i. el cachalote estaria a una profundidad de 900 m.

En el caso de ii, se puede observar que Nueva York tendria una temperatura
de hasta 5°C bajo cero.

Finalmente, Thales de Mileto nacié aproximadamente en el siglo VI antes de
Cristo.

-

La clave
!’ LOS NUMERQOS ENTEROS

Definiciéon de NUmeros enteros.

Los numeros enteros son todos aquellos que pueden representar
cantidades negativas, positivas o nulas (el cero). Se representa con la letra
Z.

Z={., -2,-1,01,2 .}

Notacion de un Numero Positivo.
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Para escribir que un numero es positivo, se escribe el niamero sin
ningun signo delante de él, es decir, se escribe como hasta ahora hemos
escrito los numeros, ejemplo :

2, 63, 58, 1254, 29, etc.
Simbdlicamente los niUmeros positivos los podemos representar asi:
zZ* ={1,2,3,4,..}

Notaciéon de un Numero Neqativo.

Para escribir que un niamero es negativo, se escribe el nUmero con un
menos delante de él, ejemplo :
-1, -1569, -56, -3, -11, etc.
Simbdlicamente los nimeros negativos los podemos representar asi:
zZ ={.., -4, -3, -2, -1}

Nota.
Recordar que el cero  no tiene signo ni positivo ni negativo , €s un
ndmero neutro o sea no le va a ningun bando (positivo o negativo)
{0}
De acuerdo a lo anterior podemos describir simbolicamente lo S numeros
enteros, asi:

Z=2z2 U{0} Uzt
( donde U significa union )

Definicién v Notacion de los Numeros Naturales.

De los nimeros enteros podemos nombrar una parte o subconjunto de
nameros con los cuales nosotros siempre hemos trabajado, estos son los
nameros naturales , los cuales se representan con la letra N,
simbdélicamente se representan asi:

N ={0,1,2,3,4,5,6, ..}
Conjunto de los nimeros enteros

El conjunto de los nimeros naturales se escribe por extensién de la manera
siguiente  {0,1,2,3,4,..} y de form a simbdlica como N, es decir

N={0,1,2,3,4,..}.

El conjunto de los niUmeros enteros negativos se escribe por extension y en
forma simbdlica de la manera siguiente,

respectivamente: {-1, 2, 3, 4,..}yZ',esdecir Z':{ 1, 2, 3 4,—..}.

Al efectuar la union de los conjuntos 7"y N se obtiene un nuevo conjunt 0
que se llama conjunto de los niumeros enteros . El simbolo para escribir
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este conjunto es 7, de tal modo que el conjunto de los nUmeros enteros se
escribe por extension  {...,- 4,-3, 2, +,0,1,2,3,4,.}.

El conjunto de los numeros enteros positivos se escribe por extension y en
forma si mbdlica de la siguiente manera, {1234,.} y 1z

respectivamente, es decir 2" ={1,2,3,4,..}.

A
<%
£ Ejemplos
Respuesta : Descendieron en total 9 m bajo el nivel del mar

1. Bolsa de NY abre con numeros positivos, pero minutos después
muestra  pérdidas; Europa con bajas generalizadas y Asia con
resultados negativos.

NUEVA YORK, Estados Unido s, oct. 16, 2008. - La Bolsa de Nueva York abrio
este jueves sin un rumbo definido y el Dow Jones de Industriales bajaba un

0,22 por ciento, después de la publicacién de datos econémicos y de que el
miércoles este indice cayera un 7,87 por ciento. Tras la a pertura del parqué
neoyorquino, el indice Dow Jones de Industriales bajaba 19,27 puntos ( T
0,22%) y se situaba en 8 558,64 unidades, mientras que el selectivo S&P

500 retrocedia 1,46 puntos (1 0,16%), hasta 906,38 enteros.

Tomado de Noti ciero de Telev isa Internacional

2. Considere el siguiente problema:

Un grupo de buzos en la Isla del Coco desciende 6 m bajo el nivel del
mar para realizar una exploracion; luego desciende 3 m mas. ¢Cuantos
metros descendi6 en total?

Una manera de resolverlo es la siguiente:

Un descenso de 6 m bajo el nivel del mar se representa con -6 y otro
descenso de 3 mcon el nimero 3.
Por lo tanto, si los buzos descendieron 6 my luego 3 m, tuvieron en total, un
descenso de 9 m bajo el nivel del mar. Esta situacion se r epresenta asi:

-6+ —3= -9
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3. Para medir altitudes, se asigna 0 al nivel del mar, los niveles por
encima del mar se expresan por medio de niumeros enteros positivos, y
los niveles por debajo del nivel del mar por nUmeros enteros negativos,
como se observa en el dibujo siguiente:

4. Para representar temperaturas, también se utlizan los numeros
enteros negativos y los numeros naturales, en otras palabras, las
temperaturas s obre 0° se representan con numeros naturales y las
temperaturas bajo 0° con numeros enteros negativos, como se
muestra en la figura siguiente:

' 'l * ' lﬁl ' l'l :“\____,’_
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A
IF .
£5A  Ejemplos

A continuacion aparecen varias oraciones, algunas de ellas requieren el

uso de los numeros enteros negativos y otras no. Dentro del paréntesis
de la derecha se escribio un — si requieren el uso de numeros negativos
0 un + si pueden expresarse con nimeros naturales.

f Unavibnquevuelaal 500 m de altura. (+)
f Unaciudadal 800 m sobr e el nivel del mar. (+)
1 Unsubmarinoa 135 m bajo el nivel del mar. (=)
1 Undelfinque nadaa5 m bajo el nivel del mar. (-)
1 Laciudad de San José registra una temperatura de 22 °C. (+)
1 La ciudad de Montreal registra una temperatura durante e I (=)

invierno de 10 °C bajo O.

f Unadeudade5 000 colones. (=)

! Unagananciade 12 356 colones. (+)
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Ejercicios

A continuacion aparecen varias oraciones, algunas de ellas requieren el
uso de los numeros enteros negativos. Esc ribaun+oun - dentro de cada
paréntesis segun sean las expresiones dadas.

a) Jose tiene una ganancia de 6 780 colones. ()

b) Un avion vuela a 2 000 m de altura. ()

c) Un tiburén nada a 2 m bajo el nivel del mar. ()

d) Nicoya registra una temperatur a de 31 °C. ()

e) Anatiene una deuda de 3 425 colones ()

f) La ciudad de Toronto registra en los meses de invierno una ()
temperatura promedio de 10 °C bajo 0.

g) Los mercados mundiales durante el afio 2008 registraron ()
pérdidas.

h) Durante el ver ano, el volcan Pods registra una temperatura de ()
12 °C.

i) La parte mas alta del volcan Iraz mantiene una temperatura ()

promediode 5 °C bajo 0.

Resuelva los siguientes problemas

a) Ana va al supermercado, con 50 000 colones, por las compras de la
semana. Al momento de pagar la cajera le indica que el total de las
compras realizadas es de 57 500 colones. ¢,Cuanto dinero le falté a Ana,
para pagar la compra realizada?

b) Un avion que vuelaa3 500 m de altura. Debido al mal tiempo sufre un
descensode 1 200 m, ¢a qué altura se encuentra después del descenso?
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c) En una ciudad del hemisferio norte, las temperaturas registradas en un
dia de invierno son las siguientes:

1) 8:00a.m.12°Cbajo0

1) 12:00 m. d. 5 °C sobre 0
m)4:.00p.m.2°C  sobreO
IvV) 10:00 p. m. 0 °C

Segun este registro, ¢cual ha sido la variacion de la temperatura entre
las 8:00 a. m. y las 10:00 p. m.?

Opuesto de un numero entero

Los numeros negativos  permiten escribir simbdlicamente algunos fenébmenos
que podrian inte rpretarse como oposicion a situaciones existentes.

Todo nuamero entero tiene un Unico numero opuesto. En general si X es un
namero entero cualquiera, su opuesto se representa como i x. En el caso de
0, el opuesto es el mismo numero, es decir O es el opuesto de O.
vAg
“A_4 Ejemplos
V'
El nimero 7 es el opuesto de 7.

El nUmero -18 es el opuesto de 18.
El nimero 42 es el opuesto de -42.

El nmero - ( 42) es el opuesto de - 42. Se acostumbra escribir
- ( 42) para referirse al opuesto del opuesto de - 42, dado que el

escribir - 42 podria prestarse a confusion.
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El nimero x-2 es el opuesto de -(x -2). Si x, es un numero
entero, es decir  xi Z, entonces x- 2 también representa un namero

entero, para referirse al opuesto d’%
delante del numero, es necesario encerrar di cho numero entre
paréntesis, de esta manera el nimero es el opuesto de (x-2).

Elnimero - (x -3) eselopuestode x- 3.

Note que el numero 76 es el opuesto de - 76 y el numero -( -76) es el
opuesto de - 76. Todo numero entero tiene un Unico opuesto, entonces se

puede concluirqu e -( -76) %6.

De igual manera el nimero 124 es el opuesto de - 124 y el numero - ( -124)
es el opuesto de - 124; como todo numero entero tiene un Unico opuesto,
entonces se puede concluir que - ( 124) %24, De manera general, se tiene

que:

1 x eselopuestode - X.
1 -( x) eselopuestode - x.

Entonces, dado que todo numero entero tiene un Unico opuesto, se puede
afirmar que - ( %) %

Ejercicios

Escriba, en el espacio indicado, el opuesto de cada uno de los
nameros enteros dados.

a) Elopuestode - 102 corresponde a

b) El opuesto de 272corresponde a

c) Elopuestode - ( -15) corresponde a

d) El opuestode (3x- 1)corresponde a

e) Elopuestode (-a -3)corresponde a
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Representacion de los nidmeros enteros en la recta numérica

Recuerde el procedimiento que se utilizd para representar el conjunto de los
nameros naturales en una recta.

1) Considere una recta cualquiera.

2) A un punto dado de dicha recta asocie el nimero 0.

3) Defina una unidad de medida cualquiera, que sera la distancia entre cada
namero natural.

4) Coloque el 1 respetando la unida d de medida escogida.

5) Haga lo mismo con el 2 y los siguientes niameros naturales. Respete el
orden de dichos ndmeros.

Los numeros enteros negativos, se colocan utilizando la misma unidad de

medida establecida al colocar los numeros naturales, pero en dir eccion
opuesta a ellos, al procedimiento anterior se le agregaran los pasos
siguientes:

6) Cologue el -1 respetando la unidad de medida escogida, con respecto al
0, en sentido opuesto al 1.

7) Cologue el -2, con respecto al 0, en sentido opuesto al 2 pero a la mis ma
distancia que se encuentra el 2 del 0.
8) Continué con este proceso al colocar el -3, el -4 yasi sucesivamente.
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\’.. Ejercicios

Represente en la recta numérica adjunta, los nimeros
siguientes: -7, -4, -1, 2y 3.

<?Ad|> _
y S Ejemplos

Dada la recta numérica adjunta, en la que se han marcado puntos en los
que se asignan numeros enteros consecutivos, determine el valor numérico
de A, B, C, D, EyY F.

A T T T | T | 1 | T |
B .2 F D C A+l E-2

1 B= 3, dado que es el nimero 1 C=3, dado que es el nimero
entero que se localiza una unidad a entero que se localiza a 5 unidades
laizquierdade - 2. ala derechadel -2.
1 F=0, dado que es el numero fComo A +1 selocaliza a 7 unidades
entero que se localiza a 2 unidades aladerechadel -2, entonces el
a la derecha del -2. valorde A+1 =5,yelnimero que
sumando con 5 da 1 es el 4, luego
A=4.
{1 D =2, dado que es el nimero Como E- 2 se localiza a 9 unidades
entero que se localiza a 4 unidades aladerechadel -2, entonces el
a la derecha del -2. valorde E- 2 =7,y elnumero que
al restarle 2 da 7, es el 9 luego
E=09.
[+ )
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Ejercicios

1. Dada la recta numérica adjunta, en la que se han marcado puntos en
los que se asignan numeros enteros consecutivos, determine el valor
numéricode A, B, C, D, EYF.

- -3 B E+4 A -2 F
a) A= b) B =
c) C= d) D=
e) E= fy F=
Valor absoluto de un numero ente ro
El valor absoluto de un nimero entero X es la distancia a la que se encuentra
dicho nimero del 0, y se denota como |x| Es decir , para determinar el valor

absoluto de un numero X es necesario determinar el numero de unidades a
las que se encuentra dicho namero del 0, sin considerar la ubicacion con
respecto al 0; es decir no interesa si dicho nimero se encuentra a la derecha

0 a laiizquierda del O

A
VN
<IACV>&> Ejemplo

Para determinar el | 5| , se debe determinar el nUmero de unidades a las

gue el nimero 5 se encuentra del 0. Como la distanciade 5a0esde 5
unidades, entonces  |5|=5.

Para determinar el | - 8| , se debe determinar el nimero de unidades a las
gue el numero -8 se encuentra del 0. Como la distancia de -8 alesde
8 unidades, entonces |- 8| 8.

|0|=0, porque O se encuentra a 0 unidades del 0.
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Un numero entero positivo, X, se localiza a x unidades a la derecha del 0
entonces se afirma que el valor absoluto de x corresponde a x. Como se
puede observar en la siguiente gréfica:
|x |= i
*T T T T T T T T T T T T T T T 1T 1T T 7 171°
-x n x

Un namero entero negat  ivo, X, selocalizaa -x unidades a la izquierda del 0,
entonces se afirma que el valor absoluto de X corresponde a -x. Como se
observa en la siguiente gréfica

e[ = =

Se puede definir el valor absoluto de un numero entero de la manera

siguiente:
1 Si x esunnume ro positivo el valor absoluto de X es el mismo numero.
1 Si x=0, el valor absoluto es 0
1 Si x es un numero negativo el valor absoluto es el opuesto de X.

Esto se escribe simbdlicamente asi:

éx si xiz
| .

|x|=1 0 si x =0
:f-x si x Iz

Ejercicio

Determine los siguientes valores absolutos:
a) |16|= b) |9|=
c) |23|= d [s2)=__
e) | 32|: f) | 45|:
9 [-73=__ h) |- 187|=
()
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Orden en el ¢ onjunto de los numeros enteros

En el conjunto de los niumeros enteros se puede establecer una relacion de
orden, es decir dados 2 enteros cualesquiera siempre se puede determinar
una de las dos situaciones siguientes:

1 Los 2 numeros son iguales.

1 Uno de lo s niumeros es menor que el otro.

De manera intuitiva, se dice que dados 2 numeros enteros ay b, bfes

menor o igual que a oy se escribe b¢ a, si se cumple una cualquiera de las

dos situaciones siguientes:

1 El punto que se asocia al numero b, en la recta numér ica es el mismo punto
que se le asocia al numero a.

N I
2=h

T El punto que se asocia al niumero b, en la recta numérica se localiza a la
derecha del punto que se asocia al nUmero a.
® T T ®
b e}

Como 0 se encuentra a la izquierda de cualquier nimero positivo, se deduce
gqgue 0 es menor o igual que todo numero entero positivo; es decir:

sixl Z" entonces 0 ¢x.

Todo numero entero negativo es menor que cualquier namero entero
positivo; es decir  sixl Z~ ,y [ Z* entoncesx ¢ .

Ley de tricotomia

Una propiedad importante de la relacion de orden es la ley de tricotomia
que afir ma que si al Z y bl Z, entonces se cumple una y solo una de las
siguientes opciones:

1 a<b
M1 b<a
T a=b

48

——
| S—



y

COLEGONACONALDEDUCEION ADISANCA

vAg¢
< >
y N

V> Ejemplos

Dados -4 y 7, se puede afirmar que -4 <. Note que las otras opciones
no son posibles, los nUmeros no sonigualesy7 no es menor que —4.

Dados 25 y 18, se puede afirmar que 18< 25. Observe que las otras
opciones no son posibles, los nUmeros no son iguales y 25 no es menor
que 18.

Dados -54y -37, usando el mismo razonamiento usado en los ejemplos
anterior, se puede afirmar que -54 < 37, dado que los nimeros no son
igualesy -37 noes menorque -54.

Apartir del a relacion de orden “menor o igual q
“mayor o igual que’” , esta sfeysddiceguea atlps el S
se cumple que b¢ a

A
LAY .
=Ejemplo
3 Tesiemo
Se puede afirmar que 252 10 porque 10¢ 25.
Se puede afirmar que -13 2 41 porque -41 ¢ 10

Se puede afirmar que 52 40 porque -70 ¢5.
El conjunto que contiene a todos los nuimeros enteros que satisfacen la
relacion 2 ¢ x, corresponde a {2,3,4,5,..}.; 2 pertenece al conjunto porque

2=2 y |l os numeros 3, 4 , al cbnjunta.porque 2 estmenore ¢ e n
que cualquiera de esos numeros.

El conjunto que contiene a todos los niumeros enteros que satisfacen que
22 x, se estaran refiriendo al conjunto {2,1,0,- 1, -2, -3,.}.; 2 pertenece al

conjunto porque 2 =2y los numeros 1, O, -1, -2, -3, ... pertenecen
conjunto porque 2 es mayor que cualquiera de esos numeros.
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Ejercicios

1. Considere las siguientes expresiones. Escriba <, > 0 = segln

corresponda.

a. -12 28 b.0__-71

c. 360___ -360 d -27 0

e. 29__ 38 f. 431__ 431

g 0__ 39 h. 143 148¢

. 23__ 19 jp -100__ -104
2Escriba ¢ o0 2 segun corresponda.
) -1__0 g -10__ -11
hy —23 32 ) —321 -196
jy —1002_  -2001 kf =56739  —50739
) —438007 __  —348700 m)—-1234690 __ -1243690
n) —3456 128 —-3546 821 o) -50981 37___ -5098 137
p) 67980 __ 89542 q) 345709 458987
ry 298764 298 764 s) —96325__ -96325

[ =}
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Tema 5 Operaciones con Nimeros

Enteros

, Situacién Problema

J;' B
;S

En una carrera de atletismo, los corredores se enc uentran en un trayecto

recto de carrete ra que se orienta de Oeste a Este y en el cua | hay un puesto

de hidratacién. Jimena ya paso por dicho puesto y en este momento se u bica

a 200 m de él en direccion Este.

José se encuentra a una distancia de 350 metros d e Jimena en el sentido

opuesto. Laura se ubica 175 m al Este de José y finalmente, Esteban esta 75
metros atras de Joseé.

Determine la posicion a la que se encuentra cada uno de los competidores
mencion ados respecto al puesto de hidratacion.

-Solucic’)n del problema

En este moment o de la leccibn, se espera que el estu diante realice
representaciones graficas de la situacion e intente realizar célculos
mat ematicos -los cuales pueden ser  escritos o0 mentales - para determinar la
posicion de cada uno de los competidores respecto al puest o de hidratacion.
No es de extraflar que algunos estudiantes denoten algun as de las
cantidades utilizando el simbolo del negativo, pues han trabajado
recientemente  con la identificaciéon de estos nameros en algunos contextos
reales. Sin embargo, también pued en trabajar con los  valores absolutos y en
el cierre de la leccién la accion docente debe ir dirigida a retomar la

representacion de cantidades negativas en funcion del propésito de la
actividad. Una posible estrategia seria:

Una posible estrategia seria:
Representar el recorrido de la carrera, su orientacion, asi como el puesto de
hidratacion:
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Puesto de hidratacion
Qeste l Este

Representar la posicion de Jimena:

Puesto de hidratacion
Oeste Este

Jimena

o

200 m

Representar la posicion de José: como €l se encuentra a 350 m en sentido
opuesto a Jimena, necesita recorrer los 200 m que ya recorri6 ella y abarcar
150 metros hacia el Oeste del puesto de hidratacion.

Puesto de hidratacion

Oeste José Jimena Este
: o v v ! . ; : o v
150 m 200 m
350 m
Representar la posicién de Laura: como ella se e ncuentra 175 m al Este de
José, ya recorrio los 150 m que le faltan aun a José para llegar al puesto de

hidratacion y 25 m mas

Puesto de hidratacion
Oeste José e Jimena Este
: * o T .

- . " - r o
150 m 25m 200 m
175mM  —

Representar la posicion de Esteban: como anter iormente se establecié que
José se encuentra 150 m al Oeste del punto de hidrata cion, entonces habria
gue sumar 75 metros a dicha cantidad en sentido Oeste pa ra obtener la
posicion final de  Esteban.

Oeste Puesto de hidratacién
José Laura Jimena Este
- T ° T T L 0 T T T o T
225m 25 m 150 m 25 m 200 m
En resumen, la posicion de cada uno de estos com petidores respecto al

puesto de hidratacion es la siguiente:
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Jimena esta 200 m al Este.
José esta 150 m al Oeste.
Laura esta 25 m al Este.
Esteban esta 225 m al Oeste

=A =4 —a -9

Cuando los estudiantes llegan a es tablecer estos resultados, es necesario que
Se plantee cdmo se pueden dar estas respuestas sin utilizar los puntos

cardinales. Se esperaria que ellos indiquen facilmente qu e Jimena, Jose,
Laura y Esteban estan del puesto de hidrataciéon a: 200 m -150, 2 5 m, -
225 m.

Una vez que el docente observe que la mayor parte de los estudiantes ha
finalizado, procederd a organizar grupos de tres estudiantes pa ra que tengan

la oportunidad de comparar estrategias y formas de representacion
empleada s con el afan de qu e verifiqguen la existencia de errores en algunos

de los trabajos pre sentados. Esto dard oportunidad para que activen los
procesos Comunicar y Razonary argumentar.

Justo aqui, el docente puede preguntarles como enlazar las representaciones
realizadas con | as respuestas donde ellos utilizaron nUmeros negativ 0s. Esto
permitira comparar las representaciones y darles sentido, inclusive llegar a la
conclusion de que por convencion el avanzar se denota con cantidades
positivas y el retroceder con negativas.

Un cruz rojista que esta en el puesto de hidratacion se dirige 50 m al Oeste a

atend er a un atleta que se cay0. ¢En qué posicidn con respecto al p uesto de
hidratacion se cay6 el  atleta?

Esta situacion se representaria mediante la operacion 0 + -50 = -50 vy se
contestaria que el atleta fue atendido a -50 m del puesto de hidratacién. Aqui

se observa el resultado de  sumar cero y otro niumero entero.

250 200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200

-50

0+ -50=-50
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O bien,

José detecta que su hermano Carlos no aguanto la carrera 'y se detuvo en un
punto ubicado a 150 m det ras de él. José decide devolverse para valorar su
condi cion. ¢En qué posicidn con respecto al puesto de hidratacion estan
ambos cuando se encuentran?

Dado que José se encontraba a -150 m del puesto de hidr  ataciéon, como se
devuelve otros 150 m entonces esta  situacion se puede representar a través
de la operacién

—1 -

-350 -300 -250 -200 =150 =100 =50 0 50

Resultado final -150 -150
-150 + -150 = -300

Aqui se observa el resultado de dos cantidades negati vas. Se debe proceder
asi hasta contemplar los diversos casos de la suma de numeros enteros.

Otra opcidén es brindar algunas sumas de numeros en teros vy solicitar al
estudiantado que plantee con base en ellas situaciones dentro o fuera del
contexto que se han venido trabajando. Esto permitiria activar el proceso
Plantear y resolver problemas

-

N -
g{ La clave
-

Reglas para sumar en NUmeros enteros

Para sumar en I se siguen las siguientes reglas:

1. Para sumar nameros enteros con signo mas, se suman sus valores
absolutos y al resultado se le asigna el signo mas ( +EB+:+).

2. Para sumar niumeros enteros con signo menos, se suman sus valores
absolutos y al resultado se le asigna el signo menos ( —B—:—),

3. Para sumar numeros enteros con distintos signos, se restan los valores
absolutos de los numeros dados y al resultado se le asigna el signo del

namero que tenga mayor valor absoluto. ( +®& - 0 +& - se restan los
valores absolutos de los nimeros dados y al resultado se le asigna el
signo del nUmero que tenga mayor valor absoluto )
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<2:‘Z[>Ejemplos
Determine el resultado de: Determine el resultado de:
a.7+6 a. -9+ -3
b. —10+ -2 b. —10+2
c. 30+ -20 c. 7+ —4
d. 20+ —30 d. 4+ -7
Solucién Solucién
a. 7+6=13. a. -9+ -3=-12.
b. -10+-2=-12. b. —10+ 2= —-8.
c. 30+ -20=10. c. 7+ —-4=3.
d. 20+ -=-30=-10 d. 44+ —7=-3.

—_

Restaen Z

Sean a,b numeros enteros. La expresion a — b se llama resta de dichos
nameros enteros y se define por:

| = .
£ Ejemplos

Determine el resultado de:
a. 12—-3
b. -1—4
c. 7—12
d. 8—15

Solucién

a. 12—-3=09.
b. —-1—4=-5,
c. 7—12= -5h.
d 8—15=-7.
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A
AV
<l9C>4'>Ejemplo :  Observe con atencion los siguientes ejemplos porque asi es
co%o se resolveran de ahora en adelante las sumas y restas con nameros
enteros:

1. Sitienes ¢100y debes ¢25 ¢;Cuantote que da?
Solucién: Quedan ¢75. La operacion se representa asi: 100 - 25
=75

2. Si debes ¢30y tienes ¢80 ¢Cuanto te queda?

Solucion: Quedan ¢50. La operacion se representa asi: -30+ 80
=50

3. Sitienes ¢50ytambién tienes ¢200 ¢Cuanto tienes entota  1?

Solucion: Tiene en total ¢250. La operacion se representa asi: 50
+ 200 = 250

4. Si debes ¢550ytambién debes ¢225 ¢;Cuanto debes en total?
Solucion: Debe en total ¢775. La operacidn se representa asi: -
550 — 225= -775

5. Sitienes ¢40y debes ¢100 ¢Qué sucede entonces?
Solucion: Queda debiendo ¢60. La operacién se representa asi: 40
- 100 = -60

6. Si debes ¢1000y tienes ¢800 ¢Qué sucede entonces?

Solucion: Queda debiendo ¢200. La operacion se representa asi: -
1000 + 800 = —200
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Para sumar o restar numeros enter denudasye ut i |
ganancias . Si un nimero estd  positvo o0 ti ene un signo de “ o+
izquierda significa que ese numero es una ganancia . Si el numero esta

negatvo o ti ene un s+“g rgsn) a | izquierda significa que ese
ndmero es una deuda .

Ejercicio.  Resuelva las siguientes operaciones utilizando el método
anterior.

1) -17 - 12 = 6) -9 -6=

2) 24+ 16 = 7) -14+15=

3) -9+7 = 8 -10+7=

4) 34 — 18= 9) 83 —54=

5) -15+25= 10) 76 — 98 =

Notas: 1) Cuando hay dos signos negativos juntos, entonces los dos se

cambian porun  signo positivo (+).
2) Cuando hay u n signo positivo junto a un signo negativo, entonces

los dos se cambian por un signo negativo ( -).
vAg
<‘pv4'> Ejemplos: Resuelva las siguientes operaciones
1) 57171 3= 6) 16 + 113 =
5+ 3= 16 i 13=
8 3
2) 1718+9= 7) 29+131=
8+9= 29 1 31=
17 T2
3) 111271 15= 8) 142 +133=
127 15= 142 1 33 =
i3 75
4) 171147171 21 =
14 + 21 =
35
5 161171 10=
i6 + 10=
4
[ s}
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Sumas v Restas con mas de dos numeros:

Se resuelven las operaciones de izquierda a derecha. PERO, cuando

hay paréntesis deben resolverse primero las operaciones que se encuentran
adentro de ellos.

<?CA>4[>Ejemplos: Resuelva las siguientes operaciones.
AYA

a) 87 1071 5+21= d) (14+5773)71 (811771 10+714)
i2 15+21= (1 +3)i(8+7i10+i4)=
7 +21= (4) i ( 15 110+74)=
14 4 7 5  +i4)=
41 ( 5 i 4)=
b) 137 12+18+1871 1= 47 (1)=
115 +18+1871 1= 47 1=
3 +1871 1= 3
3 18T 1=
5 T1= e) 391 42+ (771771 21+75) =
16 391 42+( 17121 i5)=

39§ 42+ ( i4 i5)=

C) 1124+7147 131 7711 14 = 3971 42+ (79)=
24 1 147 1317 +14= 3971 42+ 19=
10 71T 1377 +14= 13 T 9=
13 17 +14= 112
110 +14 =
4
[ =)
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Ejercicios : Resuelva las siguientes operaciones

e

1) -9+ -11+ -14=
2) 5+ -4+3+ -2+ -1+13+ -8=
3) -20+ -5+18+ -7+10+4=
4) (-9+9)+ -3=
5 9+ -2+3+( —-4+7+5+1)=
6) (-7+2+ -5)+4+(13+ -3)=
7) -3+(5+14 + -24+25)+ -36=
8) (-45 — -30)+(20 - -15)=
9) (28 —-9)+(7 -28)=
10) (—-20 —4) — (=50 — -5) =
11) -80+ -6 —--7-90 —-13 - 15+2 3=
12) 120 - -5+ -20 -80 —-90+ 135 - 258=
13) (7 =5-3) —(12+ -19 —-23)+(28 —-1-7)=
14) (11 -7 -9)+(18 —--5) —(-36+25 —-15)=
15) (=11 -7-12-3) - (-9-18 -5-2)=
16) — (-2+ -5+ —7)+(8+3 —2-7)=
17) —(7 -=3-5--17) —(-18 - —6+23)=
18) — (6 ——7+ -8 —-5)+(15 ——-18 —27+2)=

Resuelva los siguientes problemas:

1) Pedro tenia en su cuenta de ahorros $175. Deposito $15, $45 y $60 cada
uno de los tres meses siguientes. Ahora necesita hacer tres pagos por
$100, $85 y $205. ¢ Puede hacerlos?

2) La poblacién de una ciudad era de 32 000 habitantes. En los 4 afios
subsiguientes el Comité de Planeacion registro los siguientes cambios en la
poblacién: un aumento de
3 000, una disminucién de 4 000, un aumento de 6 000 yuna
disminucion de 5 000. ¢ Cual es el cambio neto de la poblacion?

3) Un avion volaba a 8 000m de altitud. En las cuatro horas siguientes se
registraron los siguientes cambios de altitud: descendid 1 000m,
ascendié 2 000m, descendio 500m y ascendié 1 500m. ¢A qué altitud
se encuentra entonces el avion?
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Multiplicacion en A

Sean a,b ndmeros enteros. La expresion ab 0 a-b se llama producto o
multiplicacion de dichos nameros enteros, los cual es se llaman factores del
producto.

Reglas para multiplicar en i

Para multiplicar en  Z se siguen las siguientes reglas:

1. Siambos numeros enteros tienen signo positivo, el producto de ellos se obtiene
al multiplicar sus valores absol utos y asignar el digno positivo ( + - +:4).

2. Si ambos numeros enteros tienen signo negativo, el producto de ellos se
obtiene al multiplicar sus valores absolutos y asignar el signo negativo
(— —:—).

3. Silos factores tienen signo contrario, ento nces el producto tiene signo negativo
(+-——y —-+:—).

A
AV 4 .
< = Ejemplos
cO: jemp

Determine el resultado de: Determine el res ultado de :
a. 10-5 a. 3-7

b. —-3-—6 b. —2--9

c. —8-7 c. —6-4

d 3-—-9 d. 9-—-8

Solucién Solucion

a. 10-5=50. a. 3-7=21.

b. -3-—-6=18. b. —-2-—-9=18.

c. —8-7=-bh6. C. —6-4=-24,

d. 3-—-9=-27. d 9-—8=-72.

Division en z

Sean a,b ndmeros enteros, b=+=0. La expresion a-—+b se llama division de
dichos numeros enteros. El namero a se llama dividendo, b divisor y el
resultado de la division cociente.
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Reglas para dividir en Z
Para dividiren Z se siguen las siguientes reglas:

1. Sieldivi dendoy el divisor tienen signo positivo, el cociente
es un namero entero positivo. ( + + 4+ 4).

2. Si el dividendo y el divisor tienen signo negativo, el
cociente es un numero entero negativo. ( + ++:4)).

3. Si el dividendo y el divisor tienen signos contrarios, el
cociente es un ndmero entero negativo. ( ++——y

—++:-).

vAy Ejemplos

< >

PVA
Determine el resultado de: Determine el resultado de:
a. 10+2 a. 40+ 20
b. =30+ —10 b. —15+ -3
c. —18+3 C. —25%>
d. 20 = —5 d. 60+ —4

y Solucion

Solucién a. 40+-20=2,
b. -30+--10=3. c. —25=5=—5,
c. —18+ 3= —6. d. 60+ —4=-—15,
d. 20+ -5 = —4.
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.

}i&.?@ Ejercicios Resuelva las siguientes multiplicaciones y divisiones.

a) 819=_ f) 26:13=_
b) -4 5= -20 g) 45: -3=__
c) -7 1-7=49 hy —40: -10=____
d -8918=__ ) -30:5=__
e) 97-9=__

Multiplicaciones y divisiones con mas de dos numeros:
Se resuelven las operaciones de izquierda a dere cha. Cuando hay paréntesis

deben resolverse primero las operaciones que estan adentro de ellos.

vAg
<'ACV>4'>Ejemplo : Resuelva las siguientes operaciones

a) 129511314 = b) 504:3:17:2:712=
110 i394= 168 :17:2:112=
30 4= 24 :2:7112=
120 112 :112=
1
c) 47179710716 = e) i693:978:i4=
128 q1107i6= i18 :998:i4=
280 fi6= i2 98:i4=
i 1680 P16 :714=
4
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d 17128:12:18:4=

64 :18:4= f) 22:71295913:7111=
18 :4= T11 9q59Mi3:111=
2 i55 (i3 :7111=
165 :i111=

115

Ejercicio : Resuelva las siguientes operaciones.

a) 15 1-6 1-10 1-12 §0= g) 2340: -13:6:3: -5=
b) -3 1-4 §-11 710 712 1-40= h) 108:9 9q-3:6=

c) -792999-198= ) —8915:5:4 q-19-2=
d 819-99-29-395= j) —-54: -397: -14 {-11=
e) -3125: -5:25: -1= k) (54: -99M-6):( -7914:49 )=
fy 2268:4: -7:3= ) (10 T-12:15) -8-12+14 )=

Potencias en z

Sea nEM. Se define la n- ésima potencia de x por x"=x-..-
.\"_h_"

x. En la

T Vecee

expresion anterior, x se llama basey n exponente. La expresion

elevadoala n o x elevadoala =- ésima potencia .

>

x™ se lee x

vAY
<\__J= Ejemplos Determine el resultado de:
AYA
a. 5° Solucién
b. 2* )
e (=3)? a. 5% =25,
d. g2 b. 2 =16.
d. —3?= -9,
e. (—4)®=—64,
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ADSINGA

A
4 . N .
<|O|> Ejemplo Halle el resultado de las siguientes potencias.
PVQ

a) 3* =3131313=
9 1313=

27

3=

81

by 43 =494974=
16 4=

64

c) 2°=292927212=
4 12M21M2=

8

d) (714)?=74

1292=
16 12=

32

i 4=

16

e) (i5)2=i57i57i5=

25 fis5=

1125

——

64

) 182= 8(8=
L>{ 16
) i2¢= 2929292 =
4 1292=
8 2=
16

W) T 78= 79797 =

49 9§ 7=
1343
**i) 154 =
=) (i5)" =
k) (76)°=

'
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2) Pasar de notacion exponencial a multiplicacion.

A)34 =

B) 4

C)4?2e 33

3) Complete el siguiente cuadro que se da a continuacion

Lectura Potencia Base | Exponente Desarrollo Resultado
3 al cuadrado 32 3 2 3e3 9

i 5alcubo (- 5)3
— 7 alacuarta (-7*

potencia

NOTA: Del exponente 4 en adelant e, se dice: cuarta, quinta, sexta potencia,
etc.
1) Pasar las multiplicaciones siguientes a notacion exponencial.
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4) Pasar de notacion exponencial a multiplicacion.

1)6° = 2)34=
3)(-2)° = 4) (-4)8 =
4) 3% e 32 5)43% e 25
5) Escriba las partes de las siguientes potencias.
item | Potencia Base | Exponente item | Potencia Base | Exponente
1 34 6 (-8)3
2 53 7 (=3)°
3 912 8 (=6)°
4 6° 9 (—4)8
5 18°3 10 (-9)3
Prop iedades de las potencias en A
Algunas propiedades de las potencias en Z son las siguientes:
1. Todo numero entero elevado a la 0 esigual a 1, si el numero es diferente

de 0. 0° no esta definido.
2. Todo namero elevado ala 1 esigual al mismo nimero.

3. Sila base es positiva y el exponente también, el resultado de la potencia
es positivo.

4. Si la base es negativa y el exponente es impar, el resultado de la
potencia es negativo.

5. Sila base es neg ativa y el exponente es par, el resultado de la potencia
es positivo.

6. Para multiplicar potencias de igual base, se conserva la base y se suman
los exponentes, es decir, si m,n €N, a € T, entonces a™-a® = a™™",

7. Para dividir potencias de ig  ual base, se conserva la base y se restan los
exponentes, es decir, si mneEN a€Z, entonces a™+a”=am"",

8. Para elevar un producto a una potencia, se eleva cada término del
producto a la potencia y luego se multiplican, es decir si a,beZ, neN,
entonces (a-b)" =a"-b".

9. Para elevar una potencia a una potencia, se conserva la base y se
multiplican los exponentes, es decir s i m,nEMN acZ entonces

(am]rz =gmn
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A
VAY
< = Ejemplos
L& Eiemp

@ -~ o o0 T p

S@ 0 a0 T p

1.Determine el resultado de:

61
EID

(—5)°
(—5)°

2. Determine el resultado de:

(=3)%- (=3)°
27 + 28

(=3)* = (-3)*
(3-2)°
(—2-5)°
(2%)*

((=3)%)°

Solucién
. 6t =6,

a
b. 0% no esta definido.
c. 7°=1.
d. —8°= -1,
e. 28 =8,
f. (=5)%=25.
g. (—5)% =—125,

Solucioén

a. 28-22=2%=32

b. (—=3)%-(=3)%=(-3)% = —243.
27 =28 =22 =24,
(=3)°+(=3)*=(-3)"=9.
(3-2)F =3%.2% =216.
(—2-5)? =(-10)? = 100.
(23]4 =212
((=3)*)*=(-3)*= 729

Se@ "o a o0

Ejercicios

1. Todo numero elevado a la cero es igual a uno

nH4°=__ 2 - 70

——
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2. Todo numero elevado a la uno se obtiene como resultado el mismo

namero.

)11t = 2) -9 = 3) (-4t =
3. Uno elevado a cualquier nUmero es igual a uno

ni=___ 2 -1 = 3( -1°=

4. Cero elevado a cualquier numero distinto de cero es igual a cero.

1) (0) 3 = 2)0 5 = 3) NOTA: Lapotencia0 ° no
existe

Ejercicios de mas

1) Resuelva las siguientes potencias

D7°=__  2(-15°=__ 3) -8°= 4)50=
5(-6)°=___

2) Resuelva las siguientes potencias.

D2at=__  2(-7r=___ 3 -4'= 4H9t=_
5 (-8)t =

3) Resuelva las siguientes potencias

12?2 = 2)( -1 =_ 3) -16=_
H1e=__ 5( -1T=__
4) Resuel va las siguientes potencias.

1H02? =_ 20 2 =_ 3) 06=__
H05=___ 507 =____
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5)

1)31e

Resuelva las siguientes potencias.

23=

2) (

9 (-22e ~(4)?2=

7)23% e

6)

22=

Resuelva las siguientes potencias.

1) 24 .22 =

8) (

2) (

4)(-6)° - (-6)=

7)57 .53 =

8) (

7) Resuelva las siguientes potencias.

D erf =

5) [arf=

2) [Fof=__

o) [-eff=___

-2)%e —(2)" =
5)4'e 24
-5 ~(5)°=

~9)7- (- 9)*=
5) 29 . 26=
—7)° (=73 =

3 6=

3)2 Ve

6)(-3)2e —(3)'=

3)45 .42 =

20=

6)(-8)° - (-8°=__

N N R

D o= 8-

8) Escriba el exponente que corresponde a cada una de las sigu ientes
potencias
1) 23 e 9222 7) 213 . 28=2 13) (53¢ =5 —
2) 78 W=7 ) 78 . 7MW =7 14) (- 98)7 = (- 9)—
3) 83l e 488 — 9) 8% . 82 =8 15) (747 =7 —
4) 7e SET — 10) 718 - 715 =7 16) (- 153)8 = ( — 15) —
5) 6%e 26=6 — 11) 6% - 6% =6 — 17) (1084 =10 —
6) — 75 e — 718 = _ 12) — 780 . 784 = _ 7 18) (1783 =17 —

7——
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7 Escriba el e xponente que corresponde a cada una de las siguientes

potencias .
19) (4 o' =94) o (9 25) (-2 e AA4()-2) o (14
20) (-6 o 7B()-6) e (8) 26) (3° e ¥ =(3) o (4
21) ( 8 e °1=@8) o (109 27) (- 7° @ —11%8 = (- 7) o —(11)
22) (11 $=@D o (4 o
28) (-5%e W=(-7) o (5
23) (-7 e85()-7) e (5)
29) (12° e °F =(12) o (8
24) (57 & ¥ =(5) o (8
30) (- 6% @ —2019)% = ( — 6) o —(20)
Notacion radical con subradical entero
En las semanas anteriores usted estudio diferentes maneras de escribir
ndmeros enteros, observe que:
f -3=3 31 O 3 27 .
7 1=5 =1 1013 1:..
1 2=2" 22 D 4= ...
1 8=2 =2 L0 1& ...
En esta semana se estudia otra forma de escr ibir nUmeros enteros y es lo
que se llamala notacion radical, asi por ejemplo:
1 \/izly se lee “la raiz cuadrada 18=1.1 es igual
1 \/Z:2y se lee “la raiz ovahdrnada,dAphhdgas ig
T (-3)2 By se lee “Ila ra(l'-fﬁzecsuaidgruaadla ade3”, porque
(-3)° =0 =
1 Q/E:By se lee “la raiz cuUbipomued®=277 es igual
 J125=5y se lee “la raiz cubica de’=125 es igual
1 <‘/Ez2y se lee “la raiz cuarta d&=166 es igual
1 5’/3_2:2y se lee “la raiz quinta dZ=32 es igual
T ¥8=2y se lee “Ia r-ael'sigualcaabzr’cap@a{-@)ﬁez.
5 —
9 ¥-1 =%y se lee “Il a raésiguajai-Xt, a pobe(-q)ﬂe}.
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Todo nimero entero puede ser escrito en forma radical pero no todo nimero
escrito en notacion radical corresponde a un nimero entero observe que:

1 21z, porque no existe un namero entero que elevado al cuadrado sea

igual a 2.
1 {‘/R 1z, porque no existe un nimero entero que elevado a la cu arta
potencia sea iguala  -16.
1 \3/§T Z , porque no existe un numero entero que elevado al cubo sea igual
abs.
En general, |l a raiz enééq’uensedehetatﬁ/a,eauinmero “

namero b talque b"=a. Asi Ya=b, donde n es un nimero entero positivo

mayorque 1y a es unnumero entero. Se tiene entonces que:

1 Sia=0,entonces a=0.

1 Sia>0, entonces </a esel nimero positivo b tal que b"=a.

1 Sia<O0y n esimpar, entonces Ya es el nmero negativo b talque b"=a.
Sia<0y n espar, entonces Ya no esta definido

Ademas, observe lo siguiente:

1 Sin=2seescribe +fa enlugarde #%a y sellama raiz cuadrada de a.

Sin =3seescribe ¥a ysellamaraiz clbicade a, asi sucesivamente par a
cualquier entero

A
VAV
<'9CV>4'> Ejemplo
1 25=5, porque 5= 25.
1 ¥-27 =3, porque (-3)° =27.

1 ¥32=2, porque 2°=32.

§ +-16 no es un nimero entero , dado que no existe un nimero
entero que elevado al cuadrado sea igual a -16.

T ¥-1 =1 porque (-1)7 = 1.

T $-8 no es un nimero entero, dado que no existe un numero entero
que elevado a la sexta potencia sea igual a -8.
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La expresion Ya es un radical, el nimero a se llama subradical y n es el

indice del radical . Ademas, note que:
Recuerde que en la

semana 2 se defini6 el

i al i /a)" | |
f Si al Z y n esimpar entonces (” a) = a. valor absoluto de un
ndmero entero com  0:

T {(a)" =|d,si n es par. ex si xi 7zt

1 Si a20 vy n es par entonces (Q/E)n = a.

1 .
1 ¥a"=a,si n es impar . |X|:] 0 si x =0
b-x si x 1z
A .
<? 4|> Ejemplos
A

2
1 Elindice de la expresion (ﬁ) es un numero par y el subradical es

2
un entero positivo, entonces (\/7) =7.
Ve . .- 7 3 3 7 - -
1 El indice de la expresion ( - 2) es un namero impar y el subrad ical
3
es un numero entero, entonces (3 - 2) = 2

. e 9 a - -
1 Elindice de la expresion (9 - 4) es un namero impar y el subradical

9
es un entero, entonces (9 - 4) = 4,

PRT . 7 6 -
1 Elindice de la expresion  §/(-5)° es un nGmero par, entonces

d-5¢ 39 s
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Observe que +/x*=|¥ para todo numero entero x. En particular, si  x20

entonces +/x? =X, pero si x<Oentonces +/x*= X, que es un nimero entero

positivo

A
VY
<ACV>QI> Ejemplos

4
1 Elindice de la expresion (3/5) es un numero par y el subradical es

4
un entero positivo, entonces ((‘/E) =2.

6
1 Elindice de la expresion (9/5) es un numero par y el subradical es

6
un entero positivo, entonces (9/5) =3.

- - 7 5 7 - -
1 Elindice de la expresion (5 - 8) es un namero impar y el subradical

5
es un ndmero entero, entonces (5 - 8) = 8.

{ Elindice subradical de la expresion J(- 3)2 €s un entero positivo,

pues es 9y el indice es un numero par, entonces 1/( 3)2 =9 s

7
1 Elindice de (1/5) es un namero impar y el subradical es entero,

entonces (1/5)7 =2.
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Ejercicios
1. Determine el valor de los siguientes radicales.
a) V4 b) ¥/8
4
c) ¥-8 d) (4-7)
e) §-1 f) /36
11 1 10
g) (¥-15) h) (4-6)

Combinacidon de operaciones

A continuacion se resuelven algunos ejemplos de combinacién de
operaciones que incluyen| as operaciones basicas: suma, resta, multiplicacién
y division; valor absoluto, potencias y radicales con subradical entero.

El método para resolver este tipo de operaciones se estudié en la semana 3,

se incorporé en la semana 4 nuevamente este tipo de e jercicios dado que se
introdujo una nueva operacion la potenciacion . En la semana 5 se ha
estudiado la radicacién, entonces se reincorporan estas operaciones y se
incluyen los radicales . En este apartado se resuelven ejemplos variados y se

le proponen ejer cicios.

VAV
<IACv>4'> Ejemplos

Para efectuar la operacion - 3g5 + 23 4-\3/_86 16+ -2 se debe resolver

primero la operacion indicada en el paréntesis redondo, (5+ -25) y el calculo
en notacion decimal del nimero entero escrito en f orma radical, \3/5, es
decir:

-3¢5+ 25 46 16-28 3 26 42- 16

Cuando hay multiplicaciones y divisiones sin paréntesis que indique alguna
prioridad, se debe respetar el orden de aparicion, por eso se efectla la
division -20 -4. Simultaneamente se puede hacer la division -16 - 2,

entonces -3[-20 4D -46 -] F 5+§.
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Entre un producto y una suma tiene prioridad el producto, razén por la cual

se debe realizar el producto

-5 g, entonces -3[-52 € =3- 10+ §.

Luego se efectia la operacion indicada por el paréntesis, en este caso el

paréntesis

cuadrado,

-3[-10+§ =302

Finalmente el producto,

manera siguiente

entonces

se

calcula

-3g5+ 25 4B ¥-283 20 420 16 -}

A
D a4
| > i
CV> Ejemplo

[-10 4,

De la misma manera se resuelve la combinacién de operaciones

ng- 38 ﬁ&PSZ g J_Q)( 7- 7 Observe:

Observe que en el ejemplo anterior se resolvié siguiendo el orden siguiente:

1)

2)

3)

56°- 38 @5 v JO(70) 58=4 25 18(7
=$8-} 25 1 3034
= §8- 2]+ 25(3 343

=5 ®5 3 -343

=30+75 -343
105+ 343
-238

entonces

-3 (2, de manera que la operacion se presenta de la

El célculo de las potencias y radicales que aparecen en la operacion en
este caso seria:  2°, ¥8, 52, 5°, \/9.
La aplicacion de la ley de potencias que garantiza que cuando se
multiplican potencias de igual base se conserva la base y se suman los

exponentes (72 07) :

El célculo de | a potencia,
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4) La division 25- 1, dado que cuando deben realizarse multiplicaciones y
divisiones se debe respetar el orden de aparicion.
5) La operacion indicada por el paréntesis cuadrado, [8- 2] .

6) Entre sumas, restas y productos tiene prioridad el producto, luego se
calcula los productos, 5@ y 25C3.

7) Entre suma y restas si no media un paréntesis que indique alguna
prioridad, se debe respetar el orden de aparicion, entonces se efectla la
suma, 30+ 7t vy, posteriormente, la resta, 105 343 = 23.

<:Ci>ZI>Ejemplo 3
La combinacion de operaciones 5/338 + 3(4? Z) ( 5 5) - también se
efectlia segun la prioridad de las operaciones. Observe:
J-3288+ 3(4 7) (5 -5) gd=2gs w6 6) (9
= -28-30- 54
-28 -3 -f
-2 3 +H o
-8 5 e
-2 0
0

1 Observe otros ejemplos de combinacién de operaciones que incluye
expresiones radicales.

(-3)2{-5 088 (22 1) 12 6(J25 a)]g
-4 -5 g8(2) ® 3 1Py
=4 -5 g8 2+1286%); o
=q -5 §82+12180 g
= E{ -5 @8€2+12 BSC}G 2
= s{ -5 @2 +18)}u@
=9{ 5 90154
=d-5 + 1423

901427
-P 843
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-6 +18 3(%/7 14+ 2) 1H+30 9
-6 +18 3 +7) 1560
-6 18- 3 @0- 90+

6 46 10 90

6 60 90

=144

2§21 7015 48 - 12 3( 8 J—1§
=®35+4 325 4 ¢

=8445 4301, o

=84845 4 639,

= 8045 +4 -63 (@

=80 112

= -®6

-28 g 16 2+ 40 V9 § - 4
= -28 4 16]-8 1364 -4

28 4-16 -8 1 -1p

-28 3(-2 43 16)

-28 827

-28 81
53

' Ejercicios

1. Resuelva las siguientes combinaciones de operaciones

a) V16§33 28 7-93 4 P

b) -8 +3( 5 DJ25 5 56 28 )a

c) -488 O-24+ 6-8% 93
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2. Determine el valor de los siguientes radicales:

6
1. V9 2. 481 3. ¥-64 a. (¢-8)
11 10
5. 932 6. 121 7. (¥1) 8. (¥-12)
3. Resuelva las siguientes operaciones combin adas:

=

788 - 2 (3? J?a)s( 50 1)

2. -1f{4(3+19 63 3 10- 52-3
3. -9 -90(\3/ 512 4 2013 + 13 2 -1)(
4. 2203 18 (45 52 100 +H2)

5. -7 49(12 4 15 ﬁ) 22+/-121-3

4. Resuelva las siguientes operaciones

1) 8-8)2= 12) (2+77 =

2) |a+-2° +(a- 3F= 13)  [39(3+-5)]1(8- 3)=

3 (- 2)-3= 14)  |3+-293°)+ (- 2f|=

a) |an(o- 6 +2|- 8= 15)  31|e° - (a6- 8=

5) (15- 315" = 16) (25  5)+629(8- 2°)=

6) (4- 2)°1(6-5)° = 17) - 2(8+2)*- 8+32=

7) (3- 57 7(1+-3)* 1(3- 8)° = 18) 15- {15 - [4- 3 7(0% - 52)) =
8) |(L+4) - (- 47 1(0- o = 19) {e+31la- 29(5- 3 +7[ - 14/
9) [o- #)a@+2)] = 20) (14 7)+29(5- ) =

10) 6 6 9|292°) - (7- 5=

11) 2°-2%-2'-2°=
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desafio matematico,

2 Capitulo I Geometria T

Objetivos
Al finalizar el capitulo el estudiante debera estar en capacidad de:

1. Identificar relaciones entre los conceptos basicos de la geometria (puntos,
rectas, segmentos, rayos, angulos).

2. Determinar caras de figuras tridimens ionales
3. Determinar &ngulos internos de triangulos.

4. Determinar las suma de los dngulos internos de un triangulo y un
cuadrilateros

5. Identificar puntos en el plano cartesiano

Conceptos clave

1.Puntos , rectas 4. Caras 7.Cudrilateros
2. Angulos 5.Plano Cartesiano 8.Planos
3. Colineales 6. Trianglos 9.Areas
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& Introduccion

Al ingresar al Tercer ciclo cada estudiante trae la habilidad

de comparar y operar tanto numeros naturales como
nameros con expan sion decimal hasta la diezmilésima. La
potenciacion se trabaja en 6° Ao pero

con ejemplos muy basicos, principalmente de cuadrados y
cubos perfectos. Con respecto a las fracciones, domina sus
diferentes representaciones y su operatoria. Conoce
algunos con ceptos de la teoria de ndameros, como por
ejemplo numero primo, compuesto, divisores, multiplos, entre otros.

La conceptualizacion de los numeros enteros, racionales, irracionales y reales
junto con su operatoria, son temas fundamentales en este ciclo y en toda la
ensefianza Secundaria.

En este ciclo se aborda el calculo de s umas, restas, multiplicaciones,
divisiones, potenciacion y radicacion para los niumeros enteros

Deseamos que este curso pueda resultarles de gran provecho y sobre todo

de motivacion para avanzar en los cambios que en la ensefianza y
aprendizaje de las mateméticas requieren nuestros nifios y jovenes.

“ N Situacion Problema

Observe la siguiente casa

Determine con sus propias palabras nombres
de

Punto

Recta

Plano
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La Clave
: Las piezas fundamentales para construir la geometria son puntos,
rectas y planos . Irénicamente, las piezas para construccion son
términos indefinidos  para evitar definiciones circulares.
Un ejemplo de definicidn circular y de la frustracion g enerad a al comenzar
sin algunos conceptos basicos, indefinidos, se muestra en la tira comica A.C.

re+bel'de.
RESISTE EN LUGAR DE CEDER
(VER OBEDIENTE)

o*berdien-te
CEDE EN LUGAR DE RESISTIR
(VER REBELDE)

0°bedien-te
CEDE EN LUGAR DE RESISTIR
(VER REBELDE)

TERMINOS PRIMITIVOS

“Término primitivo” es aquel gue no se def
mas simples que se hayan definido antes.

Existen tres conceptos basicos y que son la base para construir las

definiciones de todos los demas conceptos geométricos, que son, PUNTO ,
RECTA y PLANO . Tales conceptos no se pueden definir, pero todos tenemos

una idea de ellos.
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dimensiones; es decir, no tiene altura, ni longitud, ni ancho. Los puntos solo
tienen posicion.

1. PUNTO: Un punto es la figura geométrica mas simple. No posee

EJEMPLOS
1) La marca méas pequefia que pueda dejar la punta de un lapiz.
2) La punta de un alfiler.
3) Un grano de arena.

NOTACION SIMBOLICA

Los puntos sedesignancon | etras mayusculas (A, B, C..

NOTACION GRAFICA
b Q
b P
b S
b R

1. RECTA: Una recta se extiende indefinidamente en dos sentidos contrarios
esta formada por un conjunto infinito de puntos. No tiene limites; es decir,
no tiene principio ni fin. No tienen ni ancho ni espesor.

EJEMPLOS
1) Un hilo tenso que se extiende infinitamente.
2) Las lineas del tren.
3) Las rectas paralelas.

NOTACION SIMBOLIC A Se denota de tres formas:

1) AB 6 BA (con el simbolo “*sobre las letras que representan dos
puntos que pertenecen a la recta).

2) Con |l etras minuscul as del al fabeto

3) Mo a

c

0

NOTACION GRAFICA

1) < >
A B
recta AB
2) > m
recta m
3) < > Al
recta
( )|
L 8 )
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3. PLANO: Un plano se extiende indefinidamente en todos sentidos; esta
formado por un conjunto infinito de puntos y contiene una cantidad infinita

de rectas. Un plano no t iene limites en ningun sentido. Un plano tiene
longitud y ancho pero no espesor.

EJEMPLOS

1) Una pared.
2) Una pizarra.
3) Una pista de aterrizaje.

NOTACION SIMBOLICA
Se denota de dos formas:
1) Con | etras del alfabeto griego (m, p,

2) O al men os tres letras mayusculas del alfabeto castellano. (ABC,
XYZW, ..)

NOTACION GRAFICA

1)
d
Pl ano d
2)
0O B
0A
0 C
Plano ABC
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Ejercicio

1. Escriba en el paréntesis que precede el objeto enunciado en la
columna izquierda , la letra que antecede el término primitivo de la
columna de recha. Cada letra puede ser usada una o varias veces.

La orilla de una regla ()

Una hoja de papel ()

Una semilla de mostaza ()

La punta de un clavo () (a) Punto

La cubierta de un libro () (b) Recta

El doblez de una hoja de ( ) (c) Plano

papel

El borde superior de una ()

pared

La superficie de la pizarra ()

Una cuerda extendida ()

Una marca de la escritura ()

Braille

SUBCONJUNTOS DE LA RECTA: SEMIRRECTA, RAYO Y SEGM

ENTO

DEFINICION NOTACION GRAFICA

1. RAYO: parte de una recta que se
extiende en una sola direccion y que
gueda a algun lado de un punto llamado

origen, sefialado sobre ella. Los rayos se
designan escribiendo primero el origen y A C
después un punto cualquiera marcado
en el rayo, bajo una pequefia flecha.

e ——

AC

v
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2. SEMIRRECTA: parte de una recta que
se extiende en una sola direccion y que
gueda a algun lado de un punto que no

pertenece a la semirre cta, a este punto O >
se le llama frontera u origen. Las
semirrectas se designan escribiendo A B

primero el origen o punto frontera y
después un punto cualquiera marcado
en el rayo bajo una pequeia flecha que
se inicia con un punto abierto.

O—
AB

3. SEGMENTO: parte de una recta que
queda entre dos puntos Illamados

extremos, sefialados sobre ella. Los °
segmentos se designan escribiendo sus M K
extremos (en cualquier orden) bajo una

pequefia raya horizontal. segmento MK 6 KM

MK 6 KM

DEFINICION NOTACION GRAFICA

4. SEGMENTOS CONGRUENTES:
dos o0 mas segmentos son o 1
congruentes si la distancia entre sus A B

extremos es la misma, es decir, si
tienen la misma medida. Para d ¢
denotar que dos segmentos son C D
congruentes se emplea el simbolo @

AB @CD

5. PUNTO MEDIO DE UN
SEGMENTO: C es punto medio de ¢ ®

AB siysolosi AC=BC. A C B
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SEMIPLANO: parte de un plano
gue se obtiene cuando una recta
divide este. Dos semiplanos se
designan con las letras del alfabeto

griego. etc.

RELACIONES ENTRE PUNTOS; RECTAS Y PLANOS

DEFINICION NOTACION GRAFICA
PUNTOS COLINEALES: dos a méas
puntos son colineales si existe una <+ > °
misma recta que los contiene. A B C

Los puntos A, By C son colineales.

PUNTOS NO COLINEALES: tres a

mMas puntos son no son colineales si b M
no existe una misma re cta que los bA
contiene. bP

Los puntos A, MY P no son colineales.

PUNTOS COPLANARES: dos a mas U
puntos son coplanares si existe una b S
misma plano que los contiene. oT

o R

R, Sy T son puntos coplanares, pues
cada uno esta en el plano a
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DEFINICION NOTACION GRAFICA

PUNTOS NO COPLANARES: dos a

mMAas puntos son no son coplanares si b P
no existe un plano que los contiene.

b R
S
b T
0] b Q

P, QO R, S y T son puntos NO
coplanares, pues P y Q no esta
contenido en el plan

RECTAS COPLANARES: dos a mas
rectas son coplanares si estan

contenidas en un mismo plano que «—»
los contiene. m
—>
I
U

Las rectas | y m son coplanares, pues
cada uno esta en el plano a

=

Las rectas | y m NO son coplanares,
pues la recta m no esta contenido en
el plano a

RECTAS NO COPLANARES: dos a
mMAas rect as no son coplanares si no

estan contenidas en un mismo plano M
gue los contiene.

A
v
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POSICIONES DE RECTAS EN UN PLANO

DEFINICION

NOTACION GRAFICA

RECTAS CONCURRENTES: son las

rectas que se intersecan en un unico
punto. Las rect as ~ y 7, se
intersecan en el punto P. Escribimos
NAEN, =P

DEFINICION

NOTACION GRAFICA

RECTAS PERPENDICULARES: son las
rectas que se intersecan formando 4
angulos de igual medida. Los angulos
formados por las rectas
perpendiculares reciben el nombre de
angulos rectos. Cada uno de los
angulos rectos mide 90  ©.

n

v

RECTAS PARALELAS: son las rectas
gue no se intersecan en ningun punto
en comuan, por mas que se prolonguen.

A

v

A

v

——
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1) La interseccion de dos rectas
perpendiculares es un punto.
A m

A

N

v
>

2) La interseccién de dos rectas

paralelas es vacia.

A
v

m

A
v

3) Si una recta esta en un plano,
la interseccidon entre ambos es
la misma recta

4) Si una recta es paralela aun
plano, la interseccion entre
ambas es v acia, pues no tienen
puntos en coman.

&
<«

v

m

a

5) Si una recta no estd en el
plano ni es paralela a él, la
interseccion entre ambos es un
punto. m

T

[/

6) Si dos planos son paralelos, la
interseccion entre ambas es
vacia.
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7) Si dos planos No son paralelos, la interseccion entre ambos es una
recta.
:/ / u / / -
B
A
VA
<I">CV>“I> Ejemplos
1. Considere la figura adjunta.
Represent e simbolicamente: Solucién
a.P, My S.
a. Tres puntos colineales. b.P,Ry S.
b. Tres puntos coplanares. PSR
c. Cuatro puntos no coplanares. c. PS5 RyQ.
d. Un segmento. d. PS.
e. El nombre del plano e a
[ =)
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2. Considere la figura adjunta.
A

A
v

A
’

v

C o
v

Represente simbodlicamente:

a. Unrayo. Solucion
b. Dos rectas concurrentes. a. AB.
c. Dos rectas paralelas. b. ;;9} y E
. Dosr rpendiculares. PP
d. Dos rectas perpendiculares c. ABy CD.
d. ACy CD.
3. Con base en la informacién dada en la figura se puede afirmar que, los

puntos B, D y Fsoncolinealesy B, D y A no son colineales. Ademas los
puntos B, D, C y A soncoplanaresy B, D, C y E no son coplanares.
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Ejercicio
Considere la informacion dada en la figura 10. Con

base en ella escriba, en el espacio indicado, lo g ue se le
solicita en cada caso.

Figura 10

a) 3 puntos colineales corresponden a

b) 3 puntos no  colineales corresponden a

) 4 puntos coplanarios corresponden a

d) 4 puntos no coplanarios cor responden a

e) La interseccion de la recta | y el plano a corresponde a

f) La interseccion de los planos a y bcorresponde a

2. Dibuje cada uno de los siguientes términos de geometria.
A) Una recta XY B) Un segmento PQ C) Unrayo ST
D) Dos rectas perpendiculares.  E) Dos rectas concurrentes.
F) Dos rectas paralelas. G) Unarect am H) Un plano p

[) Un punto K
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3. Escriba en el espacio delineado la nocidon de punto, recta y plano.

1)

2)
3)
4)
5)
6)
7
8)

9)

La parte superior de
mesa.

La pu nta de un lapiz.

Un grano de arroz.

Un estacionamiento.

Un hilo telefénico.

La pared de una habitacion.
Una estrella en el cielo.
Una pizarra.

La punta de un clavo.

10) El doblez de una hoja de papel.
11) Una cu erda extendida.

12) Una marca de escritura braile.

una

13) Los cables del tendido
eléctrico.
14)  Una hoja de papel.
15) Un tablero de ajedrez.
16) La punta de una aguja.
17) La superficie de una ventana.
18) El piso del aula.
19) Lineas imagi narias terrestres.
20) La orilla de una regla.
21) Una semilla de mostaza.
22) Una mancha en la ventana.
23) El borde superior de una pared.
24) Una gota de agua.

4. Escriba el nombre que identifica cada una de las siguientes figuras. Utilice

la simbol ogia apropiada para designarlas.

NOTACION GRAFICA NOMBRE DE LA FIGURA | NOTACION SIMBOLICA
A) < » M
B) = >0
A T
C) & >
R T

——
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5. Escriba en el espacio delineado el concepto de paralelo, perpendicular y

concurrente.

a. Un crucifijo.

b. Las cuerda s de un
guitarra.

c. El signo de la operacion
suma.

d. El signo de igualdad.

e. Elsigno de la letra

f.

“equi s

Unas tijeras abiertas.

——
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6. Complete los espacios en blanco de acuerdo con los datos de la figura

adjunta.
A) Los puntos B, Cy son
colineales
B) Los puntos A, E'y son
colineales.

C) ¢ Qué otro nombre recibe la recta p?

D) ¢ Qué otro nombre recibe la recta r?

7. Complete los espacios en blanco de acuerdo con los datos de la figura
adjunta.

A) Escriba 3 pares de puntos colineales.

B) Escriba 4 puntos coplanares.

A B
C) Los puntos P, Qy no son
colineales. R
R T T T A e >
D) Escriba el nombre de 3 segmentos. 6 a ey

E) Escriba el nombre de 2 rayos.

8. Complete los espacios en blanco de acuerdo con los datos de la figura
adjunta.

A) Escriba 3 pares de puntos colineales.
B) Es criba 3 puntos no colineales. '
C) Escriba el nombre de 3 segmentos.

D) Escriba el nombre de 3 pares de C .
rayos. b m
y / e .

E) ¢ Qué otro nombre recibe la letra m?
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9. Complete los espacios en bl anco de acuerdo
con los datos de la figura adjunta.

:

A) Escriba 3 puntos colineales. A
B) Los puntos C, Ky coplanares. c
C) Los puntos A, Ky coplanares. m ’
D) Escriba el nombre d e 3 segmentos.
E) Escriba el nombre de 6 rayos.
F) ¢ Qué otro nombre recibe la letra m?
10. Escriba tres nombres simbdlicos distintos para la siguiente recta:
G 1)
F
2)
K
3)
I
[ o)
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Tema 2 Visualizacion Espacial

, Situacién Problema
-

. Aristas de la primera cara del cubo de Rubik

1

Lo primero que debemos hacer es elegir

el color por el que empezaremos a resolver el cubo de Rubik. Yo siempre
empiezo por el amarillo y asi saldra en los dibujos de este tutorial, aunque

para gustos los colores (nunca mejor dicho). A partir de ahora utilizaremos
el color amarillo para hablar del color de la primera cara y al blanco para la
cara o puesta (la cara amarilla y la cara blanca son opuestas en la gran
mayoria de los cubos de Rubik).

Este primer paso consiste en armar una cruz amarilla en la primera cara del

cubo de Rubik. Para solucionar este paso, debemos colocar las aristas con

color am arillo una a una en su posicion. Hay que tener en cuenta que éstas
deben estar en un orden determinado para coincidir en colores con los
centros cercanos.

Este es el paso mas complicado de explicar, pero uno de los méas sencillos de
solucionar por uno mis  mo. Te recomiendo que  pruebes a resolver este primer
paso con tu cubo de Rubik antes de mirar las soluciones. Si no lo consigues,
sigue estas instrucciones. Ten en cuenta que tendras que repetir este paso 4
veces, una vez para cada arista.
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1. Sujeta el cubo de Rubik de forma que la cara amarilla sea la cara
superior, y la cara blanca la inferior.

2. Busca en la cara de abajo del cubo una arista que tenga el color
amarillo. Fijate en los dos colores de cada arista. Si no hubiese ninguna,
baja directamente alas eccibn i N dvay ninguna arista amarilla en la cara
inferioro
3.  Si hay alguna arista que tenga el color amarillo, gira la cara inferior
hasta que dicha arista quede ‘debajo’ de

La forma del cubo se veria asi

H G
D/ C
l
E
e F
A B

Conteste las siguientes preguntas :

a. ¢ Qué aristas comparten el punto (vértice) C?
b. ¢ Qué pares de planos son paralelos?

c. ¢ Qué pares de planos son perpendiculares?
d. Sefale un par de rectas paralelas.

e. Sefale un par de rectas perpendiculares.
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W

</

espacio y en consecuencia tiene un volumen.
Los cuerpos geométricos pueden ser:

Poliedros

La clave

: Son solidos geométricos de muchas car

siguientes elementos

Caras :

Aristas

Vértices

cam |

3 t_ﬁangubs i
squilitsrcs
iguales

& cuadrados
iguales

Un Sélido o Cuerpo Geom

étrico es una figura geométrica de
tres dimensiones (largo, ancho y alto), que ocupa un lugar en el

Poliedros y Cuerpos Redondo

& tidnguios
squilitsroe
iguaies

| 42 pertigoros

as, que contienen los

reguiares
lquaicy

-

'ﬁl_t—héngulci
squilitsros
lguales

tetraedro
regular

hexaedro

icosaedro.
reguiar | [5]

| regular (cubo)

Son las superficies planas que forman el
interceptan entre si.

poliedro, las cuales se

: Son los segmentos formados por la interseccion de dos (2) caras

: Son los puntos donde se int

..........

——
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vAg¢

<

A7

=Ejemplos

MNOE ro
de caras

MOmero
de veértices

MOmero
de aristas

12

12

Ejercicios
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2. Determine el vértice , nUmeros de caras ,y aristas en los siguientes

dibujos

Pirdamidg,cuadrangular

Cubo Piramide Prizma
hexagonal triangular
Ne de caras: Ne de caras: N° de
N° de caras: caras:
N° de N° de
o] Arti . . L, .
N°de vertice: vértice: vértice: N° de
\© de aristas: vertice:
e aristas: N° de NC de
aris tas: aristas: N° de
aristas:
“ -‘ a Tetraedro Prisma cuadrangular
Octaedro Prisma hexagonal
. . N° de caras: N° de caras:
N° de caras: N° de caras:
“Z cée \er_tlfe: d N° de N° de
e arisias. e Artinar L, .
_ o vertice: vértice:
vértice:
o)
] N . de N° de
N° de aristas: : )
. aristas:
aristas:
[ )
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Te ma 3 Angulos

, Situacién Problema

el | La Torre de Pisa o Torre inclinada de Pisa (en italiano : torre
1 pendente di Pisa ) es el campanario de

la catedral de Pisa , situada enla Plaza
del Duomo de Pisa _, enla ciudad del mismo
nombre , municipio de laregion italiana de
la Toscana y capi tal de la provincia homoénima

La torre comenz6 a inclinarse tan pronto como se

inicié su construccidn en agosto de 1173 . Su altura
esde 55,7a558 metros desde la base, su peso se
estimaen 14 700 toneladas Yy lainclinacion deuno s
4°, extendiéndose 3,9 m de la vertical. Tiene ocho
niveles: una base de  arcos ciegos con 15

columnas, seis niveles adornados con arcadas

abiertas de medio punto, y un campanario enla
cima. La escalera interna en espiral tiene 294

escalones. Esta considerada, junto a la catedral de

la que forma parte, una de las joyas del arte romanico
El gobiern o de Italia solicitd ayuda el 27 de febrero de 1964 para evitar su
derrumbe, y el 7 de enero de 1990 fue cerrada al publico como m edida de

seguridad. En mayo de 2008, después de la eliminacion de 70 toneladas

métricas (70 000 kg) de tierra, los ingenieros de la torre anunciaron que se

habia estabilizado de tal forma que habia dejado de moverse por primera vez

en su historia. Se indic 6 que iba a ser estable durante al menos 200 afios. Se
volvié a permitir la entrada al pablico el 16 de junio de 2011 , después de la
finalizacion de 20 afios de trabajo

Responda
a. Cual es el Angulo de inclinacion
b. Cuantos grados le hacen falta para que la torre quede recto
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;}" La Clave
| ) ANGULOS
B AnGulos

Es la union de dos rayos, el punto de union de ambos recibe el nombre de
vértice y los rayos lados del angulo. Hay tres formas para darle nombre a
éste co ncepto:

NOMBRE SIMBOLOGIA

Por medio del vértice AR

Por medio de los lados vy el £ARM, el vértice va en el medio
vértice

_ #a,41,<4p, se usa una letra griega, un
Por medio de la abertura i o
namero o una letra mindscula.

En | ABC, losrayos BA y BC son llamados ladosy  Bes el vértice. El angulo
queda determinado por los rayos que lo forman; es decir | ABC = CBA
Ademéssi Di BAYy Fi BC,entonces | ABC = DBF =ABF BBL. En la figura
1 se ilustra esta situacion.

En resumen Se denomina angulo a la figura formada por dos rayos con
origen comun denominado vértice.  Un angulo determina una superficie
abierta (subconjunto abierto de puntos del plano), al estar definido por dos

rayos, la medida de angulos es la medida de la abertura de estas
semirrectas, que se denomina medida del angulo . Para medir un angulo se
utiliza el instrumento geométri co llamado TRANSPORTADOR . Un angulo se
denota con el simbolo X El de la figura adjunta se puede denominar de 3
formas diferentes.
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1) «xABC 2) <« d 3) «B

C

La medida de a ngulos es una correspondencia que se establece entre el
conjunto de todos los &ngulos y el de todos los numeros positivos, de tal
manera que a cada angulo se le pueda asociar un Unico nimero que se
encuentra entre 0 y 180. A este numero se le llaman la med ida del angulo.
Simbdlicamente se escribe  m(I ABC).

Para medir angulos se utiliza un instrumento llamado transportador, marcado
en grados, como se muestra en la figura

: ‘:
f Q¢ A D
[ i £ 3‘
Eo. . Y S
A P -
Para medir un angulo, se siguen 3 pasos. Utilice como guia el transportador

de la figura

1. Se escoge una de las escalas de un transportador.

2. Se coloca el transportador de manera que el punto P coincida con el
vértice del angulo y el punto 0 de la escala escogida quede sobre uno de
los lados del angulo.

3. Seleelaesc alaen el punto donde el otro lado del angulo cruza la escala.
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)
<

£

c) Elangulo mide 90 .

2. Con base en la figura adjunta, represente el angulo de varias maneras.

E

Solucién

AA = ABAC = A(CAB.
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CLASIFICACION DE ANGULOS

NOMBRE

DE ACUERDO A SU MEDIDA

CARACTERISTICA

NULO

Mide 0°(m i b = 0°).

AGUDO

Mide entre 0° y 90° ( 0° < B < 9(1

RECTO

Mide 90° (m |

b = 90°).

OBTUSO Mi de

entre 90° vy 180°

LLANO

Mide 180°(m |

b = 180°).

CONCAVO Mi de

e

ntre 180° y 360°

CONVEXO

ANGULO AGUDOQO:

Mide 360°(m

i b =360°).

Es el angulo f ormado por la unién de dos lineas rectas en

una abertura mayor de 0° y menor de 90°.

EJEMPLOS DE ANGULOS AGUDOS

1) 40°
2) 620

3) 540

0°< «MNO <o

——
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ANGULO RECTO: Es el angul o formado por la unién de dos lineas rectas en
una abertura es igual a 90° Los dos lados de un &angulo recto son
perpendiculares entre si.

A

-
Q R

<PQR=90

v

ANGULO OBTUSO: _ Es el angulo formado por la unién de dos lineas rectas

en una abertura mayor de 90° y menor de 180°.
vAg )
<1/> 4l> EJEMPLOS DE ANGULOS OBTUSOS
Vv

1) 97° 2)101 °  3)123 °

v

v

T U
90° < < STU < 180°
;FAif' |
A jemplos
1. Clasifique los siguientes angulos de acuerdo con su medida
a. 0 Solucién
b. 35 a. Nulo.
b. Agudo.
c. 90 c. Recto.
d. 140 d. Obtuso.
e. 180° e. Llano.
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CLASIFICACION DE ANGUL OS POS SU POSICION

De acuerdo con su posicion, los angulos se clasifican en:

Angulos consecutivos

Dos angulos consecutivos son aquellos que tienen un rayo en comun que los

separa. En la figura adjunta 4DAC y ACAB SOn consecutivo  s.
D
c
A B

Angulos adyacentes

Los angulos adyacentes son dos angulos consecutivos cuyas medidas suman
180°. Dos angulos adyacentes forman un par lineal. En la figura adjunta ADAC
y £CAE son adyacentes.

A

v

= ®
L
@
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Angulos opuestos por el vértice

Dos angulos son opuestos por el vértice si sus lados forman dos pares de
lados opuestos. Los angulos opuestos por el vértice son congruentes. En la
figura adjunta  #DAC y £EAB, #CAB y 4£DAE son opuestos por el vértice y por lo

tanto son congruentes.

Angulos complementarios

Dos &angulos son complementarios si la suma de sus medidas es
mide un angulo, la medida del complemento es 90° — x.

Angulos suplementarios

Dos angulos son suplementarios si la suma de sus medidas es
un angulo, la medida del complemento es 180° — x.

A
\vX_X4
| > 1
O Ejemplos

1. Determine el complemento de:
a. 0

b. 50°

Solucion
a. 90,

ap’. Si x

180°. Si x* mide
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b. 40",

2. Determine el suplemento de:
a. 10

b. 70°
Solucién

a. 170°,

b. 1107,

3. Considere la figura adjunta.

AN R

Determine la medida de A,

Solucién
m#a =150,

4. Considere la fig ura adjunta.

f

402
<)

v

Determine la medida de Ao,

Solucién
maa = 50°.

——
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5. Considere la figura adjunta.

Y

Determine la medida de £1, 42, y &3,

Solucién
mal= 60, ma2 =120, ma3 =60

6. Considere la figura adjunta.

41 2&
G

v

Determine la medida de 21,42, y #£3.

Solucién
ma1l= 160", ma2 = 160", ma3 = 20"
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r‘T‘{ Ejercicios

1) ¢Como se llama el instrumento geométrico que mide los &ngulos?

2) ¢Como se llama el angulo que mide 90 0?

3) ¢Como se llama el angulo que mide mas de 90

4) ¢Como se llama el angulo que mide mas de O

Oy menos de 180 ©?

Oy menos de 90 °?

5) Clasifique los siguientes angulos en agudos, rectos y obtusos

ANGULO CLASIFICA ANGULO CLASIFICA | ANGULO CLASIFICA

1)145° 6) 73 ° 11)78 °

2)62° 7)41° 12) 114 ©

3)21 0 8) 63 ° 13)55 ©°

4)89 ° 9)92° 14) 28 ©°

5) 100 © 10) 24 © 15) 172 ©

6) Determine el suplemento de los siguientes angulos.

ANGULO | SUPLEMENTO | ANGULO | SUPLEMENTO | ANGULO | SUPLEMENTO
1)152 ° 6) 83 ° 11)24 °

2) 84 ° 7)47 ° 12) 14 ©

3)36 0 8) 65 ° 13) 63 °

4)27° 9)92° 14) 77 ©
5) 110 ° 10) 96 ° 15)12 °

7) Determine el complemento de los siguientes angulos

ANGULO | COMPLEMENTO | ANGULO | COMPLEMENTO | ANGULO | COMPLEMENTO
1)12 ° 6) 83 ° 11) 24 ©

2)84 0 7) 47 ° 12) 14 ©

3)36° 8) 65 ° 13) 63 °

4)27° 9)85° 14) 77 °

5) 25 © 10) 66 ° 15) 6 °

( )|
l 112 J




y

COLEGONACONALDEDUCEION ADISANCA

. , . 2 . )
8) Si un angulo mide los 3 de un angulo recto, entonces ¢ Cual es la

medida de su &ngulo complementario ? ¢cual es la medida angulo
suplementario?

9) Si un angulo mide 54 ©, entonces ¢Cual es la medida de su angulo
complementario? ¢ cual es la medida angulo suplementario?

10) Si un éangulo mide 123 9, entonces ¢(A que clase de angulo
corresponde segun la clasificaci  6n de angulos por su medida? ¢cuél
es la medida &ngulo suplementario?

11) Si un angulo mide 54 9, entonces (A qué clase de éangulo
corresponde segun la clasificacion de angulos por su medida? ¢ cual
es la medida angulo complementario?

12) Silas medidas de dos an  gulos consecutivos estan en razén 2 es a
3 y el menor de ellos mide 44 0, entonces ¢Cuanto mide el otro
angulo?

13) Silas medidas de dos angulos consecutivos estan en razon 3 es a
4 y el mayor de ellos mide 76 0, entonces ¢Cuanto mide el otro
angulo?

14) Silas m edidas de dos angulos consecutivos estan en razon 6 es a
5 y el menor de ellos mide 85 0, entonces ¢Cuanto mide el otro
angulo?

15) Silas medidas de dos angulos consecutivos estdn en razon 7 es a
2 y el mayor de ellos mide 112 0, entonces ¢Cuanto mide el otro
angulo
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16)

Si en la siguiente figura la recta FC es perpendicular a la recta AH,

entonces determine el nombre correspondiente a cada angulo que se

solicita, segun la clasificacion de angulos por su medida?

a) < FAB = b) <FAH =
c) <FAC= d) <FAD =
e) <EAF = f) <HAD =

17)  Si en la siguiente figura m es perpendicular any |
la recta AB, entonces determine

\Cﬂ-
—h

9]

L J

a) 6 pares de angulos consecutivos.
b) 6 pares de angulos no consecutivos.
c) Un par de angulos opuestos por el vértice.

114
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18) Considere la siguiente figura y determin

a) 3 pares de angulos consecutivos.
b) 4 pares de angulos no consecutivos.

c) Un par de angulos opuestos por el vértice.

19 Complete el cuadro adjunto

ANGULO 44° 37°

60

COMPLEMENTO 12° 85° 18°

45°

11°

90°

SUPLEMENTO 1100 100°

155°
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20 Determine lo que se le solicita

1} Detemmine le valorde |as letras x, v © Zen cada caso

" el
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Angulos determinados por dos rectas coplanares cortadas por una

transversal

Son aquellos dngulos que se forman al trazar una recta transversal que

interseca a las dos rectas pa  ralelas.

a b
e £ / >
¥/8
« n A
< > C
£ ¢ b ! .
< 7o >
all b, ctransversal
NUMERO NOMBRE PROPIEDAD
ly2;3y4 Alternos Externos Sc_Jn congruentes (miden lo
mismo)
5y6;7y8 Alternos Internos Son congrueptes (miden lo
mismo)
6y7;, 5y8 Conjugados Internos Suman 180°
ly4; 2y3 Conjugados Externos Suman 18 0°
ly6; 3 y8;2y Correspondientes Son congruentes (miden lo
5,4y7 mismo)
ly5; 3 yr,2y Opuestos por el vértice Son congruentes (miden lo
6,8y8 mismo)
1y3;3y5;5y
7,1y7 : o
6y8:2y8: 2y Suplementarios Suman 180
4,4y 6

117

——
| S—



{

(OLEGO NACONALDEDUCHCON ADISANGA

Cuando las rectas cortadas por una secante son paralelas entonces los
angulos correspondientes, alternos internos, alternos externos son
congruentes y los angulos conjugados externos e internos y adyacentes son
suplementarios.

En la figura adjunta, si LI m

a. mal=m44=m45=m48.

b. m£2=m43 =m#£6 = m47.

C. m&3+ m#b =mz4+m46=ma1+mzg7
=m42+m46= 180,

s

PR £\ WA .
S

X3

Q?’)‘% n
A
Y
<19Q'>Ejemplos

V1. Considere la figura adjunta.

A

_ £18140%\ R
&Y

\>< -

Determine cada uno de los angulos del 41 hasta #7.

Solucién ) ]
mal=mA3=ma4=ma7= 40, mz2=m45=m46 = 140,
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2.

Considere la figura adjunta.

) VY
o

‘mfwy

v

v

Determine cada uno de los angulos del

Solucién ) )
ma2=m43=m&Az6=ma7= 150, mazl=m44=m#A8= 30

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7

Ejercicio s

Un par de angulos conjugados internos:

y

Un par de angulos alternos externos:

y

Dos pares de angulos correspondientes:

a) y
b) y

Un par de 4ngulos conjugados internos:

#Z1 hasta 7.

a. De acuerdo con la siguiente figura complete las oraciones.

Un par de angulos alternos internos:

Un par lineal: y

Un par de angulos opuestos por el vértice:
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b. Utilice los conceptos de par lineal, angulos opuestos por el vértice,
angulos alternos internos, angulos alternos externos y angulos
correspondientes, para hallar la medida de los 4n gulos indicados con
letras griegas en las siguientes figuras.

AN

a) 300 m
mlln
p g
\ n
b)
138°
m
milln
n
m
c)
129°
m
m Il n
d
b n
[ 120 )
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d) En la siguiente figura se sabe que la m £ a =123° Halle la medida de
los otros angulos

d/ g
q/p
m/ ]
Ejercicios

1. En cada figura clasifique los angulos que se indican de acuerdo
con la posicion que tengan:

a) b) b c)
a /
m
q P
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=l =gy,
/

2. En cada una de las figuras siguientes hay dos rectas paralelas que
estan intersecadas por otra. Entonces halle la medida de los angulos
indicado s con letra griega, de acuerdo con los datos de cada figura.

c)
1140 / |
d
y

a)/ b) /

e T
.

d)
79

m
a\ 1320
i

440 b p

9)

148°

h)
\
26° 64°
d \ \
m
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)] a m b

j a \_116°
3. Hallar el valor solicitado en cada ejercicio.
A
S A EJERCICIO # 1
3 . 500 rEmI ADE = m | AGK =
ml GKJ= m | DKT =
p H > ) .

C ¢ 7m | BDP= m | GDK=

H m | DKT = m | PDA=
v

C
X D EJERCICIO # 2
m i CEX= m i DBE =
A E m i

AEX = m 1 ABF=
R
m 1| CEB= m | XER =
. m | AEB= m | DBF =
[ 1 )
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Tema 4 Tridngulos

, Situacién Problema

| — En la casa de Cristian luego de una remodelacion sobraron
cuatro pedazos de cerca de 3,8 m; 43 m; 7,3 my 8,1 m.

Cristian desea utilizar ese ma  terial que sobr6 para hacer una cerca triangular

para su perro Co litas, pero no sabe cuales tres pedazos escoger para formar

un triangulo. Intente ayudarle a Cristian.

Se pide realizar dibujosto  mando como escala al centimetro como metro.

a. ¢Cudles escogencias sirven y cuales no?
b. ¢Por qué algunas sirven y otras no?

De las opciones de escogencia que sirven, se solicita m edir los
angulos internos y sumarlos.

¢,Cual ha sido la suma aproxi mada de los angulos internos de los triangulos?

¢Seran tripletas de niameros para determinar si corresponden a los lados de
un triangulo  ?.

Respuestas
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-

o La Cl ave

El teorema de la Desigualdad triangular : Lasuma de las
medidas de los lados de un triangulo es mayor que la medida del tercer lado.

Formalmente, Sean a, b, ¢ las medidas de los lados del triangulo. Entonces

at+b>c, b+c>=a at+c=bhb.

A
o
£ Ejemplos

1. Determine si las siguient  es medidas forman un triangulo: 34,5,

Solucién
3+4=7>5, 3+5=8>4y 4+5=9>=3. Luego las medidas citadas con

anterioridad forman un triangulo.

2. Determine si las siguientes medidas forman un triangulo: 1,3,5.

Solucién
3+1=4<5 Luego, como no se cumple el teorema de la desigualdad

triangular entonces las medidas citadas con anterioridad no forman un
triangulo.

Ejercicios

Considerando la desigualdad triangular, determine si las
siguientes longitudes de segmentos c orresponden a las
medidas de un triangulo.

a)l0cm,8cmy4cm e)2cm,8cmy2cm )6 cm, 1 cm y 5,50

cm
b)S5cm,4cmy2cm f)écm,14cmy 8cm

p9cm,13cmy 16 cm
c) 2,50cm,2cmyl1cm g)14 cm, 27 cmy 14 cm

k)y3cm,7cmy4cm
d)10cm, 10 cmy 30 cm h)5cm,5cmy9cm

4,50 cm, 6,50 cm y
8cm
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TRIANGULOS

CLASIFICACION DE TRIANGULOS

NOMBRE CARACTERISTICA

EQUILATERO O Tiene sus lados congruentes (de igual
EQUIANGULO medida).

Tiene sus angulos internos congruentes (de
igual me dida, 60° cada uno).

ISOSCELES Tiene dos lados congruentes (de igual
medida).

Tiene los angulos internos opuestos a los
lados congruentes de igual medida.

ESCALENO Tiene sus lados y angulos de diferente
medida.
RECTANGULO Tiene un angulo interno de 90°.
ACUTANGULO Tienes sus angulos internos agudos (entre 0°
y 90°).
OBTUSANGULO Tiene un angulo interno obtuso (entre 90° y
180°).
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Ejercicios

()

equilatero.

Todo tridngul o isGsceles es

( ) Todo triangulo equilatero es
is0sceles.

( ) Todo tridngulo acutangulo es
equilatero.

( ) Todo triangulo obtusangulo es
escaleno.

( ) Todo tridngulo isésceles es
rectangulo.

( ) Todo triangulo equilatero es
obtusangulo.

( ) Todo triangulo isésceles es
obtuséangulo.

Coloque dentro del paréntesis una V o una F si la
proposicion es verdadera o falsa.

( ) Todo tridngulo isésceles es
escaleno.

( ) Todo triangulo equilatero es
acutangulo.

( ) Todo tridngulo escaleno es
recta ngulo.

( ) Todo triangulo equilatero es
rectangulo.

( ) Todo triAngulo escaleno es
acutangulo.

( ) Todo tridngulo equilatero es
escaleno.

( ) Todo triangulo escaleno es
obtuséangulo.

2) Clasifique de acuerdo con la medida de los lados si los siguientes
triangulos son equilateros, isGsceles o escaleno.

a) 7cm,6cm y5cm
d5cm,4cm y3cm
g)4cm,6cmy8cm
)3cm,4cmy5cm
m)6cm,6cmy6 cm

p)5cm,6cm y5cm

s)y2cm,2cm y2cm

——

b)8cm, 8
e)7cm,6cm y6cCcm
h)8cm,6cmy8cm

k) 9 cm, 9 cm
n) 6. cm, 9 cm
glcm,3 cmy3cm

t)9cm,1 2cmy15cm

cmy8cm c)dcm,4cmy2cm
f)2cm,3cmy2cm
i)7cm,8cmy8cm
yo9cm N1lcm,1cmylcm
y5cm o0)6cm,4cmy4cm
rN7cm,8cmy10cm

uye6cm,4cmy4cm
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3) Clasifique d e acuerdo con la medida de los angulos si los siguientes
triangulos son acutangulo, rectangulo, obtusangulo o equiangulo.

a) 259,900y 65° b) 80 ©,40° y 60 ° )90 ©, 450 y 450
d)100 °,50°y30° €)679,90°y23° f)20°,80°y800°
9)37°63°y80°  h)44 09 290y107° ) 60 ©,30 0 y 90 ©
)32°,79°y69° k)90 70°y20° )65 0,240 y910
m)81 °43°y56° n)13° 530y115°0 0)16 9,16 ° y 148 O
p)350,110°y359 )90 °, 780y 120 r) 60 ©, 60 © y 60°

Teoremas relacionados con triangulos

1. La suma de las medidas de los
angulos internos de un tridngulo es
180"

En lafigura adjunta m#Aa +m&Af +m485 = 180",
c
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2. La suma de las medidas de los
angulos externos de un triangulo
es 360

En lafigura adjunta m&a + mApL + m48 = 360

v

'::'."

3. Teorema del angulo externo:

La medida de todo angulo externo
de un triangulo es igual a la suma
de las medidas d e los &angulos
internos no adyacentes a él.

Considere la figura adjunta.
E

E

El teorema del angulo externo dice que maia+maf =m4d.
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A
X4
<'ACv>4'>Ejemplos
1. Determine el valor de x.
E
x
—
A } C
Solucién

Puesto que el triangulo es e quilatero, entonces  x = 60°.

2. Determine elvalorde xvy v.

E

Solucién
v =40° x =180°—40°—40° =100~

3. Determine el valor de xy v

Solucién

180°—50"

X=y=—]1— = 65°.
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4. Determine el valor de X,

Solucion
x =180°—100°— 30°= 50"

5. Determine el valor de x.

Solucién
40°+x =120°
x =120°—40°
x = 80°.

6. Determine el valor de x.

E
B
100°
4 1603 e
: D
F c
Solucién

x = 360°—100°—160° = 100°.

131

——
| S—



{

(OLEGO NACONALDEDUCHCON ADISANGA

Ejercicios
A.Cal cule | a medida del angul o
los datos que se muestran.
1) 2) 3)
= \5 440 =
25°
—
X
X
4) 5) 6)
52° 69° X \ /7 20 4& X
7) 8) 9)
A X
340 N , « ﬁ X 520 09°
10) 11) 12)
e AN 110% x «—X
13) 14) 15)
X 101° 940
«113° «X 1199
CaN 1237\ X\
( )|
l 132 J

X
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B.Cal cul e | a medi da del angul o X
considerando los datos que se muestran.
1) 2) 3)
74° y y
X y 88° | X X |  50°
I I
4) 5) 6)
63° 63°
— X 122%x y 122%x y
7) 8) 9)
y X 47°
143%'x 75° 1179 63° y X'y 56°
10) 11) 12)
359 y 64°
y /820 X X / 66° 440 X y \132°
13) 14) 15)
y 590
55° y\115° X ! 589\ 122° 77° yNX
16) 17) 18)
43° y X
73°
X 79°\v > 83° 7I0Nx y 54°
[ 13 )
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19)
X
85°
70 y

21)
1279
X
y 59°

20)
X
y
6 68° 54°
22) 23) 24)
126°
162 147° X
y 43°
84° X y X y 749
A.Cal cul e | a medi da del angul o “x
considerando los datos que se mues tran.
1) 2) 3)
131° 110° y
X X
70°
86° y y X 480 56°
4) 5) 6)
X X
81° 520 43°
y 69° 89° y
] XAY
B.Cal cul e | a medi da del angul el “x@nguld

sefialado, considerando los datos que se muestran.

1)

97°
V4
<1147 x y

1490\

2)
/<
<99

z
X 69°
™\

3)

136°
z
« X/ 63° y

980\
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C.

4) 5) /

z 92°
60° z
«87Yx y <« X/ 56° 78°
1530\
7) 8) /
Y4 V4
620 70°
<1247 x 56 «Xx/50° 60° X |

N N\

A
7

Dados dos &ngulos internos de un triangulo, calcular el tercer angulo
interno.

1)56 ©y72° 2)40°y65° 3)470y690 4)810y770 5)250y350
6)430y47° 7)88°y33° 8)66°y71° 9)54°y36° 10)50 °y90°

Dados dos éangulos externos de un triangulo, calcular el tercer angulo
externo.

1)84 0y99° 2)590y135° 3)96°y 1010 4)124 Oy 670 5)84 0y 850

6)121 ©y 890 7)78 0y 1290 8)115 °y104° 9)112 ©y94° 10)131 Oy
800

Dados dos angulos internos de un triangulo, calcular la medida del angulo
externo.

1) 69 0 y 84 © 2) 39 0 y 580 3) 103 0 y 470 4)58 0y 750
5) 68 0y 47 ©
6) 57 ° y 650 7)84 0y 390 8) 12 ° y 116 © 9) 570 y 850

10)20 0y 91 ©
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F. Dos angulos internos de un triangulo miden 48 0y 790, ¢Cuéanto mide el
tercer angulo interno?

G. Dos angulos externos de un triangulo miden 124 0y 120 °. ¢Cuénto
mide el tercer angulo externo?

H. En un triangulo uno de los angulos externos mide 80 ©° y uno de los
angulos internos mide 35 ©°. ;Cuanto mide los otros dos angulos
internos?

I. Dos angulos internos de un triangulo miden 61 0y 890, ¢;Cuanto mide el

tercer angulo interno?

J. Indigue para cada proposicion si es falsa (F) o verdadera V)
1) Un triangulo rectangulo puede tener un angulo obtuso.
2) En todo triangulo, el angulo externo y el angulo interno

adyacente son suplementarios.

3) enel DABC,sim<A=m<B=60 0 entonces m< C =
60°.

4) enel DABCrectoenC,sim<A=60 0, entonces m< B =
60°.

5) Si en un tridngulo isdsceles la medida del angulo del

vértice es 60 ©, entonces el triangulo es equilatero

K.Cal cule | os angul os enrasada una

geométricas .

1)
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¢,Determine las partes de  la cocina que figuras se forma de cuatro lados?
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W La Clave

o

Si 4,B,C,D son tres puntos no colineales tres a tres, el cuadrilatero que

Cuadrilateros

pasa por los vértices  4,B,C,D es la unién de los segmentos ~ AB,BC,CD y AD y
se representa simbdlicamente por [ ]JABCD.

Los puntos A4,B,C,D se llaman vértices vy los segmentos AB, BC,CD y AD se

llaman lados del cuadrilatero.

Considere el cuadrilatero [ ] AECD, como lo muestra la figura adjunta

Luego:

ABy CD,BCy AD se llaman lados opuestos

ABy BC,BCy CD, CDy AD, ADy AB se llaman lados consecutivos
BD y AC se llaman diagonales

ZAy 4C, 4By 4D se llaman angulos opuestos

XAy 4B, 4By 4C, 4Cy 4D, 4Dy 44 se llaman angulos consecutivos

oo oo

138

——
| S—



COLEGONACONALDEDUCEION ADISANCA

Propiedades importantes de los cuadrilateros

1. La suma de las medidas de los
angulos internos de un cuadrilatero
es 360

En lafigura adjunta mAa +m&AL + m&A6 +ma6 = 360,

Ag
>

>
<}>V4 Ejemplo

Determine la medida de x.

BA:

100

a0 (;

Solucién
x =360°—100°—120°"— 60°= 80°.
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2. La suma de las medidas de los
angulos externos de un
cuadrilatero es 360"

En lafigura adjunta m&a +mALR +m46 +m#6 = 360,

A
A\ X4
<lOl>Ejemplo
PVQ
Determine la medida de X,

Solucién
x =360°—60°—-50°—120°=130°
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Ejercicios

1) Hallar la medida de los &ngulos indicados.

a) b) 790 c) |y
103°
X []

2) En cada cuadriladtero se ha trazado una diagonal. Encuentre la medida
de los angulos indicados en las figuras correspondientes.

a) 5 b)
b u = _
/ m<hb=
U
Cuadrado
Rombo m<’ =
c) d)
Yy y
990 X
z 820
Romboide
m
m<x= m<y= Rectangulo
m<z= m<x= m<y=
m<n= m<m=
e) f)
00
710
880
520 XN\ Z
Trapecio Paralelogramo
m<x= m<y= m<x= m<y=
m<z= m<z=

——
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Areas

Definicion de area

Es la medida de laregion o superficie

de una figura geométrica plana

Area de un tridngulo

a-bh

Ejemplo

Hallar el area del siguiente tridngulo

11 em TH5cm

7em

11 em

Area de un cuadrado

A=1I*

encerrada por

142
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A

A X4
| >
PVQ
Ejemplo
Calcular el area de un cuadrado de 5 c¢c m de lado.
5cm
A=52=25cm ?
Area de un rectangulo
h
b A=b-h
A
So
A2 Ejemplo

Calcular el area de un rectangulo de 10 cm de base

y 6 cm de altura.

6 cm

10 cm

A=10-6=60cm 2
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Area de un rombo

A
vcd
<] B> .
£ Ejemplo

Calcular el area de un romb o cuyas diagonales miden 30y 16
cm,ysu lado mide 17 cm

17 em

= 30-16 =240 cm?

Area del romboide

P
pVQ‘>EjempIo

Calcular el area de un romboide de 4 y 4.5 cm

de lados y 4 cm de altura
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4cm
45¢ecm
4cm A=4-4 = 16 cm?2
Area del trapecio
b
p h
_(B+b)h
B 2
<?A4|> Ciomol
y Py jemplo
Calcular el area del siguiente trapecio
4 em
5cm
4 cm
10+4)-4
10 cm 2
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‘ EJERCICIOS

Cuadrados

1) Halla el perimetro y el &rea de un cuadrado de 3 m de lado. 2) Halla el
perimetro y el area de un cuadrado de 11,3 m de lado. 3) Averigua el area

de un cuadrado cuyo perimetro mide 29,2 cm. 4) Halla el lado de un
cuadrado cuya superficie mide 6,25 centimetros cuadrados. 5) Halla el
perimetro de un cuadrado cuya superficie mide 10,24 centimetros cuadrados.

6) Halla el lado de un cuadrado cuyo perimetro mide 34 m. 7) La diagonal de

un cuadrado mide 9 metros. Calcula su area.

Rectangulos

1) . Halla el perimetro y el &rea de un rectangulo cuyos lados miden 4,5 m
y 7,9 m respectivamente 2) Halla el perimetro y el area de un
rectdngulo cuyos lados miden 6,3 dm y 48 cm respectivamente. 3) El
perimetro de un rectangulo es 20,4 dm. Si uno de sus lados mide 6,3
dm, halla el area. 4) El area de un rectangulo es 6384 decimetros
cuadrados. Si la base mide 93 cm, ¢cuanto mide la altura? y ¢cual es
su perimetro?. 5) El perimetro de un rectangulo es 8 25 cm. Si la base
mide 125 cm, ¢, cuanto mide la altura? 6) La diagonal de un rectangulo
mide 10 my la base 8 m. a. Calcula la altura del rectangulo. b. Calcula
su superficie, expresando el resultado en metros cuadrados y en
decimetros cuadrados.

Rombo

1) Calcular el areay el perimetro de un rombo cuyas diagonales miden 30 y
16 cm, y su lado mide 17 cm

2) Calcula el perimetro y el area de un rombo cuyas diagonales miden 8 cmy
6 cm respectivamente. 3) Calcula el lado de un rombo cuyo perimetro mide
40 cm . 4) Calcula el perimetro y el &rea de un rombo cuyo lado mide 10 cm
y la diagonal mayor 16 cm.
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Triangulos
Calcula el perimetro y area de los siguientes triangulos

o

i
N -
1

(n (2)
10 8
/\
12,4
—s = 3
(3) (4)

Trapecios

1) Calcula el area y el perimetro del siguiente trapecio

4 cm

2.) El perimetro de un trapecio isosceles es 110 m, las bases miden 40 y 30
respectivamente. Calcula los lados no paralelos y el area.

40 cm

3) Halla el areay el perimetro de un trapecio de base mayor 5cm, base
menor 1,5 cm y altura 2 cm.

4) Halla el areay el p  erimetro de un trapecio de base mayor 4 cm, base
menor 2,4 cmy lado 2 cm.
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,, Situacion Problema

I ‘ La siguiente imagen representa el bosquejo de la pantalla de un
juego de video en donde la ranita PEPE debe encontrar a la ranita
LULU, sin que sean comi dos por el cocodrilo y la serpiente.

L L L L L T T T R

| iy (i T r

e .
Reo | L

RN NN ... — :
| e i : | " i
w0 =8
| PEPE ! : : ! :

Tanto las ranitas, como la mosca, la culebra y el cocodrilo se pueden
mover un cuadro hacia cualquier direcciébn (horizontal, vertical y
diagonalmente). Para esto el programador del juego debe tener claro la
posicion de cada elemento. De acuerdo con el croquis anterior, ¢(Cémo se
podria indicar, de forma sistematica e independiente de cualquier otro
objeto, la ubicacion actual de

e PEPE? « LULU? < | a mosca? + |l a serpiente?

-Anélisis de la Actividad

Esta actividad permite desarrollar intuitivamente, en el estudiante,
variadas formas de representacion para la ubicacion de un objeto en un
contexto plano, que en este caso es el croquis del videojuego. También, al
ser una situacion con pocas restricciones, promueve en los estudiantes la
creatividad al generar sus propios sistemas de ubicacion, utilizando simbolos
conocidos o ideados por ellos mismos; esto promueve procesos de
representacion y comunicacion. Ademas, esta actividad crea reflexi on en el
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estudiante acerca de la necesidad de buscar una forma sistematica para
ubicar objetos en un plano. Una idea para sistematizar la ubicacion en el
croquis es visualizarlo como una matriz y utilizar simbolos conocidos como
los numerales indo —arabigos Y las letras del abecedario para numerar filas y
columnas, respectivamente. En la siguiente imagen se presenta un sistema
donde las filas se enumeran del 1 al 5y las columnas de laAala F.

5

4 % | i -
- : A N AN, :

3 :

2

Utilizando el sistema anterior se puede brindar de forma sim ple y clara la
ubicacion de la ranita PEPE, la cual seria 1A. También, la de los demas

elementos del videojuego:

. LULU estd& ubicada en | a posici
posicion 2C « | a serpiente esta ubicaedtda en
ubicado en la posicién 5F

Aunque en las ubicaciones anteriores primero se establecid el numeral y
luego la letra; no seria confuso escribir primero la letra y luego el numeral ya
gue tanto las filas como las columnas estan representados por simbolog ias
heterogéneas. Es por esto que cabe la siguiente pregunta generadora:
¢, Qué pasaria si tanto las filas como las columnas se establecen con la misma
simbologia?, por ejemplo
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5 | 2 b = B
4 1 3 .-..--’M..._lnl.‘-f, D 1 H RETTRS FU SN ﬁ’
3 C
: e W
*.::.xw “_..ao'_.a. ..I;M : “_..u‘...‘.
1= : '—"'= A an : '—'I"—
1 2 3 4 85 6 'A B C D E F

Como identificar la posicion 43 o la posicion BD? Para esto haria falta
alguna regla de orden. Por ejemplo, que el primer numeral represente el
namero de filay el segundo numeral el nimero de columna.

Con esta actividad se pueden concluir varios aspectos intuitivos:

. Para wubicar un punto en un pldameodosbast a coc
dimensiones utilizando un eje vertical y otro horizontal.

. Si se utiliza en el eje vertical como en e
simbolico es necesario tener reglas de orden.

Luego, es muy natural trabajar en otros planos que pueden ser mu y
comunes para el estudiante, por ejemplo la ubicacién de piezas en un tablero
de ajedrez:

Por ejemplo: El rey blanco esta en la posicion G4

El juego de ajedrez cada vez es mas conocido por los jovenes del pais,
debido a que muchas instituciones educativas tienen incluso clubes, y cada
vez son mas comu nes las competiciones colegiales, por lo que puede ser un
ejemplo interesante que conecta con sistemas de localizacion de puntos en
un plano.
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En el tablero de la izquierda, el rey
’ blanco esta ubicado en la posicion E5.
. Existen varios sistemas de notaci on de
partidas de ajedrez, cuyo objetivo es
registrar las partidas con propdsitos

¢ ‘ * ‘ documentale s

También, es comun que las personas manejen conocimientos intuitivos para
ubicar lugares y poder dar direcciones tomando como referencia un edificio o

un parg ue conocido; esto requiere, evidentemente, de un manejo adecuado

de los puntos cardinales y de su sentido de ubicacion espacial. En el caso

de ciudades como el centro de San José, existe un sistema de ubicacion por
calles y avenidas; tomando en cuenta qu e las calles van de norte a sur y las
avenidas de este a oeste, como se muestra en la siguiente imagen donde se
presenta un croquis de una parte del centro de San José, Costa Rica:

B

Parte de San Joseé N

I,Illl-.l
ﬂllll-l

Es claro que dado un punto de referencia y gracias a la disposicion en
cuadrantes que caracteriza a la mayoria de los centros de ciudad, es posible
realizar la ubicacién especifica de cualquier lugar con base en dos datos o
coordenadas para realizar el respectivo desplazamiento. Por ejemplo,
ubicando un punto de referencia u o rigen, que en este caso podria ser el
punto de interseccion entre la avenida central y la calle central se pueden
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ubicar lugares o edificios como por ejemplo El Teatro Nacional de Costa Rica

que esta entre Avenida 2 y calle 5. Por lo tanto, si una persona quiere
desplazarse hacia el Teatro Nacional y esta ubicada en el punto de referencia
establecido anteriormente, deberia desplazarse una avenida hacia el sur y

tres calles hacia el este.

Este tipo de situaciones permiten desarrollar estrategias que se pu eden
implementar para introducir de forma natural el concepto de plano
cartesiano; y ademas, comprender la importancia de estos sistemas en la

vida cotidiana.

o La Clave Plano Cartesiano en R 2

5
Estd formado por dos rectas numéricas a¥
perpendicular es entre si que se intersecan
en el punto que representa el 0 en ambas IT Cuadrante [ Cudvante

rectas; la recta horizontal se llama eje de
las abscisas (0 eje X) y la recta vertical eje
de las ordenadas (0 eje Y); juntas reciben
el nombre de ejes de coordenadas y su
cero comun se llama punto origen. Cada 1T Cuadrante IV Cuadrante
punto del plano, entonces, se puede
representar por un par ordenado en donde
el primer elemento es su correspondiente v
abscisa y el segundo elemento su correspondiente ordenada; estas se
llaman coordenadas del punto.

origen
-

&

X

Al igual g ue utilizamos la recta numérica para representar el conjunto de

los numeros reales, el plano cartesiano se utiliza para representar las
parejas ordenadas de nameros reales. Los ejes de coordenadas dividen al
plano en cuatro regiones llamadas cuadrantes, se enumeran de | a IV en
el sentido contrario al que giran las manecillas de un reloj iniciando en el
cuadrante superior derecho. De este modo, los puntos del | cuadrante

son aguellos cuya abscisa y ordenada son numeros reales positivos, los

del 1l cuadrante s son los que tienen abscisa negativa y ordenada
positiva, los del Il cuadrante tienen ambas coordenadas negativas y los

del IV cuadrante tienen abscisa positiva y ordenada negativa. Los puntos

sobre los ejes de coordenadas no se consideran parte de ningu n
cuadrante.
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Puntos en el plano cartesiano
Este sistema de coordenadas permite asociar un punto en el plano con

cada pareja ordenada (X, y). El primer elemento de la pareja ordenada se
llama abscisa y el segundo ordenada, o también coordenada x y
coordenada y, respectivamente. Por ejemplo, a continuacion se describe
como se procede pa ra la ubicacion de los puntos

A(-3,-2),B(4,%)yC (0, -2)en elplano cartesiano:

T
Y
34
2-.
1-.
B
04 J%
_ ) - 0 1 2 3 4
-
A 29

A .
<?C>VI>EJemplos
£

1. Ubique los siguientes puntos en el plano cartesiano.

A(-6.-1). B(-6.-3). C(-2.-4). D(-3.-1). E(—4.-3)
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2. Construya un pentagono con los segmentos AB, BC, CD, DE y EA.
3. Indigue un punto que esté en el interior del poligono y otro que no lo
este.

4. Traslade los puntos que crea convenientes con el fin de convertir el
pentagono en un rectan  gulo de area 8 unidades cuadradas

Solucion

De acuerdo con los puntos 1y 2 se tiene la siguiente figura:

Tomando en cuenta la figura anterior, se puede visualizar que un punto
dentro del poligono seria F(-5,-3) y un punto en el exterior del
poligono seria G(-4,-2).
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Para la parte 4, es importante qu e el estudiante traslade puntos especificos
mediante suma y/o resta de constantes en las respectivas coordenadas de los
puntos. Por ejemplo, aunque este ejercicio tiene gran variedad d e respuestas
una de ellas seria
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Tomando como fijos los puntos A y B, se trasladarian los puntos C, Dy E
de la siguiente manera:

C(—2.-4) setrasladaa C'(-2.—-4+1)=C"(-2.-3)
D(-3.-1) setrasladaa D'(-3+1.-1)=D'(-2.-1)
E(—4.-3) setrasladaa E'(—-4.-3+2)=E"(-4.-1)

También, se pueden hacer traslaciones de un punto en ambas dimensiones,
por ejemplo si se quiere convertir al poligono original en un poligono
simétrico, una solucién seria trasladar el punto BaBf6-1,-3-1) =
B67,-4)yelpunto Ea E@G4 - Y, -3)yse obtiene:
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2. Localice en el plano cartesiano los siguientes grupos de puntos:
a. (-2.3)

b. (-3.-1)

c. (3.4

d. 2.0

e. (3.-2)

f. (0.-3)

Solucién

Ejercicios

1. Localiza los siguientes puntos en el plano cartesiano y Unelos para
determinar qué figura se forma: A(5,7), B(9,7), C(5,13), D(5,5),
E(1,5), F(9,5 ), G(8,3) y H(2,3).

2. Resuelve la situacion del paisaje. a. Trazar un sistema de coordenadas
rectangulares y sefialar los puntos siguientes:
A(5, 7), B(9,7), C(5, 13), D(5,5), E(1,5), F(9,5), G(8,3), H(2,3), I( -3,2), J( -3,-
2),K(12,2) y L(12, -2).
b. Une los puntos con segmentos en la secuencia ABC. ¢ Qué figura se forma?
c. Ahora une los puntos con segmentos en la secuencia EFGH. ¢Qué figura se
forma?
d. Después une los puntos Ay D. ¢ Qué figura se forma?
e. Por ultimo, une los puntos en la secuencia H IJK. ¢ Qué figura se forma?
f. Describe el paisaje que forma con todos los trazos anteriores.
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3. Indicar las coordenadas de los puntos marcados en negro en el
siguiente dibujo.

t.F
B 4"‘\
A\--1C‘ft .
N | I 1 %
ad Tunns RESpALenes seesns
- I 1 "\
Pt bee-ag
E H
L A R A rd
A i
LY i
\ !
K"h— ————————————— ! L

Solucidn: A (=3, +3); B (=2, +3); Ci(-1.+3)
D=3 41); E(-1,+1); F(+1,+4)
Gi+3, +1); Hi+1, +1); I{=4, -1)
Ji+d,-1); K(=-3,-3): L(+3,-3)

4. Calculan perimetros  Para calcular el perimetro debemos sumar las
medi das de los lados de la figura

Cada cuadrado tiene 1 cm por lado
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5. Situa en el plano cartesiano los puntos con el color que se indica. Indica
también en qué cuadrante se encuentran cada punto.

A=(3,4) rojoB=( -1,-2)azulC=( -4,3)rojoD=( -1,5)verde E=(-3,4)verde
F=(0,5) amarillo G=(0, -4) rojo H=(3,5) amarillo I=(0, -4) azul J=(4, -3)
verde

=
3540
i}
g

[ S e

. O 1
:I O d4a

:H:H

SISESES 1|
H3AAARARAR

T LI_J-]-LL! 1110

J:l:t LI_J-J-I-L! I-I-I-I

6. Observa la posicion de los dibujos en la cuadricula y responde:

®
N
‘

5 a)Escribe la posicién de cada uno de estos
objetos en la cuadricula

b) ¢ Qué figura esti ma s alejada de los
nifos?
*  ¢) ¢Qué figura se encuentra en una casilla
simétrica, respecto a la columna C, a la
de la pluma?

1 d) ¢ Qué figuras se encuentran en las
B c 5 £ diagonales de la cuadricula?
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7. Completa:
T y
1. ) | |4 [0S [@ ¥
@(_,_) dl O <[ 2=
_,_ ’ - Q g
7 mAmE 2| &b | & |3 €[5
e NI LIEE
w (L L)) B4 5 6
8. El grafico siguiente muestra los ingr esos Y los gastos de 5 familias:
= GDH.Z%L.EZ-. HEEN :L.j 7 a)¢,Qué familia gasta mas?
» - ¢, Cual gasta menos?
g | JONDE N
m| | LT b) ¢Hay dos_, familias que ganeny
O MMT.‘”.EZ'. EEEEE dadata gasten lo mismo
0 |Ingresas (PTA)|
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9. El diagrama siguiente muestra las temperaturas maxima y minima de
unas ciudades en un dia de inv  ierno.

10 Tumgiiu
(21,100
o
)
3
4 ;E
E Tomperaturas
g mAiximas
1 ] ] 1 1 l ] | | 1 1 ] I ] 1
86 4 25 2 4 6 8 101214 1618 20 2
® hadrid
=4 Londres (12,-3)
" %5, -5
B Nueva York
10| *(1, 9
Moscti '
(-2,-12) o

10. ¢Qué ciudad tuvo la temperatura minima mas baja? ¢Y la minima mas
alta? b) ¢ Qué ciudad tuvo la temperatura maxima mas alta? ¢Y la maxima
mas baja? c) ¢ Qué ciudad tuvo mayor diferencia entre su temperatura
maxima y minima?

Determine 5 lugares  del mundo y su ubicacion

¢COMO SE LOCALIZA UN PUNTO SOBRE EL MAPA?

20 | pos 4
L] |V i
80 g B T L -
e = |
1 B A
[
60 ;
w0 i
20
. | B
o) o4
- =
20
40 )
¥ ¥
=
60
1 =
i} \ |
90 S ’
180 460 4140 120 100 B8O 60 40 20 a° 20 40 60 80 100 120 140 160 180
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Nuestro primer
desafio matematico,
un paso mas para
aprender

Y Capitulo Il | Relaciones
Y Algebra

Objetivos
Al finalizar el capitulo el estudiante debera estar en capacidad de:

1. Establecer la ley de formacién en sucesiones utilizando distintas
representaciones

2. Analizar patrones numéricos y no numericos

3. Identificar y ut ilizar distintas representaciones para relaciones de
proporcionalidad

Conceptos clave

1. Sucesiones 4. Proporcionalidad 7. Grafica
2. Patrones 5. Algebraica 8. Verbal
3. ley de la Formacion 6. Tabular 9. Directae Inversa
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& Introduccion

Al ingresar a este ciclo cada estudiante tiene la habilidad
/ para resolver ecuaciones sencillas de primer grado,
reconocer relaciones de dependencia entre dos cantidades
i » varia bles, aplicar la regla de tres, porcentajes vy
\/ proporcionalidad directa con el fin de solucionar problem as,
calcular la distancia entre puntos ubicados en un mapa con
escala y realizar operaciones que involuc ran suma, resta,
multiplicacion y divisidbn. También, puede comprender el concepto de variable
e identific ar cuantitativamente cambios en la variable.
El Tercer ciclo ampliar4 estas habilidades e incluira otras que tienen que v er
con el estudio de relaciones de diversos tipos (lineal, cuadrética,
proporcionalidad inversa), asi como el uso de distint as representaciones
para las relaciones mencionadas (verbal, tabular, algebraica, grafica).
En 7° Ao se estudian las relaciones de proporcionalidad directa e ind irecta,
con una orientacién que  prepara hacia el estudio de las funciones.

, Tema 1 Sucesiones

—

Situacién Problema

El matematico italiano Leonardo de Pisa (1170 -1250), conocido como
Fibonacci en su obra Libro del Abaco publicada en el afio 1202 plante6 un
problema famoso que se enuncia a continuacion: Suponga que la vida de los

conejos es eternay  que cada mes una pareja de conejos procrea una nueva
pareja, que es fértil a los dos meses. Si comenzamos con una pareja de
recién nacidos, ¢cuantas parejas de conejos tendremos al final de un afio?
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=) /\niisis de la Actividad 1

Como se especifica en los fundamentos de los nuevos programas de
Matematicas, la Historia de las Matematicas puede verse como un rec urso
para proporcionar oportuni  dades didacticas especiales para el desarrollo de la
leccion. Uno de sus usos es preci  samente el enriquecimiento de la resolucion

de problemas, donde se destaca:

“Al proponerse un problema matematico de un periodo hist orico no sélo se
ofrece la opor tunidad para identificar esas relaciones entre matematicas
y otras Ciencias o dimensiones culturales, sino para usar desafios
interesantes que pueden poner en movimiento procesos. Hay una
estimulante interseccion entre uso de Historia y resolucion de
problemas. (p. 64)

En esta oportunidad, se propone un problema que se trabajé siglos atras, el
cual brin da opciones valiosas para desarrollar un tema en el salon de clase.
Para iniciar el tratamiento de esta situacion, es necesario fomentar en
realizar representaciones graficas que permitan comprender el problema y
posteriormente el uso de representaciones t abulares que resuman esta
informacion. A continuacion se ofrece una posible estrategia de
representacion

vl
% 1** mes
o <
et 2°mes
< Bdiing o
ey : 3% mes
e 5 4 3 4°mes

Imagen de los conejos cortesia de AKARAKINGDOMS at FreeDigitalPhotos.net
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Nu.He Explicacid Cantidad de
Mes Xplicacion parejas

1 La pareja A tiene un mes de edad. Se cruza la pareja A. 1

2 La pareja A tiene dos meses. Esta proxima a parir. 1

3 La pareja A da a luz a la pareja B. Se vuelve a cruzar la pareja A. 2

4 La pareja A da a luz a la pareja C. La pareja B cumple 1 mes. Se 3
cruzan las parejas Ay B.

5 Las parejas A y B dan a luz a Dy E. La pareja C cumple 1 mes. Se 5
cruzan las parejas A, By C.

6 A,ByCdanaluzaF,GyH.DyE cumplen un mes. Se cruzan A, B, 8
C,DyE.
AB,CCDyEdanaluzal, J,K,Ly M. F, GyHcumplen un mes. Se 13
cruzan A, B,C,D,E, F, Gy H.

12

Se podria continuar com  pletando la tabla anterior, sin embargo, después de
haber trabajado es posible interpretar como se comportan los datos. En
efecto, se puede observar que la cantidad de parejas de conejos al final de

cada mes se obtiene sumando la cantidad de parejas obteni das en los dos
meses anteriores. Dicha afirmacion se puede verificar en el siguiente cuadro
resumen:
Mes 1|2 3 4 5 6 7 12
Cantidad 111 1+1= 2+1= 2+3= 5+3= 8+5= 89 + 65
de parejas 2 3 5 8 13 =144

Asi se puede establecer que al final del afio habra 144 parejas de conejos.
Este manejo de los datos y su ordenamiento en una secuencia sirven como
elemen to motivador para introducir de forma intuitiva el concepto de
sucesion.
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La Clave

Sucesion

Una sucesion se puede pensar como una lista de niumeros escritos en un
orden definido: a(1),a(2), ... ,a(n)

El nimero a(1) es el primer término y en gen eral a(n) es el enésimo término.
Observe que para cada numero natural n hay un nimero correspondiente
a(n). Por ejemplo, en la siguiente sucesion

2, 4, 6, 8, 10, 12, . . . se puede establecer que 8 representa el cuarto
término de la sucesion y que 20 repre senta el décimo. Notese que aunque 20
no esta descrito en forma explicita en la sucesién, el reconocimiento del
patron que describe esta sucesion permite predecir los términos sucesivos.

Algunas sucesiones se pueden definir mediante una férmula para el en €simo
término, la cual se denomina ley de formacion o término general de la

sucesion. Por ejemplo, a continuacién se ofrecen algunas leyes de formacién

y su desarrollo tabular respectivo:

Ley de formacion | Desarrollo
n 1 2 3 4 5 i]
an)=2n-1 .
( ) Termino 1 3 5 7 Q 11
Enesimo
n 1 2 3 4 5 ]
3n—1
a(n) = 5 Término | 2 1 s | wo o | oar
roa ] a4 -1 pu ] =1
2nesimo

SUCESIONES NUMERICAS.

1. SUCESIONES NUMERICAS. Imaginemos el rec orrido que efectta un balén
gue se ha lanzado al suelo y midamos las distancias entre bote y bote: Las
di stancias forman una sucesi 6n de numeros: 40,

A = '
~ . _0

- 40cm se—— 35cm —==— 30cm —se— 25cm —|
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Qué es una sucesion?

Una sucesion es un conjunto de cosas (normalmente niameros) una detra s de
otra, en un cierto orden.

/3, 5 79
ler término f SElfTérmin:S \ los tres puntes significan

_ - ue nunca acaba
2° término 4° término 9
m w

("térming", "elemento" y "miembro" significan lo mismo)

Finita o infinita

Si la sucesién sigue para siempre, es una sucesion infinita , Sl N0 es una
sucesion finita

Ejemplos

{1, 2, 3, 4 ,...} es una sucesién muy simple (y es una sucesion infinita )
{20, 25, 30, 35, ...} también es una sucesion infinita

{1, 3, 5, 7} es la sucesion de los 4 primeros nimeros impares (y es una
sucesion infinita)

{4,3,2,1}vaded4al hacia atras

{1, 2, 4, 8, 16, 32, ...} es una sucesion infinita donde vamos doblando cada
término

{a,b,c,d, e}eslasucesionde las 5 primeras letras en order alfabético
{a, |, f, r, e, d, o} es la sucesion de las letras en el nombre "alfredo"

{0,1,0,1,0,1, ..} es lasucesion que alterna Osy 1s (si, siguen un orden, en
este caso un orden alternativo)

En orden

Cuando decimos que los términos estan "en orden", jnosotros somos los que
decimos qué orden ! Podria ser adelante, atrds... o alternando... jo el que
quieras! .Una sucesion es muy parecida a un conjunto, pero con los términos en
orden (y el mismo  valor si puede aparecer muchas veces).
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Ejemplo: {0, 1,0,1,0,1, ...}esla sucesion que alterna Os y 1s. El
conjunto seria solo {0,1}

<vAd> . . . Yo
SyA Eiemplo  Sucesiones aritméticas

1,4,7,10, 13, 16, 19, 22, 25, ...

Una sucesion aritmética se construye sumando un valor fijo cada vez

Esta sucesion tiene una diferencia de 3 entre cada dos numeros
consecutivos. El patrén se sigue sumando 3 al ultimo numero cada vez.

3, 8, 13, 18, 23, 28, 33, 38,

Esta sucesion tiene una diferencia de 5 entre cada dos nameros
consecutivos.  El patron se sigue suman  do 3 al ultimo nimero cada vez.

vAg
<IO . . L
pVQ%jempr Sucesiones geomeétricas
Una sucesidon geométrica se construye multiplicando un valor fijo cada vez.

2,4,8,16, 32, 64, 128, 256, ...

Esta sucesion tiene un factor 2 entre cada dos nUmeros consecutivos.
El patrén se sigue multiplicando el Gltimo nimero por 2 cada vez.

3,9, 27,81, 243, 729, 2187, ...

Esta sucesion tiene un factor 3 entre cada dos nUmeros consecutivos.
El patron se sigue multiplicando el ul timo nimero por 3 cada vez.

v d . . -
<‘9C>4'>Ejemplo s Sucesiones especiales
\%
NuUmeros triangulares

1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, ...

Esta sucesion se genera con un patron de puntos que forma un triangulo.
Anadiendo otra fila de puntos y contando el total se encue ntra el siguiente
namero de la sucesion.
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A
<U>Ejemplo Numeros cuadrados
)VA

1,4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, ...
El siguiente nimero se hace elevando su posicion al cuadrado.
El segundo nimero es 2 al cuadrado (2 2 02x2)
El séptimo numero es 7 al cuadra do (7 2 o0 7x7) etc.

Ejercicios

1. Complete los cuadros
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2. En los siguientes ejercicios determine los nimeros que hacen falta en las

sucesiones

a) -4,-2,0246, , 12,14

by 9410149, .,

c) 3,7,11,15,19 , 27, 31, ,

3. Observe las siguientes secuencias y complete cada oracion:

;T ¥

Figura 1 Figura 2 Figura 3

La cantidad de triangul os en

b . La cantidad de triangulos en

c. La figura bsendr i a

4. Observe las siguientes secuencias y complete cada oracion:

@ o0 00
Figura 1 Figura 2 Figura 3
d. La cantidad de circul os &en
e . La cantidad de circul os &en
f. La figura ... tendri a

| a

I
49

a
24

a

f
f

f

c

[
fi
triangu

gur a

gur

gur a

gur a

s

rcul
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5. Observe la secu enciay encuentre la figura que falta en el lugar dado

LOALIOALOA

La figura en el lugar 22 sera:

» AN HAN HAB

La figura en el lugar 30 sera:

c 000 000

La figura en el lugar 16 sera:

<AIAETTANANETITA

La figura en el lugar 72 sera:
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Representaciones

En la vida cotidiana se nos presentan muchas situaciones donde aparecen
regularidades numéricas o secuencia S numéricas (también puede ser
secuencia de objetos de forma ordenada).

Para nuestro interés en ejercitar las destrezas matematicas, la primera 'y
mas importante secuencia numérica es la de los ndmeros naturales , 0 sea
los niumeros que se utilizan para conta r y ordenar objetos: 1, 2, 3, 4, 5, 6,

Esta secuencia de los numeros naturales es la mas importante ya que sirve
de base para iniciar, siempre desde el 1 (o primer lugar), cualquier otra

secuencia dada, pues, como veremos luego, la ubicacion en una se cuencia es
trascendental para los calculos numéricos (ya se entendera cuando hablemos
de n).

Veamos otros ejemplos de secuencias numericas:

¢ Secuencia de numeros pares: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14,

¢ Secuencia de numeros impares: 1, 3,5, 7, 9, 11, 13,

e Secuencia de multiplos de 4: 4, 8, 12, 16, 20, 24, 26, ...

» Secuencia de cuadrados de los nUmeros naturales: 1, 4, 9, 16, 25, 36,
* Secuencia de cubos de los niUmeros naturales: 1, 8, 27, 64, 125,

» Secuenci a de potencias de 2: 2, 4, 8, 16, 32,

Estas secuencias numéricas se denominan sucesiones

Entonces:

Una sucesion de nUmeros reales es una secuencia ordenada de
nameros reales que sigue una determinada ley de formacion.

Los numeros que forman|  a sucesion se denominan  términos . Todas las

sucesiones tienen un primer término y cada término tiene un siguiente. Las
sucesiones se nombran con una letra y un subindice (n) cuyo valor
depende del lugar que el término ocupa en la sucesion (ese valor empie za

siempre en 1, y sigue 2, 3 ,4 ,5, 6, 7, etcétera):
De este modo: ai,az,as,as, ..
Término general

El término general de una sucesion es  una expresion (férmula o patrén
oregla) que permite conocer el valor de cualquiera de los términos en
funcion de |lugar que ocupa. Se expresa mediante an.
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VAG - - yd - -7
<'/>V4>Ejemplo : Si el téermino general de una sucesion es
an = n2 +1
Para obtener un término cualquiera, se sustituye n por el valor del lugar que
ocupa el término en la sucesio n. Asi, a modo de ejemplo, el tercer término
ser&:
a3 =32+1=9+1=10
Asi, por ejemplo, la serie 1,3,5,7, ... son los nameros definidos por la
formula 2,17 1, puessi n esreemplazado por los nimeros naturales, 1,23,
4, ...se genera la serie dada.

El siguiente cuadro sirve para comprobar lo anterior:

n 1 2 3 4 5 G 7 8 g 100

2,-1 1 3 5 7 g 1 13 15 17 1949

Si se desea saber el nUmero de la serie que ocupa la décima posicién se
reemplaza n = 10 en la formula 2 n— 1.

(2 A 10) 19 1 =
Nota importante

Tener en cuenta que la expresién 2 n T 1no eslomismo que la
expresion 2n i1

%
quEjempIo 2 Completa la tabla con la serie numérica que genera la
formula 4, +3 .

n 1 2 3 4 5 6 7 8 g L 100
an+3 | 7 11 15 19 23 27 31
Si se dese saber la el numero de la serie que ocupa la posicion 100 se
remplaza n= 100 2n la formula 4n +3 .

Se tiene (4.100)+3=403
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Determinacion de la formula

Hasta aqui hemos mostrado ejemplos o ejercicios con la formula ya
establecida o determinada 2n7T 1y 4, +3).

En los ejercicios de regula  ridades numéricas se trata de encontrar la férmula
(patrén o regla) de formacion de una sucesion.

Veamos, como ejemplo 1, el siguiente caso, que se da en un contexto

geométrico

fig.1 fig.2 fig.2

¢,Cuantos palitos de fosforos se necesitan para llegar a formar la figura 23 en
esta sucesion?

Para saber cuantos fésforos necesitamos para formar la figura 23 (o vigésimo
tercera) podriamos recurrir al siguiente cuadro:

w

Figura 1 2 3 4 ] ] 7 g 100 - n

Fosforos usados 3 5 7

Y completarlo, sumando 2 fésforos cada vez, hasta llegar al espacio Figura 23.

Pero no es necesario completa r el cuadro para saber cuantos fosforos
necesitamos para armar la figura 23. Para ello debemos determinar la
férmula general que nos dara la respuesta de inmediato.

Analicemos:

Para armar | a figura 1 se necesitan 3 fosforos,
Paraarmarl a figura 2 se necesitan 5 foésforos, pero
Para armar |l a figura 3 se necesitan 7 fosforos,
Como vemos, el término general es 2, donde el 2 indica el niumero de

fésforos que debe agregarse cada vez que se avanza en la construcc ion de

las figuras y la n indica (empezando desde la 1) el nUmero de la figura, todo

eso mas 1; por lo tanto, la férmula o patron esta dada por 20 +1.

Conocida esta formula 2, + 1 reemplazamos simplemente la n por el 23y
sabemos de inmediato que

(2 8)+R nosdad6+1=47
Por lo tanto, para la figura 23 se necesitaran 47 fosforos
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vAg _.
<a( )= Ejemplo
£TA
\% . , . L .
Determina la férmula que genera la serie numérica de la cantidad de
foésforos  utilizados para  construir la figura formada por un numero

dado de cuadrados, como se muestra en las figuras

1 2 3 4
N°de cuadrados 1 2 3 4 5 B 7 . n
N° de fosforos 4 7 10 13
Para armar el cuadrado 1 se necesitan 4 fésforos, pero 4 = 3 <« 1 + 1
Para armar el cuadrado 2 se necesitan 7 fosforos, pero 7 = 3 e« 2 + 1
Para armar el cuadrado 3 se necesi3ttdn 10 f és
Para armar el cuadrado 4 se necesitan 13 foés
Partiendo desde el cuadrado 1 necesitamos 3 fosforos cada vez para armar el
siguiente, por lo tanto, el término general sera 3nt1
A
VAV
<lpcv>fjemplo
El ejercicio de regularidad n  umérica puede estar dado solo mediante
relaciones numéricas, como en el siguiente ejemplo:
Dadas las siguientes igualdades:
32=12+ 4 1+ 4
42=22+4 + 2 + 4
Entonces 100 2 sera=a: ¢°?
Segun estas igualdades, cada base de la potencia cuadratica de la derecha
tiene 2 unidades menos que cada base de la potencia cuadratica de la
izquierda, por lo tanto, nuestro resultado debe empezar con 98 2 (obtenido
haciendo 100 - 2); a continuacién viene la multiplicacion de 4 con el mismo
namero obtenido anterior ment e (es decir: 4 +« 98) vy fina

el nimero 4, por lo tanto: 1002=982+ 4 A 98 + 4
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Al sumar el cuarto y el quinto término de la secuencia:
X -5, 2(2x+7), 3(B3x -9), 4(4x+11), ..., resulta
Alternativas
A) 41x - 2
B) 61x + 25
C)41x - 109
D) 41x + 109
E)41x - 21

Este contenido corresponde a la resolucion de desafios y problemas
numericos, y es un calculo

orientado a la resolucion de reqularidades numéricas )

En ella el estudiante debe analizar cada término de la secuencia para inferir
coémo se va formando, para determinar la estructura del quinto término.

Del andlisis se obtiene que el quinto término de ella es 5(5x - 13) . Luego al
sumar los dos términos  4(4x + 11) + 5(5x - 13) = 16x + 44 + 25X - 65
=41x 1 21 obteniéndose la expresion que aparece en la opcion E)

El distractor D) fue contestado por un porcentaje de alumnos cercano al 10

por ciento. Ellos determinan como quinto tér mino errbneamente a 5(5x +
13) , no se percatan de que los signos negativos y positivos, se van
intercalando. Proceden bien en los pasos posteriores, llegando a D) como

clave.

Otro error comun es el siguiente: 4(4x + 11) + 5(5x - 13)=16x + 11 +
25x - 13= 41x - 2, que corresponde a la opcién A).

El andlisis del comportamiento estadistico del item nos informa que éste no

resulté dificil, pues lo contesto acertadamente el 41 por ciento del grupo. Sin
embargo, lo omitié el 35 por ciento de las personas que lo enfrentaron, lo
gue estaria indicando que un grupo no despreciable de personas no fue
capaz de inferir la estructura del quinto término.
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A
AV
<'pg>v4’>Ejemplo

Introducimos un  clavo largo de acero en una tabla. Con el primer golpe, el
clavo se introduce 20 mm; con el segundo, 18 mm. Si suponemos que el
clavo se introduce en la tabla siguiendo una secuencia aritmética, calcular
cuanto se ha introducido al final del noveno golpe.

Solucién:  Primero encontramos la diferencia entre términos sucesivos: 18 -

20 = -2 = a. Por tanto, el término general es —-2n + b. Usamos el primer
término con n = 1 para encontrar b: -2(1) + b =20 Pb = 22. Luego, el
término general es:  —-2n + 22.

Para encontrar la suma total penetrado por el clavo, sustituimos en la
formula(l)co na= -2, b=22y n=9:( -2/2)(9)(9 +1) + (22)(9) = 108.

A
VA
<1 =i
pcvl Ejemplo
Describe los patrones que  vez en lo siguiente

1+0-9=1
2+1-9=11
3 +12-9=111
4+ 123.9 = 1111
5+ 1234-9 = 11111

b. ¢Continla el patron anterior? Expresa por qué si o por qué no

Solucién

a. Hay varios patrones posibles. Por ejemplo, los ndameros en el extremo
izquierdo son numeros naturales, esto es, nimeros del conjunto {1, 2, 3, 4,

5,} El pat rén comienza con 1y continta al siguiente nim ero natural mayor
encadalinea sucesi va. Los numeros de “uegmdedosdi o”
nameros, el segu ndo de los cuales es 9. El primer nimero en e | primer
producto es 0; después ese primer numero se forma usando ndameros

naturales y afiadiendo uno mas en cada linea sucesiva. Los numeros
resultantes de | lado derecho se forman usando nameros 1 y afladiendo un 1

en cada linea sucesiva.
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b.El patrén en la ecuacion completa parece continuar para varios casos mas,
pero no continta en general; por ejemplo,

13+1234567891091-111121+111,101,910,021

El patrén se rompe cuando el nimero multiplicado por 9 contie ne digitos
usados previamente.

A
vV
<lOl>EjempIo
AYA
Halla un patrén en el numero de cerillos requeridos para continuar el patron
mostrado en lafigural -13.
| m— ) pe— —- — =W W = —w» [ w» [ w [ w»
H H H H H ¢ ¢ g I | 2 ' ¢ '
[ ] | — 1y - - - ) - - 1 - 1 - -
Figura 1-13
Supon que los cerillos se han arreglado de modo que cada figura tiene un
cuadrado mas a la derecha que la figura anterior. Nota que afiadir un
cuadrado a un arreglo requiere la adicién de tres cerillos. Asi, el patrén
numéric o obtenido es 4, 7, 10, 13, 16, 19, A, una sucesion aritmética con
diferencia 3.
A
AV
< =Fj
Q Ejemplo
Halla los primeros cuatro términos de u na sucesion cuyo término n-ésimo
estd dado, y di en qué caso la sucesion es aritmética:
a.an=4n+ 3 b. an=n?2-1
Solucién
a.  Numecro de termino Termino
1 4.1+3=7
2 4-2+3=11
3 4.3 43 =15
4 4.44+3=19
Asi, los primeros cuatro términos de la sucesiéon s on7,11, 15, 19. Esta

sucesion es aritmética, con diferencia 4.
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b. Numero de termino Termino
1 1-1=0
2 I_1=3
3 3 -1=8
3 £ -1=15
Asi, los primeros cuatro términos de la sucesion son 0, 3, 8, 15. Esta
sucesion no es aritmética ya que no hay diferencia comun.
A
VAV
= )=Ejemplo
X Jeeremp
Los diagramas de la figural  -14 muestran la estructura molecular de los
alcanos, un aclase de hidroca rburos. C representa un atomo de carbon oyH
un atomo de hidrégeno. El segmento que los une muestra un enlace quimico.

(Observacion: CH 4 significa C  1Ha4.)

H H H H H H
| | I —
H—C—H , H—C—C—H , H—C—C—C—H

| | .
H H H H H H

metano (CH,) etano (C,Hg) propano (C;Hj)

Figura 1-14
a. El hectano es un alcano con 100 atomos de carbon 0. ¢, Cuantos atomos de

hidrogeno tiene?
b. Escrib e una regla general para los alcanos que muestre la relacion entre

y n.
Solucién

a. Para determinar la relacién entre el nUmero de atomos de carbono y de
hidré geno, hay que estudiar la figura de los alcanos y no tomar en cuenta los
atomos de hidrégeno qu e estan en los extremo s izquierdo y derecho. Con

esta restriccion podemos ver que por cada ato mo de carbono hay dos

atomos de hidrogeno. Por lo tanto, hay el doble de a&tomos de hidrégeno que
de carbo no, mas los dos atomos de hidrégeno de lo s extremos. Por ejemplo,
cuando hay 3 atomos de carbonohay ( 2 « 3 ) & & atomos de hidrogeno.

Esto se resumeenlatablal -8. Siextendemos la tabla para 4 atomos de

carbono, obtendr eom@ gomp2de Hidrég 2 eno. Para 100
atomos de carbono hay( 2+ 1 0 0,62@®, atomos de hidrogeno.
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b. En general, para n atomos de carbono se tendrian n atomos de hidrégeno
por arriba, n por debajo y 2 mas a los lados. Entonces, el total de nimero de
atomos de hidrégeno seria 2n+2 . Como se designé con m al nimero de
atomos de hidrégeno, se sigue que  m=2n+2

Tabla 1-8
Num. de atomos de carbono| Num. de dtomos de hidrogeno
| 4
2 ]
3 8
100 ?
7 i
A
oV
| = i
ACVDQ Ejemplo
Usa diferencias para encontrar un patron. Después, su poniendo que continle
el patrén descubierto, halla el séptimo término en cada una de las sucesiones

siguientes:

a. 5,6, 14, 29,51, 80

b. 2,3,9,23, 48,87

Solucion

a. Vemos a continuacion la sucesion de las primeras diferencias:

5 6 14 29 51 80
NNSONS NSNS
(Primera diferencia) 1 8 15 22 29

Para descubrir un patrén para la sucesién original, tratamos de hallar un
Patrén para la sucesion de diferencias 1, 8, 15, 22, 29, . . . . Esta sucesio
es aritmética co n diferencia fija 7:

5 6 14 29 51 80
NONSONS NS N/
(Primera diferencia) 1 8 15 22 29
NSNS NS N
(Segunda diferencia) 7 7 7 7
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Asi, el sexto término en la primera diferencia es 29+7 , 0 36, y el séptimo
término de la sucesion original es 80+36 , 0 116. ¢ Qué numero sigue al 116?
b.Como la segunda diferencia no es un nimero fijo, seguimos hasta la

tercera dif erencia, como se muestra:

2 3 9 23 48 87
NONNSON N
(Primera diferencia) 1 6 14 25 39

NV
(Segunda diferencia) 5 8 11 14
o \VAAVERV
(Tercera diferencia) 3 3 3
La tercera diferencia es un namero fijo; por lo tanto, la segunda diferencia es
una sucesi on aritmética. EI quinto término d
di f er en d4+3o” 17elsextotérmino de | a sucesi 6nrépci mér a
es 39+17056 , el séptimo término en la sucesion original es 87+56, 0143
A
VAV
<‘9CV>4'>Ejercicios

1. Hallar el término
a. 9°de lasecuenciaZ, 10, 13,

b. 12°de la secuencia 5, 10, 15,

c. 48°de Ilasecuencia9, 12, 15,

d.63°de lasecuencia 3,10, 17.

e. 12°delasecuenciall, 6,1,

f. 28°de Ilasecuencia 19,12, 5,
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2. Determina la férmula que genera las siguientes series numeéricas
a. serie 10, 12, 14, 16,

b. serie 10, 13, 16, 19.

c. serie 20, 25, 30, 35,

d. serie 115, 125, 135, 145.

e. serie -10, -4, 2, 8,

f. serieb, 8, 11, 14,

3. En la tabla de abajo muestra el aumento del nimero de cierta bacteria cada

20 minutos . A este ritmo, ¢, Cuantas bacterias habra a ca bo de 2 horas?
Minutos | O 20 40 60 80 100 120
Horas 5 15 45 135 405 ? ?

¢, Cual sera la formula?

4. La tabla de abajo muestra la ganancia , en colones , que obtiene Jorge
, Segun la cantidad de litros de leche v endidos

Litros 2 3 4
Ganancia 240 360 480

a. ¢ Cual es el patron que define la sucesion anterior?

b. ¢Cual seré la ganancia al vender 500 litros de leche?
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5. Hazel participa en una campafia para que la gente tome conciencia acerca de I
deterioro de la capa de ozono . Hoy mandara este mensaje a tres amigos

Chala Informativa

Sabado 10am I l

Envia este mensaje a 3 amigos

al

iSALVEMOS EL PLANETA

a. Sicada amigo , al minuto siguiente , mandara el mensaje a 3 amigos y la
cadena no se rompe , ¢ Cuantos mensajes se enviaran en el cuarto minuto?
¢ Y el minuto 10?

b.Si cad a amigo envia 5 mensajes en lugar de tres , ¢ Cuantas personas les
llega el mensaje en el minuto 107?

6. Para cada una de las siguientes sucesiones de figuras, determina un patrén
posible y traza la que  seguiria, de acuerdo con el patron:

a. | |1

, |1 ]
b A A ABA AT

o f &
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7. Usa una caratula de reloj tradicional para averiguar cudles son los
siguientes tres términos en la sucesion: 1,6,11, 4,9, ......

8. Completa las siguientes tablas

Figura 1 Figura 2 Figura 3
Lugar |} Cantidad de circulos
2
3
4
5
n
e 4

Lugar _ Cantidad de circulos
| | 1

1

S Wi iwWwiN

000

OO0 0000

Q0O 000 0000

O QO 000 0000

S W
¢
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9. En cierto plantel se predijo que la poblacion esco lar se incrementaria en 50
estudiantes al afio durante los 10 afos siguientes. Si la matricula actual es
de 700 estudiantes, ¢ cual sera la matricula al cabo de 10 afios

10. El ingreso anual de Pepe se ha incrementado cada afio en la misma
cantidad. En el primer afno su ingreso fue de  $24,000 y en el noveno afio
fue de $31,680. ¢ En qué afo tuvo un ingreso de $45,120?

11. Se pidio a Alicia y a Beti que extendieran la sucesion 2, 4, 8,.. . Alicia
dijo que su respuesta de 2, 4, 8, 16, 32, 64, ... era | a corrgeecta. B
Alicia estaba equivo cada y que deberia ser 2, 4, 8, 14, 22, 32, 44, .. ¢Qué

les dices a las estudiantes?

12. Observe las siguientes figuras , | as tres figuras estan divididas en
pequefios triAngulos  congruentes

[}
£

Figura | Figura 2 Figura 3

Completa la tabla que sigue. Primero, di ¢ uantos trian gulos pequefios for man
la figura 3. Después, halla el nimero de triangu los pequefios que se
requeririan para la cuarta figura si se extendiera la sucesion de las figuras

Nimero de
Figura |tridngulos pequeiios

2
8

o
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Tema 2 Proporcio nalidad

Y 4

. Situaciéon  Problema 1

i

Roger se traslada en un vehicu  lo a una velocidad de 75 km/h y tarda
6 horas en recorrerlad istancia entre dos ciudades. Si vuelve a

realizar el viajey  emplea 10 horas, ¢,a qué velocidad circula en el
segundo vi aje Suponga que Roger mantiene u na velocidad constante
en ambos recorridos.

Andlisis del problema
La respuesta se obtiene al plantear una regla de tres. El estudiantado puede
escribir los datos de la siguiente forma:

6h - 75kf%1

10h- vk%

y puede tratar de resolver el problema por medio de una proporcion dir  ecta,
alcanzando un resultado que no tiene sentido, como por ejemplo:
6 _75 751 10

— =—entonces—— ="
10 v 6

125Kr% =v
2

1 - Situaciéon Problema 2

Analice el siguiente problema:

En el mercado central de Heredia, 2 kilogramos de queso cuestan ¢ 3200
¢Cuanto queso se puede compr ar con ¢5000? ¢Cuanto dinero es necesario
para comprar 7 kilogramos de queso?
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a. Para esta situacion, asigne y represente simb

Imagen cortesia de Suat Eman at FreeDigitalPhotos.net

involu cradas.

6licamente las variable

b. Elabore una tabla que permita visualizar la cantidad de dinero que

vale una de -terminada cantidad de queso.

c. ¢ Qué puede observar respecto al comportamiento de los valores que

va to -mando la cantidad de kilos de queso y sus respectivo

S precios?

d. Para cada pareja de valores de la tabla construida previamente,
determine la razon entre cantidad de kilogramos de queso y su precio
correspondiente. ¢ Qué puede observar al respecto?

e. Grafique en un sistema de coordenadas cartes
obtenidos en la tabla anterior ¢Qué puede observarse de la forma en

gue se disponen los pun

- Andlisis  del problema

-tos graficados?

ilanas los puntos

Si se realiza una reflexion acerca del problema anterior, se puede inferir
facilmente que si se duplica la cantidad de kilos de gqueso, o mismo ocurre
con su precio. De igual modo, si se disminuye en la mitad la cantidad de

kilos, se disminuye en la mitad su precio. Denotando con

kilogramos de queso y

X la cantidad de

y el precio en colone s a pagar por el mismo, se puede
completar la tabla solicitada de la siguiente forma

X
1 2 3 4 5 6 7
(kg)
({;) 1600 | 3200 | 4800 | 6400 | 8000 | 9600 | 11200
( )|
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En esta actividad, es claro que conforme se aumenta (o disminuye) la
cantidad de kilos de queso, el precio aumenta (o disminuye) a una razon
de¢1 600 por kilo, sit  uacién que se refleja en la tabla siguiente que muestra
la razon entre dichas cantidades

— 1600 1600 1600 1600 1600 1600 1600

Se puede apreciar que la razon es constante, lo cual puede ser aprovechado
para representar simbdélicamente la relacion entre sus variables:

X <

=1600 Yy =160&x x I

5

En efecto, esta caracteristica se manifiesta cuando dos magnitudes son
directamente proporcionales , y se puede generalizar dicha relacién en la
siguiente forma simbdlica

=k Yy %xx 0

x |<

Por otra parte, al realizar la representacién en el plano cartesiano, se

observara que la disposicion de los puntos tiene un comportamiento lineal

100007 .
Precio .

a000{ Colones

8000 1 L
7000
6000
5000
4000
30001
2000

10001

0

W

Queso
kg

Esto es caracteristico en situaciones donde las magnitudes varian en
proporcion directa
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-

Proporcionalidad directa
Si dos magnitud es son tales que a doble, triple... cantidad de la primera
corresponde doble, triple...cantidad de la segunda, entonces se dice que esas
magnitudes son directamente proporcionales.
Algunos ejemplos de magnitudes directamente proporcionales son:

1 Eltiempoy las unidades de trabajo realizadas.

1 El namero de articulos y el precio.

1 Elradioy su correspondiente circunferencia.

1 Eltiempo y la distancia de un recorrido.
Razdn entre dos numeros

La Clave

Siempre que hablemos de Razén entre dos nUmeros nos estaremos
refiriend o al cociente (el resultado de dividirlos) entre ellos.

Entonces:
Razon entre dosnumeros ay b esel a
cociente entre b
_ ] 10
Por ejemplo, la razon entre 10 2 5

y2 es5 ,yaque

Y la razén entre los nimeros 0,15 y 0,15 _

1
0,3 0,3 2
Pro porcién numérica

Ahora, cuando se nos presentan dos razones  para ser comparadas entre si,
para ver como se comportan entre ellas, estaremos hablando de
una proporcién numérica.

Entonces:

Los nimeros a,b,c y d formanuna proporcion  silarazén

entre ay b eslamismaqueentre cyd.
C

a
Es decir b d
Se | eaesdbcomo cesad?o
Los nimeros 2, 5 y 8, 20 forman una proporcion, ya que la razén entre 2
y 5 es la misma que la razon entre 8 y 20.

189

——
| S—



v

(OLEGO NACONALDEDUCHCON ADISANGA

. 2
Es decir T

hay cuatro términos; ayd se

En la a_ ¢
- === llaman extremos ,cy b se
proporcion b d :
llaman medios.
La propiedad fundamental de las proporciones es: en toda
proporcion, el producto de los extremos es igual al de los
medios.
Asi, en la proporcion anterior 2_%
| [ i == ==
se cumple que el producto de los extremos nos da 2 x 20=40vy el

producto de los medios nos da 5 x 8 =40

a ¢
Engeneral —=— — a-d=hb-.c
g b d

Magnitud 1 Magnitud 2
a b
ax=b.c=>x=—

C X

Comprendido el concepto de proporcidbn como una relacion entre nimeros o
magnitudes, ahora veremos que esa relacion puede darse en dos sentidos:

Las dos magnitudes pueden subir o bajar (aumentar o disminuir) o bien si
una de las magnitudes sube la otra bajo y viceversa.

Si ocurre, como en el primer caso, que las dos magnitudes que se comparan
o relacionan pueden subir o bajar en igual cantidad, hablaremos
de Magnitudes directamente proporcionales

Si ocurre como en el segundo caso, en que si una magnitud sube la otra baja
en la misma cantidad, hablaremos de Magnitudes inversamente
proporcionales

MAGNITUDES DIRECTAMENTE PROPORCIONALES

Si dos magnitudes son tales que a doble, triple... cantidad de la
primera corresponde  doble, triple... cantidad de la segunda, entonces
se dice que esas magnitudes son directamente proporcionales
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A S
1 Un saco de papas pesa 20 kg. ¢ Cuanto pesan 2 sacos?

Un cargamento de papas pesa 520 kg ¢ Cuantos sacos de 20 kg se podran

hacer?
Mumero de sacos 1 2 3 26
Peso en kg 20 40 60 520

Para pasar de la 12 fila a la 22 basta multiplicar por 20

Para pasar de la 22 fila a la 12 dividimos por 20

ob 1T 2 3

serva que 2040 B0 T

Las magnitudes ndamero de sacos y peso en kg son directamente
proporcionales

La constante de proporcionali dad para pasar de niumero de sacos a kg es

20.

Esta manera de funcionar de las proporciones nos permite adentrarnos en lo

gue llamaremos Regla de tres y que nos servira para resolver un gran
cantidad de problemas mateméaticos

2. Enun balneario hay 2.500 resid entes permanentes. En febrero, da
cada 6 personas solo una es residente permanente ¢ cuantas personas
hay en febrero?

Alternativas

A) 416

B)  4.999

C) 12.500

D) 15.000

E) 17.500

Contenido:  Proporcionalidad directa . Buscar el término desconocido en

una proporcion
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Solucién  Primero, se debe plantear la proporcion entre el nUmero de
residentes permanente y el total de personas que hay en febrero:

1 2500

6 X

resolviendo queda
X = 2.500 A 6 = 15.000 personas
Opcion D) correcta

Pregunta que resulto dificil, debido a una mala interpretacion de los datos. La
contestd bien solo el 38 por ciento de quienes la abordadron. La omision
llegd al 21 por ciento.

3. En 50 litros de agua de mar hay 1.300 gramos de sal. ¢Cuantos litros de
agua de mar contendran 5.200 gramos de sal? Como en doble cantidad de
agua de mar habrd doble cantidad de sal; en triple, triple, etc. Las
magnitudes cantidad de agua y cantidad de sal son directamente
proporcionales .Si representamos por x el nimero de litros que contendra
5200 gramos de sal, y formamos la siguiente tabla:

Litros de agua 50 X
Gramos de sal 1.300 £.200
A0 X

Se verifica la proporc  ion: 1.300 - 5.200

Y como en toda proporcién el producto de medios es igual al producto
de extremos (en palabras simples, se multiplican los nimeros en forma
cruzada) resulta:

50 por 5.200 = 1.300 por X

o0 - 5.200
Es decir 1300
En la practica esto se suele disponer del siguiente modo:

En 507 hay 1300 g de sal |30! 15300 g - 50.5200 500
X = =
En xl habra 5200 g de sal | x] 5200 g 13200
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Esta forma de plantear y resolver problemas sobre proporciones se
conoce con el nombre de  regla de tres simple directa

4. Un autom@vil gasta 5 litros de bencina cada 100 km. Si quedan en el

depdsito 6 litros, ¢,cuéantos kilometros podra recorrer el automovil?
51 100
- P2 ::>x:6'1m=12[]
&1 x km
Luego, con 6 litros el automévil recorrera 120 km

5. Un edificio tiene una planta rectangular de 200 metros de largo y 145
metros de ancho. Si se dibuja a escala, en un plano, de modo que 0,25 cm

equivale a 1 m, ¢.cuales son las dimensiones g ue representa a esta planta en
el plano?

Largo Ancho

A) 50 cm 36,25 cm

B) 36,25 cm 50 cm

C)50cm 580 cm

D) 580 cm 50 cm

E) Ninguna de las anteriores

Soluci 6n La reforma educacional, en el sector curricular de matematica,
tiene un objetivo importante por cumplir que consiste en que los contenidos
que los profesores ensefien a sus alumnos tengan un énfasis en la
contextualizacion de situaciones de la vida diar ia, que puedan resolverse
aplicando los conocimientos aprendidos.

De esta forma, la matematica deja de ser una asignatura abstracta para
convertirse en una herramienta que sirva para resolver problemas que se
presentan en la vida cotidiana.

Elcontenidoin vol ucrado en esta pregunta es el “pl a
problemas que involucren proporciones directa e inversa " yresbluciéon
de ecuaciones con proporciones "

Al abordar es te item, los postulantes deben poner en juego sus habilidades
intelectuales de reconocimiento de la informacién, comprension de los datos
entregados y aplicacion de diversas estrategias para resolver el problema
planteado.

Debe recordar que 1 metro = 100 ¢ entimetros.

Asi, debe plantearse dos  proporciones directas
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100 CmM .0,25 c¢cm
20. 000 CM i X
Despejamos  x

20.000 - 0,25
100

x =50 cm
De donde x = 50 cm, que corresponde al largo de la planta rectangular.
A continuacion debe hacer:

T OO0 C M e 0,25 c¢cm
14. 500 CM i .y

Despejamos y
_ 14.500 - 0,25
100
¥ = 36,25 cm
De donde y = 36,25 cm, que corresponde al ancho de dicha planta.
Luego, larespuesta se encuentra en la opcion A

El ejercicio resulto facil para el grupo, llama la atencién que el 15 por ciento

lo omitidé y el 12,6 por ciento contesto la opc ion E.
6. Si en la tabla de la figura 1, X ey representan valores  directamente
proporcionales , entonces los valores de ayb son
A) e 21 _ = 21
20 5
B) a= 16, b= 9 - v
C) - 60‘ - 35
7 3 3 7
D) a 3 b 7 o 2:
5
E) a= 7 : b= 3
60 35 .
fig. 1
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Solucidon

Para resolver correctamente esta pregunta, el alumno debe manejar el

concepto de variables directamente proporcionales , recordando que en
éstas el cociente entre sus valores es una constante.
s_a_5_
Asi T 20 b (donde k es la constante de proporcionalidad).
2_a 3.5
Luego 7 20 7 b
Sabiendo que en toda proporcion el p roducto de los extremos es igual al
producto de los medios, se tiene que
7a = 60
60
a=—
-
3b = 35
35
b=
3

Por lo tanto, la opcién correcta es la C.

Esta pregunta parece sencilla a simple vista, pero resultdé mas dificil de lo
esperado y con una omision alta, cercana al 45 por ciento.

La opcion mas recurrida es B y corresponde a aquellos alumnos que usan
mal la constante de proporcionalidad, creyendo que ésta es la diferencia

de y con X y no el cuociente entre estas dos variables y la aplican en cada
caso, es decir, hacen:

7 3 = 4, di caerl, ludgd —a=16
y 7 3=4, dicen b — 5

4 b=Buego

7. Habia 7 varones y 12 mujeres en una cafeteria el lunes en la tarde, yenla
sala de juegos contigua  habia 14 varones y 24 mujeres.

a. Expresa comorazonel numero de varones a mujeres en la cafeteria

(parte a parte).

b. Expresa como razén el nimero de varones a mujeres en la sala de juegos

(parte a parte).

c. Expresa como razon el nimero de varones en la sala de juegos al numero
de personas en la sala de jueg os (parte a todo).
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a. Larazébnes 7 b. Larazon 1 — c. Larazén 1 -
1 %4_42 %S_Ag

9. En la figura 8 -3 el plano de planta del piso principal de una casa esta
dibujado a escala de 1:300 . Halla las dimensiones de la sala
en metros.

Cocina/Desayunador

Recimara principal

2
— ' 7
B afio
Sala Estudio
'
"x\—
Figura 8-3

Soluciébn  En la figura 8 -3, las dimensiones de la sala medidas con una regla
de centimetros son aproximadamente 3.7 cm por 2.5 cm. Como la escala es

de 1 cm en el dibujo representa 300 cm, 6 3 m en tamaiio real . Por lo tanto,
3.7 cm representan 3. 7,u311l1m,y 25cmrepresentan 2. 5 ¢6F.5 m.
Por lo tanto, las dimensiones de la sala son de aproximadamente 11.1 m por
7.5m.

Ejercicios

Calcular el término desconocido de las siguientes
proporciones:

1 4 _ x
— 10 &0
21 9 _12
— 12 %
3| &8 _2
32 x
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[] 5

2o
X 12
x 24
6 X
Resuelva los siguientes problemas
1. Iris encontrd algunos huesos de dinosaurio y una huella fosil. La longitud de
la huella es de 40 cm, la longitud del fémur es de 100 cm y la longitud del

cuerpo es de 700 cm.
a. ¢Cualeslarazondelalong itud de la huella a la longitud del dinosaurio?
b. Iris hall6 un nuevo ras tro que supone fue hecho por la misma especie de
dinos aurio. Si la huella tenia 30 cm de largo y si vale la m isma razon de
longitud de pie a longitud de cuerpo, ¢ cual es la longitud del dinosaurio?
c. Enla misma area, Iris también hallé un fémur de 50 cm. ¢Crees que este
fémur pertenecié al mismo dinosaurio gue dejo la huella de 30 cm hall ada
por Iris? ¢ Por qué si o por qué no?

Dos ruedas estan unidas por una correa transmisora. La

primera tiene un radio de 25 cm y la segunda de 75 cm.
Cuando la primera ha dado 300 vueltas, ¢cuantas vueltas
habra dado la segunda?

Seis personas pueden vivir en un hotel durante 12 dias por
792 €. i Cuadanto costara el hot el de
dias?

Con 12 botes conteniendo cada uno ¥2 kg de pintura se han

pintado 90 m de verja de 80 cm de altura. Calcular cuantos
botes de 2 kg de pintura seran necesarios para pintar una
verja simi lar de 120 cm de altura y 200 metros de longitud.

11 obreros labran un campo rectangular de 220 m de largo

y 48 de ancho en 6 dias. ¢Cuantos obreros seran necesarios
para labrar otro campo analogo de 300 m de largo por 56 m
de ancho en cinco dias?
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|E| Seis grifos, tardan 10 horas en llenar un depodsito de 400

m3 de capacidad. ¢Cuantas horas tardaran cuatro grifos en
llenar 2 depédsitos de 500 m3 cada uno?

De los 800 alumnos de un colegio, han ido de viaje 600. ¢Qué
porcentaje de alumnos ha ido de viaje?

I Aladqui rir un vehiculo cuyo precio es

un descuento del 7.5%. ¢Cuanto hay que pagar por el
vehiculo?

BEI precio de un ordenador es de 1200 €
qgue pagar por él si el IVA es del 16%?

10 |Al comprar un monitor que cuesta 4 50 € nos hacen
descuento del 8%. ¢ Cuanto tenemos que pagar?

11 | Se vende un articulo con una ganancia del 15% sobre el

precio de <costo. Si se ha comprado en
de venta.

12 | Cuél sera el precio que hemos de marcar en un articulo

u

S i

n

80

cuyacompra ha ascendido a 180 € para ganar

10%.

13 | ¢Qué precio de venta hemos de poner a un articulo

comparado a 280 €, para perder el 12 %
venta?

14 |[Se vende un objeto perdiendo el 20% sobre el precio de

compra. Hallar el precio de venta del citado articulo cuyo
val or de compra fue de 150 €.
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15. A Emma le pagan $8.00 la hora de mecanografia, y en la siguiente tabla
Se muestran sus ingresos.

a. ¢Cuanto gana Emma por un trabajo de 40 h semanales?

Horas (b) )2 3 4 5

Salarios (s) | 8| 16 | 24 | 32| 40

b.¢Cual es la constanted e proporcionalidad?

16. Sara tiene un trabajo de medio tiempo en un restaurante y le pagan
$5.50 por cada hora que trabaja. Ella hizo la tabla siguiente para reflejar sus
ganancias, pero necesita que le ayudes a completarla.

a. Llena los registros falta  ntes de la tabla

Horas trabajadas Dinero ganado
1 $5.50
4
$38.50
?i 542.63
4
b.Si Sara trabaja  h horas, entonces, en términos de h, ¢cuanto ganara?
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o

>

A una velocidad de 40 km por hora, un automévil emplea 8 horas y 15

Situacion

Problema

3

minutos en recorrer el trayecto de una ciudad a otra.
a. Establezca una ley de formacion o modelo

relacion entre la velocidad y el tiempo empleados para realizar dicho
recorrido.
b. Haga una grafica que ilustre esta situacion.
c. ¢Cuéanto tiempo aproximadamente se hubiera tardado en
recorrido si aumenta la velocidad a 78 km por hora?

- Andlisis de la actividad

Cuando se estudia un fendmeno se debe emplear formas de representacion
gue permitan un acercamiento inicial

comportamiento de los

gue permita establecer una

hacer el

para comprender y predecir el

elementos involucrados.

Se puede deducir facilmente que si se duplica o triplica la velocidad, se

disminuye en la mitad o la tercera parte el tiempo empleado para hacer el
recorrido. A la vez, si se disminuye la velocidad a la mitad, el tiempo se

duplicar ia. Si se retoman las ideas anteriores se puede construir una tabla
que resuma en forma numeérica lo discutido como por ejemplo:

Velocidad

km
h

10

15

30

60

90

120

Tiempo

h

24,75

16,5

8,25

4,125

2,75

2,0625

Nota: Para un correcto manejo de las unidades de medida, se expresa 8 horas
y 15 minutos en su forma decimal 8,25.
intentar
aumenta la velocidad a 78 km por hora. En efecto, si se aumenta a esa

velocidad, dicho valor se encuentra entre 60 y 90 km por hora, por lo que el

tiempo requer ido es un valor muy cercano a 3 horas.

est

mar

——

el

200

En la ta bla anterior, ya se puede

t

e mpo

qgue

t ar da

'

e

n



#
COLEGONACONALDEDUCEION ADISANCA

Su representacion grafica seria la siguiente

Velocidad
t mis
1401
1201 4[2 06, 120)
1001
J275,90)
H‘
(.12, 60)
&0 -
1 (8,25, 30)
L]
201 165, 15) (24.75,10)
L ]
] 2 i L ] 10 12 ] 16 18 pi | n H 13

Tiempo
S

Observe que aqui también se puede aproximar el tiempo que hubiera
tardado en hacer el recorrido si aumenta la velocidad a 78 km por hora.
Como aumenta la velocida d a 78 km por hora, en la representacion grafica
se puede observar que el tiempo empleado para hacer el recorrido es un
valor muy cercano a 3 horas.

»~ Velocidad

m/s
1604
140 1
120 J[2.05.120)
1004
(2.75.90)
801
CLLLLLLLL -i-i-l-i-l-!--l? t412. En}
604 H
401
8:25,30)
204 (165, 15)
H L ]
ﬂ v é L T b v L L L Ll w \’
0 2 4 g 8 10 12 14 18 18 0
Aprodmadamente 3 horas
Tiempo

5
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Si se pone en juego la habilidad de reconocer patrones y comportamientos
en los datos descritos anteri  ormente, se puede observar que el producto de

la velocidad y el tiempo es constante. En efecto

Velocidad ‘ifﬂ 10 15 30 60 90 120
Tiempo /! 24,75 16,5 8,25 4,125 2,75 p,0625
Producto 247,5 247,5 247,5 247,5 247,5 247,5
De ese modo, si se designa con t el tiempo que dura en realizar el recorrido y
v la velocidad, se puede establecer la ley de formacion gue relaciona las
, 247,5 247,5
vari ablescomo vt 247,5 o v= ot = }
v
Generalizando, la representacion algebraica de magnitudes inversamente

proporcionales se caracteriza por tener la forma

Nota El producto de dos magnitudes
inversamente proporcionales es
constante.

k
y =— con k constante
X

Para esta activi dad, se puede afirmar que la constante de proporcionalidad
inversa entre las variables es 247,5, la cual en el contexto del problema
corresponde a la distancia en metros del recorrido. Asi, se podria determinar

mMas precisamente cuanto tiempo se requiere pa ra hacer el trayecto si la
velocidad alcanza los 78 km por hora:

vt 247,5

789t =247,5

t:24_7’5
78

t= 1—65 -3—9 Horas
52

52

No es correcto responder que se tarda aproximadamente 3,17 horas, pues
podria prestarse para confusiones. Por eso, es importante considerar las
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diferentes formas  de representar un numero que ofrece la calculadora para

ver cual de ellas permite brindar una respuesta mas comprensible. Se
considera factible utilizar la representacion de un numero mixto para
determinar cuantos minutos se le afiaden a esas 3 horas. Como una hora
equivale a 60 minutos, se tiene que

S de 60 minutos equivale a 5%‘”60 :101% min . Ahora, un minuto equivale a

52

.5 . . 5 1
60 segundos, asi 13 de 60 min equivale a EﬂGO =231—33eg .Conloquea78
km por hora se tarda aproximadamente 3 horas, 10 minutos y 23 segundos.

La Clave

Proporcionalidad inversa

Dos magnitudes inversamente proporcionales son aquellas que al
multiplicar una de ellas por un numero, la otra queda dividida po rel
mismo, y al dividir una por un nimero la otra queda multiplicada por ese

mismo numero.

Por ejemplo, si 4 hombres hacen una obra en 6 dias, 8 hombres harian la

obra en 3 dias y 2 hombres harian la obra en 12 dias. Otras magnitudes
inversamente proporc ionales son:

1 Los dias de trabajo y las horas diarias que se trabaja.
7 La velocidad de un mdévil y el tiempo empleado para recorrer un

camino.
1 El volumen de un gas y la presion atmosférica (Ley de Boyle).
1 La fuerza de atraccion gravitacional entre dos cu erpos y el

cuadrado de la distancia entre ellos (Ley de Gravitacion Universal).
A
4 .
< = Ejemplos
3% e
1. Si 3 hombres necesitan 24 dias para hacer un trabajo, ¢ cuantos dias emplearan 18
hombres para realizar el mismo trabajo?

En este caso a doble nimero de trabajadores, el trabajo durara la mitad; a triple nimero
de trabajadores, el trabajo durara la tercera parte, etc. Por tanto,

las magnitudes son inversamente proporcionales (también se dice que son
indirectamente proporcionales)

Formamos la tabla:
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Hombres 3 G ]

18

Dias 24 12 ]

Vemos que los productos 3 por 24 =6 por 12 =9 por8 =72
Por tanto 18 por x = 72
O sea que los 18 hombres tardaran 4 dias en hacer el trabajo

Noétese que aqui la constante de proporcionalidad, que es 72, se obtiene
multiplicando las magnitudes y gue su producto sera siempre igual.

Importante:

Como regla general, la constante de proporcionalidad entre dos
magnitudes inversamente proporcionales se obtiene multiplicando
las magnitudes entre si, y el resultado se mantendra constante.

2. REGLADE T RES SIMPLE INVERSA (O INDIRECTA)

Un ganadero tiene forraje suficiente para alimentar 220 vacas durante 45
dias. ¢ Cuantos dias podra alimentar con la misma cantidad de forraje a 450
vacas?

Vemos que con el mismo forraje, si el nimero de vacas se duplica, te
para la mitad de dias; a triple nimero de vacas, tercera parte de dias, etc.
Por tanto, son magnitudes inversamente proporcionales

X = numero de dias para el que tendran comida las 450 vacas

N? de vacas 220 450

N? de dias 45 X

Se cumple que: 220 por 45 = 450 por X,
de donde
En la practica esto se suele disponer del siguiente modo:

22045
X=— =

22
450

ndra

204

——
| S—




v

COLEGONACONALDEDUCEION ADISANCA

220 varcas tiernen para 45 dias | 220vacas 45 dfias N 290 45 5
r= =
450 vacas tienen para x dias |450vacas x dias 4450
Luego 450 vacas podran comer 22 dias
Esta forma de plantear y resolver problemas sobre proporciones se
conoce con el nombre de  regla de tres simple inversa
3. Para envasar cierta cantidad de vino se necesitan 8 toneles de 200 litros

de capacidad cada uno. Queremos envasar la misma cantidad de vino
empleando 32 toneles. ¢ Cual debera ser la capacidad de esos toneles?

— =350
32

32 ioncles x fitros

B fonelss 200 fz'.fms} 2 200
xX= =

Pues la cantidad de vino = 8 por 200 = 32 por X

Debemos tener 32 toneles d e 50 litros de capacidad para poder envasar la
misma cantidad de vino

4. 15 obreros trabajando 6 horas diarias, tardan 30 dias en realizar
un trabajo. ¢Cuantos dias tardaran en hacer el mismo trabajo 10
obreros, empleando 8 horas diarias?

8 Doble nimero d e obreros trabajando el mismo namero de dias trabajaran
la mitad de horas al dia para realizar el trabajo. Por tanto el nimero de
obreros y el numero de dias de trabajo son inversamente proporcionales.

8 Doble numero de horas diarias de trabajo el mismo nu mero de obreros
tardaran la mitad de dias en realizar el trabajo. Luego el nimero de horas

diarias de trabajo y el niamero de dias de trabajo son inversamente
proporcionales.

Hemos relacionado las dos magnitudes conocidas, n°® de obreros y n°® de
horas diaria s de trabajo, con la cantidad desconocida, n° de dias de trabajo

SABEMOUS QUE 15 obreras irabajando & horas diarias m 30 dias
: trabajando .y tarde ,
RECUCCION A LA UNIDAD] obrero & horas diarics ————— 30.15= 450 dias
| obrers —130AARA0 1 4 vg digria —29% s 450 6 = 2700 dias
trabajando o tardan _ ;
BUSQUEDA DEL 10 abreras 1 hora diaria T = 270 dias
RESULTADC trabajanda tardan 270
10 obreras

B horas diarics —————— ? = 3375 dias

Por tanto, 10 obreros empleando 8 horas diarias tardaran 33,75
dias.
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Ejercicios

1. Calcula la constante de la proporcionalidad inversa y completa la tabla

X 8| 2 x | 2 4 X 5 0.5 ¥ |24 B
Vi 3 4 v | 6 [1.2 Yy | 4 [258 ¥ 3 36
constante: constante: constante: constante:

2. El area de unrectangul o mide 60cmz. Halla 12 posibilidades para el
largo y el ancho del rectangulo y pon las medidas en la siguiente tabla.
Los numeros deben ser nUmeros enteros

largo
ancho

3. Elabora dos tablas de proporcionalidad inversa donde la constante en la
tabla Asea36yenlat ablaB sea 120.

X x

¥ ¥

A B

4. Un coche recorre hace un recorrido en 3 horas marchando a una
velocidad de 100 Km/h. ¢ Cuantas horas tardaria si va a una velocidad
de 150 Km/ h.?

5. Un carpintero construye 9 mesas en 3 dias trabajando 6 horas al dia.
¢, Cuantos dias neces itara para hacer el mismo nimero de mesas si trabaja
9 horas al dia?

6. Calcula el numero de dias que hubieran necesitado 20 obreros para
hacer un trabajo que otro grupo de 30 necesit6é 10 dias

7.Cuatro operarios pintan una pared en 5 horas. ¢Cuanto tardaran diez
pintores en realizar la misma tarea?

8. Cinco trabajadores siegan un campo en 6 horas. ¢ Cuanto tardaran en segar
ese campo 3 trabajadores?
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A Nuestro primer

desafio matematico,

" Capitulo IV Estadistica | tneeonispea
Probabilidad

Objetivos
Al finalizar el capitulo el estudiante debera estar en capacidad de:

1. Analizar informacion estadistica que ha sido resumida y presentada en
cuadros, grafic as u otras representaciones vinculadas con diversas areas.
2. ldentificar los conceptos: unidad estadistica, caracteristicas o variables,
observaciones o datos, poblacion y muestra, para problemas estadisticos
vinculados con diferentes contextos.

3. Identi ficar el tipo de dato cuantitativo o cualitativo correspondiente a una
caracteristica o variable..

4. Utilizar representaciones tabulares para resumir un conjunto de datos

5. Determinar medidas estadisticas de resumen: moda, media aritmética,
maximo, mini  mo y recorrido, para caracterizar un grupo de datos.

Conceptos clave

1. Cuantitativas 4. Moda 7.Promedio
2. Cualitativas 5.Maximo 8. Mediana
3. Variables 6. Minimo 9. Frecuencias
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& Introduccion

En la Primaria se cultivé la adquisicién de importantes
| / destrezas relacion adas con el analisis de datos y habilidades
\%" : para recolectar, resumir y presentar la informacion.
~ 'y También, se introdujo el analisis intuitivo
\/ de situaciones aleatorias y la determinacion de
probabilidades a un nivel basi  co. Estos elementos
constituyen un insumo fundamental para articular un
trabajo m a&s especializad o durante este ciclo.  Es conveniente tener presente

gue las y los estudiantes provienen de con textos educativos diversos, por lo
tanto es necesario establecer una base comun en cuanto a conceptos y
habilidades bésicas. Por esta razén, este ¢ iclo comienza con una
estandarizacion o nivelacion, el establecimiento de un lenguaje comun sobre

los conceptos basicos y la formalizacién de algunas definiciones.
Asi serd viable fortalecer integralmente las habilidades previas sobre
recoleccion, resumen, presentacion y analisis de informacion. Al mismo

tiempo se profundizara en el estudio de las situaciones aleatorias y el célculo
de probabilidades, con nuevos conceptos y el for talecimiento de los
adquiridos. No se pretende formar especialistas en el anal isis estocastico

(Estadistica y Probabilidad ), sino propiciar  una cultura en la comprension, la
valoracion y el uso adecuado de la informacion
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.. Situacién Problema
Reflexione sobre las siguientes preguntas y encuentre posibles r espuestas:
1. ;Qué es la Estadistica?
2. ¢Para qué sirve la Estadistica?
3. ¢En qué areas del conocimiento o campos laborales se utiliza Estadistica?
4. ¢Por qué la Estadistica se puede vincular con otras é&reas del
conocimiento?
5. ¢ Qué son datos?
6. ¢Para qué sirven los datos?
7. Mencione situaciones en las que se requiere utilizar datos.
8. Indique algunas situaciones cotidianas en las que se utilizan conceptos
estadisticos.
9. ¢ Qué es la Probabilidad?
10. ¢ Para qué sirve la Probabilidad?
11. ¢ En qué areas del conocimiento o campos laborales se utiliza
Probabilidad?
12. Indigue algunas situaciones cotidianas en las que se utilizan conceptos
probabilisticos.
13. ¢Cual es la importancia de generar aprendizaje en conceptos de
Estadistica y Probab ilidades desde los primeros afios de escolaridad?

14. ¢ Qué habilidades y destrezas en Estadistica y Probabilidades piensa usted
que requiere un ciudadano?

Andlisis de la Actividad 1
La reflexion sobre las preguntas anteriores es f undamental si se desea
orientar un proceso de ensefianza y aprendizaje de la Estadistica y la
Probabilidad. Especificamente en Estadistica, se debe tener claro que esta
disciplina es mucho méas que simples técnicas y métodos para calcular o
resumir informaci  6n, sino que es una ciencia que analiza la forma en que la
informacion debe ser utilizada para orientar la comprension del entorno del
que provienen los datos y, por ende, facilitar la argumentacion y la toma de
decisiones con base en esa informacion.
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Debido al papel de la Estadistica como disciplina fundamental en la utilizacion

de la informacion para la comprension del entorno, su ensefianza ha tomado

auge a nivel mundial y esta incluida en los curriculos educativos de primaria

y secundaria de la mayoria de paises. Estadistica Generalidades acerca de la
ensefianza de la Estadistica y la Probabilidad . En Costa Rica, la Estadistica
se incluy6 dentro del programa de estudio de los tres ciclos de la Educacion
General Basica desde 1995; sin embargo, son pocos | os docentes que
desarrollan estas teméticas en sus clases y en otras ocasiones los imparten

de manera superficial, ya sea por falta de tiempo, para dar mayor énfasis a

otros temas matematicos que consideran mas importantes, o porque no han

recibido una ade cuada formacion para ensefiar esta disciplina.

Conscientes de que la Ensefianza de la Matemética es un pilar fundamental

en la educacion del ciudadano y que el area de Estadistica es una poderosa
herramienta para la resolucién de problemas cotidianos, el nu evo curriculo
educativo de matematicas incluye un mayor énfasis en esta disciplina.

Respecto a la Probabilidad, segun Batanero (2001) la intuicion tiene un papel
determinante, dado que los modelos intuitivos tienen dos grandes funciones:

desde edades temp ranas permite que el nifio comprenda el entorno por sus
propios medios antes de ser capaz de entender la complejidad del modelo
matematico y ademas, prepara el conocimiento analitico que tendra que
emplear posteriormente.

Al terminar la instruccion bésica, el estudiante debe s
inteligente y conocer suficiente acerca del origen de los datos y el tipo de
razonamiento utilizado en el andlisis de los mismos, ya sea que el individuo

los obtenga de manera personal o los tome de alguna fuente en particular.
En esta seccidn se analiza una serie de conceptos elementales vinculados con

la Estadistica y la Probabilidad, cuya comprension viene a favorecer la
interpretacion de las situaciones de aprendizaje que se estaran desarrollando
alolargo deld ocumento.

Debido a que en el ambito preuniversitario no se pretende formar
estadisticos profesionales sino potenciar una cultura estadistica vy
probabilistica que le permita al joven aprovechar la informacion que se
genera en el entorno para favorecer el a nalisis, la argumentacion y la toma
de decisiones , los programas vigentes Unicamente incluyen elementos de
Estadistica descriptiva.
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Nociones basicas de Estadistica

, Situacion Problema
]

] La noticia siguiente fue publicad a en el periédico La Nacion del 10
de mayo del 2011 . http://www.nacion.com/2011 -05 -

10/Tecnologia/UltimaHora/Tecnologia2774169.aspx

EE. UU.: 7,5 millones de usuarios de Facebook tienen menos de 13

afilos  Washington (AFP). De los 20 millones de menores usuar ios de

Facebook en Estados Unidos, 7,5 millones tienen menos de 13 afios, de los

cuales un millén han sido intimidados, hostigados o0 amenazados a través de

esta red social, revel6 un estudio publicado el martes.

El aflo pasado, mas de 5 millones de usuarios de Facebook tenian 10 afios o

menos. En general, fueron autorizados a usar la red social sin haber sido

vigilados por sus padres, segun el estudio del grupo de defensa de

consumidores Consumer reports. Las amenazas a las que se exponen estos

nifos van desd e deseos malintencionados hasta acoso sexual, expresa el

informe.  Facebook pide a sus usuarios tener al menos 13 afios para poder

inscribirse. Pero muchos nifios, con o sin la complicidad de sus padres, se

abren cuentas con una fecha de nacimiento falsa.

Los padres de los nifios de 10 afios o menos "parecen desentenderse

bastante" del uso que sus hijos le dan a la red social, porque piensan que un

nifio esta menos expuesto a amenazas en Internet que un adolescente,

indica el estudio.

Pero mientras un nifio de 10 aflos podria no interesarse en descargar

pornografia de la red, "necesita una proteccion frente a los riesgos que trae

Internet, como las invitaciones enviadas por adultos desconocidos”, destaca

el informe.

Mas de cinco millones de hogares estadounidens es recibieron amenazas a

través de Facebook el afio pasado. Han sido victimas de virus informaticos,

robos de identidad y hostigamientos, informa el estudio que entrevistdo a

2.089 hogares en el pais.

El grupo de consumidores pide a Facebook reforzar la vig ilancia para reducir

el numero de nifios inscritos en la red social.

Con base en la lectura conteste las siguientes preguntas:

¢, Qué problematica social se esta denunciando en la noticia?

¢ Quiénes estan sufriendo esta problematica?

¢,Cuales son las caract eristicas de los afectados

4
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nalisis de la actividad 2
Aunque la noticia esta referida a una problematica social que afecta a los
Estados Unidos, la realidad costarricense no se debe alejar mucho de lo
descrito en esta noticia.
La problemética so cial que se aborda es la amenaza que representan las
redes sociales para los nifios menores de 13 afios y el desentendimiento de
sus padres. Los afectados son nifios menores de 13 afos, los cuales no son
supervisados por sus padres cuando navegan en las redes sociales.
Es importante que el estudiante pueda extraer informacion presente en
diversos medios de comunicacion, fomentando asi la comprension de lectura.
El estudio aqui descrito se realiz6 en los Estados Unidos en esta noticia
solamente se describen al gunos resultados; sin embargo, el trasfondo es
muy amplio, ya que es casi imposible que pudieran entrevistar a todos los
nifos menores de trece afios que utilizan las redes sociales, lo que hace
pensar que utilizaron algunos mecanismos para la recolecciéon y tratamiento
de la informacion de modo que les permitiera generalizar los resultados
obtenidos sobre la poblacién estadounidense.
El analisis de situaciones como la descrita en este reportaje son importantes
insumos para llevar a cabo discusiones en el au la, ya que no solo favorece la
extraccion de informacion sino que puede generar reflexiones entre el
profesor y los estudiantes sobre temas de actualidad que se involucran con el
contexto en el que se desarrollan los nifios y jévenes. Ademas, si se generan
estas discusiones el estudiante se dara cuenta que la informacion y el
tratamiento estadistico de la misma son una herramienta para entender la
sociedad en la que vivimos

Situacién Problema

Reflexione sobre las siguientes preguntas

Lea cuidad osamente la siguiente informacion:

En una institucion de educacion secundaria, el director necesita conocer el

nivel socioecondmico de los nucleos familiares de sus estudiantes para
informar la situacion al Ministerio de Educacion Publica y conseguir con esto
mayor ayuda econdémica para algunos estudiantes.

Para ello decide llevar a cabo una encuesta, donde consulta a los padres o
encargados de los estudiantes, entre otras cosas:

» El nimero de personas asalariadas pertenecientes al nucleo familiar.
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 El salario neto mensual de las personas que conforman el nucleo familiar.
» Sexo del jefe del nacleo familiar.

* EIl nivel de escolaridad que tiene el padre, la madre o el encargado del
estudiante.

« El nUmero de personas en primaria, secundaria o en educac ion superior
gue conforman el nucleo familiar.

 Sila vivienda donde habitan es alquilada, prestada o propia.
« Area de construccion de la casa.
* El nimero de personas pertenecientes al nucleo familiar, entre otras.

Después de recolectar los datos, el director los resume, analiza y presenta en
un informe a la Direccion Regional de Educacion correspondiente.

Con base en la situacion planteada conteste cada una de las siguientes
preguntas:

1. ¢ Cudl es la situacion problema a la que tiene que darle re spuesta el
director de la institucion?

2. ¢ A quién o quienes describira la informacion recolectada en el estudio?
3. ¢ Qué estrategia podria seguir el director para la recoleccion de la
informacion?

4. ¢ Cuales son las caracteristicas que se van a analiza r?

5. ¢ Qué tipo de datos (numéricos o no numeéricos) se tendran al final de la
recoleccion?

6. ¢ Qué estrategias puede utilizar el director con los datos obtenidos para
llevar a cabo un analisis respectivo y comunicar el mensaje de la mejor
manera posible?

Analisis de la Actividad 3
La situacion problema que el director de la institucion quiere resolver es
conocer el nivel socioecondémico de las familias que tienen a sus hijos en
dicha institucion, para informar al Ministerio de Educacion Public a.
La informacion que se recolectara describe el nivel socioecondmico de los
nacleos familiares de los estudiantes de la institucion.
La estrategia de recoleccién de informacién puede ser la encuesta, que se

aplicara a todas las familias que tienen a sus hijos en la institucion.

Las caracteristicas del nucleo familiar sobre las que se va dirigir el analisis

son:

* NUmero de personas asalariadas perteneci en
e EI salario neto mensual de | as personas qu
e Sexo del jefe del nacl eo familiar

 EI ni vel de escolaridad que tiene el padr e
estudiante.
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 EI namer o de personas en primaria, secundar.i @
gue habitan en la vivienda.

e La condi ci 0 madbrele Halwtanvalqwilade, prestada o propia.
« Area de construcci on de |l a casa.
 EI namer o de personas que habitan en | a Vi Vvie

El listado anterior incluye tanto informacién numérica como de cualidades o
caracteristicas. Esto pues no sélo los as pectos numericos son relevantes para
este estudio sino que caracteristicas como la condicion de la vivienda, nivel

de escolaridad, entre otros, son también de trascendencia para el analisis
integral de la situacion.

Por otro lado, el director de la instit ucién debe prever desde el inicio de su
estudio, que los datos que obtendra tienen importantes diferencias entre los
diferentes nudcleos familiares, es decir se espera que exista gran variabilidad
en los datos, por lo que requiere indagar acerca de las estr ategias que
existen para el resumen, presentacion y andlisis estadistico de los mismos.

Permanentemente recibimos informacion referente al area en que
trabajamosy es n

—
L4

J La clave

,-.\s;,;, ESTADISTICA

Unidad elemental o unidad estadistica

En prime r lugar en todo estudio estadistico se requiere tener muy bien
definida la unidad basica que va a proporcionar la informacion necesaria. En

la Actividad 3, la informacion recolectada proviene del nucleo familiar de los
estudiantes de la institucion educati va, por lo que él representa la unidad
bésica de estudio. Esta unidad béasica de estudio normalmente recibe el
nombre de unidad elemental o unidad estadistica.

Caracteristicas o variables

En una situacion o estudio particular, una vez establecida la unidad
estadistica, solamente algunas de sus particularidades son objeto de estudio,

es decir, dentro de todos aquellos aspectos que caracterizan a la unidad
elemental Unicamente interesan los que se relacionen con el propdsito del
estudio. En la Actividad 3 se e  stablecieron varias caracteristicas que fueron
listadas: niumero de personas asalariadas pertenecientes al nucleo familiar,

el salario neto mensual de las personas que conforman el nucleo familiar,
entre otras. Como se cité anteriormente estas particularida des pueden ser de
naturaleza cuantitativa o numérica y también cualitativa, debido a que
corresponden a cualidades de las unidades estadisticas. Independientemente
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de su naturaleza tradicionalmente se les llama caracteristicas de las unidades
estadisticas. No obstante, debido a que el valor de una caracteristica varia de
una unidad estadistica a otra y esta variabilidad se convierte en la principal
fuente de analisis estadistico, se acostumbra catalogar a las caracteristicas
con el nombre de variables.

Obs ervacion o dato

En la Actividad 3, al momento de aplicar el cuestionario, cada uno de los
nucleos familiares proporciona informacion para cada una de las
caracteristicas o0 variables en estudio, estos valores se denominan
observaciones o0 mejor aun datos. Es decir una observacion o dato
representa el valor numeérico o la cualidad o categoria que se obtiene de una

unidad estadistica para una variable en particular. Por ejemplo, para la
variable nimero de personas que habitan en la vivienda, los datos pueden

ser 1, 2, entre otros; mientras que para la condicion de la vivienda las
observaciones pueden ser alquilada, prestada o propia. Por lo anterior, para

cada caracteristica o variable de interés en un estudio, los dato s estadisticos
son conjunto  Estadistica Nociones béasicas de Estadistica nameros o de
categorias correspondientes a las observaciones o respuestas obtenidas en el

andlisis de las diferentes unidades estadisticas incluidas en el estudio.

Por lo anterior, un dato aislado, si no se compara con otros dat 0S no se
considera como una observacion estadistica.

Poblacion

Por lo que se ha venido sefialando, un estudio de naturaleza estadistica
involucra una cantidad grande de unidades estadisticas; todas ellas son

objeto de estudio. En este sentido, la totalidad de unidades estadisticas
recibe el nombre de poblacion en estudio. En la Actividad 3, la poblacion esta
representada por los nucleos familiares de todos los estudiantes de la
institucion.

En general, una poblacion puede ser finita, infinita o indeterminada . Un
ejemplo de un caso de poblacién finita corresponde al problema que se cit

en la Actividad 3.

Un ejemplo  de poblacién indeterminada se plantea en el siguiente ejemplo:

Una empresa que fabrica enlatados de palmito desea analizar si la cantidad

de prod ucto por enlatado se ajusta a lo que se incluye en la etiqueta que son

500 ml. El estudio es urgente pues se ha presentado una demanda, donde se
afirma que estan vendiendo menos producto del que se supone. Debido a

que la empresa no puede parar el proceso de produccién para hacer el
estudio, como las unidades estadisticas son los enlatados producidos y la
variable de interés es la cantidad de palmito por enlatado, resulta imposible
determinar la cantidad total de enlatados, entonces se dice que la poblacion

es indeterminada.
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Un ejemplo de una poblacion infinita se puede observar en la siguiente
situacion hipotética:

Con la intencion de determinar el uso que se le da al suelo en el pais, se ha
decidido seleccionar aleatoriamente diferentes puntos de coord enadas (X,y)
(x: latitud, y: longitud) sobre el territorio nacional e identificar el uso que se

le da a la tierra en ese punto particular. Aunque el problema es hipotético,

puede notarse que la unidad estadistica es un punto de coordenadas (X,y)

sobre el t erritorio nacional, debido a que este punto se elige dentro del
continuo de puntos territoriales de Costa Rica. La poblacién de interés es
entonces infinita

Permanentemente recibimos informacion referente al area en que
trabajamos y es necesario hacer us o de ella, puesto que sera util para el

proy ecto en que estamos trabajando. La informacién es importante para la
toma de decisiones en mucho s problemas. Para esto necesitamos un
procesam iento adecuado de los datos de, para que nos arroje conclusiones
certe ras. En cas o contrario, si no se aplica un buen procesamiento, es posible
gue en base a los resultados tomemos una mala decision.

La Estadistica es la rama de la matematica que estudia los métodos de
recoleccion, de clasificacion, de ordenamiento, de anali sis y de interpretacion

de la informacion obtenida en un estudio o en una investigacion. Se clasifica
en Estadistica Descriptiva y en Estadistica Inferencial, definiciones que se
analizardn mas adelante

En resumen : CONCEPTOS BASICOS: POBLACION, MUESTRA Y
UNIDAD ESTADISTICA.

f POBLACION: La poblacion de una investigacion es el conjunto de todos los
elementos en los que estudia una determinada caracteristica. Los
elementos pueden ser objetos, animales, personas. Por ejemplos, una
poblacién pueden ser los estudiantes del Liceo de Escaz(, y una
caracteristica, su estatura.

A
< & EJEMPLOS
PVA
1) Los Estudiantes de Tercer Ciclo de la Ensefianza General Basica
Abierta en San José.

2) Los alumnos de las Escuelas Nocturnas de Costa Rica.
3) Todos los nifios nacidos  en el 2008.

4) Los clavos producidos por la maquina A.
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1 MUESTRA: Una muestra de una poblacién es un subconjunto de ella.
En un estudio, se utiliza una muestra cuando es imposible analizar
todos sus elementos, ya sea por el costo, por la falta de tiempo,

porque es muy grande o infinita..
A

<?C)4,§JEMPLOS

A

1) Los estudiantes de la seccion 8 — 11 del Liceo de Escazd.

2) Los estudiantes del Liceo de Escazu que viven en San Rafael.

9 UNIDAD ESTADISTICA:
una muestra es cada
vAg¢
<(_JZEJEMPLOS
v

1) 6 niflos nacidos en Bebedero en el afio 2003.

una unidad estadistica de una poblacion o de
elemento de ella.

)~

2) 30 tornillos producidos por la maquina C.

3) 5 estudiantes de la seccién 8
78 en la prueba de matematicas.

— 9 del Liceo de Escazu que obtuvieron

4) Lea El siguiente cuadro

Situ acién Poblacion Muestra Variable

Un dentista desea conocer la Todas las 30 de las calidad de las
calidad de las calzas que él calzas calzas calzas
realiza. Para saberlo, somete a puestas por |puestas por
prueba 30 de todas las calzas el dentista el dentista
realizadas el dltimo mes

Un liceo desea conocer el nivel Los Un grupo de | el nive | de
de conocimientos en inglés que estudiantes |la conocimientos en
tienen todos los estudiantes del liceo institucion inglés
para lo cual se decidié pasar
una encuesta a un grupo de
ellos.

En una editorial, para libro de las paginas | calidad de la
determinar la calidad de la texto de con impresion de un
impresion de un libro de texto 200 numeracion |libro de texto de
de 200 paginas, se procedio a paginas, impar. 200 paginas
revisar las paginas con
numeracién impar.

(2 )
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el nUmero 75 Nivel de

El MEP necesita determinar el de privados |presidiarios |analfabetismo de
numero de privados de libertad de li bertad los presidiarios

del centro penitenciario La del centro

Reforma que no saben leer ni penitenciari

escribir por lo que se consultan olLa

75 presidiarios. Reforma
Todo estudio o investigacion tiene como referencia un conjunto de unidades

de estudio o0 elementos que pueden ser personas, animales, empresas,
organ izaciones, objetos, etc.

Una poblacion  es el total de las unidades de estudio para una caracteristica

comun. Cada una de las unidades de estudio se llama elemento  de la
poblacién. Toda poblacién es finita, si posee un numero limitado de
elementos o infi nita si posee un numero ilimitado de ellos. Una muestra es

una parte de la poblacion de estudio.

Las unidades de estudio de una poblacion poseen una propiedad en comudn
que se llama caracteristica . Luego, la poblacion incluye todas las
observaciones para una misma caracteristica.

La caracteristica observada para cada una de las unidades de estudio de una
poblacién se llama  variable
Las variables se clasifican en:

1. Variables cuantitativas . Son aquellas caracteristicas medibles como:
temperatura, peso, edad, etc. Al numero referido a la variable
cuantitativa se llama  dato estadistico

2. Variables cualitativas o atributos : Son aquellas caracteristicas no
medibles como: estado civil, el color de los ojos, profesion, la
nacionalidad, etc. Un atributo admite distintas formas de presentacion,
las cuales se llaman modalidades . Por ejemplo, las modalidades del

estado civil de una persona son: soltero, viudo, casado.
Las variables cuantitativas se clasifican en:

1. Variables discretas: Son aquellas que no pueden tomar dos valores
comprendidos entre dos enteros consecutivos como por ejemplo: el
namero de obreros de una fabrica, el nimero de hermanos.

2. Variables continuas: Son aquellas que pueden tomar cualquier valor
dentro de un intervalo de numeros reales como p or ejemplo: la estatura,
peso, promedio de notas obtenidas por un estudiante.
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<‘O‘> Ejemplos
Clgsmque las siguientes variables en cualitativa, cuantitativa discreta o
cuantitativa continua

Cuantitativa

Caracteristica

Cualitativa

Discreta

Cont inua

Raza de perros

X

Gastos semanales de una
compafiia
(excesivos, moderados, bajos)

X

La temperatura de un
estudiante

La condicidon socioecon6mica
de una familia
(alta, regular, baja)

Duracion de una llamada
telefénica

Extension , en = de un terreno

Sueldo mensual de una
persona

Clases de insectos

Cantidad de personas de una
familia

El nUmero de camisas de un
armario

El mes en que cumple afios
los estudiantes de un
grupo de noveno

El equipo de futbol preferido
de un grupo

Especies de arboles

Distancia recorrida por un
carro

Velocidad de un avién

NUmero de perros en una
familia

Edad de una persona(nifio,
joven, adulto, anciano)

Cantidad de materiasqu e
aprueba un joven
en un trimestre

Ingresos recibidos
anualmente por una empresa

Religion que se profesa

——
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3. Considere las siguientes situaciones y determine la poblacion, muestra, y
la variable en cada caso

Situacion Poblacién Muestra Vari able

Un dentista desea Todas las 30 de calidad de las
conocer la calidad calzas puestas |las calzas
de las calzas que él |por el dentista calzas
realiza. Para puestas
saberlo, somete a por el
prueba 30 de todas dentista
las calzas
realizadas el ultimo
mes

Un liceo desea Los Un el nivel de
conocer el nivel de  |estudiantes del [grupo de |conocimientos en
conocimientos en liceo la inglés
inglés que tienen institucio
todos los n
estudiantes para lo
cual se decidi6
pasar una encuesta
a un grupo de
ellos.

En una editorial, libro de texto las calidad de la
para determinar la de 200 paginas, |paginas |impresion de un
calidad de la con libro de texto de
impresion de un numerac |200 paginas
libro de texto de ion
200 péaginas, se impar.
procedio a revisar
las paginas con
numeraciéon impar.

El MEP necesita el namero de 75 Nivel de
determinar el privados de presidiar |analfabetismo de los
namero de libertad del ios presidiarios
privados de centro
libertad del centro penitenciar io La
penitenciario La Reforma
Reforma que no
saben leer ni
escribir por lo que
se consultan 75
presidiarios.

[ 220 }




#
COLEGONACONALDEDUCEION ADISANCA

4. En un grupo de 30 alumnos se escogio al azar el 40 % para hacer una
investigacion y de ese grupo seleccionado se observé que tenian solo un
hermano.

a. ¢Cual es la poblaciony  su tamafio?
b. ¢Cudl es la muestra y su tamafio?

Solucién
a. Lapoblacién es el grupo de 30 alumnos.
La muestra es el 40% de los estudiantes de la poblacion escogidos y el consta

de 40%-32=12

4. En una poblacion, el nimero de elementos de la muestr a al numero de
elementos de la poblacion estan en la relaciéon 2:8. Si el numero de
elementos de la muestra es 50, determine el nimero de elementos de la
poblacion.

Solucion

Sea x el numero de estudiantes de la poblacion. Luego

2 50

—=—=2x=400=x = 200.

a3 x

Asi, el nUmero de elementos de la poblacion es 200.

Ejercicios

Clasifique siguientes conceptos en poblacién y muestra.
a) Los habitantes del cantén de Heredia.

b) 10 cucharas.

c) 12 octavos del Liceo de Escazu.

d) Taxis de Costa Rica.

e) Mujeres que tienen 18 afos.
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3. .Clasifique las variables estadisticas siguientes en cualitativas y
cuantitativas

4.

a)
b)
c)
d)
e)
f)

9)
h)
)

)

k)

Llamadas telefénicas de una familia en un dia.
Duracion de llamadas telefonicas.

Precios de los libros que se venden en una libreria.
Saques de esquina de los partidos de fatbol.
Intencion del voto en las préximas elecciones.
Personas que conviven en un domicilio.
Longitud de las palabras en un texto.

Numero de estaciones de radio.

Categorias profesionales.

Areas territoriales.

Clases de insectos.

Calidad del producto.

Indique cual es la poblacién y cual es la muestra en cada caso.

a) Se desea estudiar la opinién de los estudiantes sobre la calidad del
servicio de la biblioteca del colegio, durante el presente afio.

b) Una operadora d e pensiones pretende conocer el monto por cada

uno de los afiliados.

c) La orientacion del colegio mantienen un registro de los estudiantes
matriculados para el presente curso lectivo, en cuanto su
procedencia, miembros de la familia, nivel académico y edad.

d) Se desea elaborar una lista con los estudiantes de 9 afio del colegio
para saber sobre el rendimiento académico y su condicion
socioecondémica.
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e) Se desea conocer la opinién de los ciudadanos ante el aumento de
los combustibles y su efecto en la inflacion.

f) El Ministerio de Hacienda desea saber sobre la condicion profesional
de varones y mujeres entre los 18 y 40 afos, laboralmente activos
en San Jose.

g) Al predecir la vida util de la capa asféltica de una carretera en el
centro de una ciudad, se mide el vol umen del transito a
determinadas horas para estimar cuantos automdviles y camiones
de carga pesada transitan.

h) Para abrir una sucursal en la periferia del pais, una empresa
fabricante de componentes de computadora indaga sobre el nivel
de preparacién de | os técnicos de la zona.

i) Al elegir el cultivo que plantara, la compariia analiza la frecuencia
de las lluvias en los afos anteriores.

j) Los catadores de café prueban diferentes muestras para determinar
la calidad del mismo.

k) En los adolescentes, la moda tien e gran relevancia. Por eso una
marca de zapatos deportivos hace una investigacion para conocer
las preferencias actuales este tipo de poblacion.

[) Para determinar la vi da marina en el Golfo de Nicoya , Se sacan
algunos peces en distintas zonas del mismo.
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5. Clasifique la siguiente lista de caracteristicas como variables cualitativa o

cuantitativa.

Caracteristicas

Cualitativa

Cuantitativa

1) Razas de perros

2) Gastos semanales de una compafia
(excesivos, moderados o bajos)

3) Latemperatura de un estudiante.

4) El color de los ojos de una mujer.

5) Puesto que desempefia un trabajador.

6) La condiciobn socioeconémica de un
trabajador (alta, baja, regular).

7) Edad de una persona (nifio, joven, adulto,
anciano).

8) Duracion de una llamada telefon ica.

9) Estado civil de los profesores.

10) Clases de insectos.

11) Religiéon que profesa.

12) Cantidad de gasolina requerida por
un automaovil (en litros).

13) El niUmero de camisas que hay en
un armario.

14) Consumo de  electricidad  por
vivienda.

15) El area del ¢ antén de Escazu.

16) Peso de los estudiantes.

17) Estatura de un jugador de
baloncesto.

18) La velocidad que viaja un avion.

19) Tipos de papel.

20) La altitud de un cerro.

21) Cantidad de carros que posee una
familia.

22) Ingresos familiares en colones.

23) Dista ncia recorrida por un
automovil.

24) Estatura de una persona en
centimetros.

25) Densidad poblacional de Costa Rica.

26) La escolaridad de una persona.

27) Salario de un trabajador.

28) Numero de hijos de una familia.

29) Edad de una persona en aios.

30) Mi eq uipo de fatbol preferido.
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31) El nimero de afios trabajados por
los empleados de una empresa.

32) El mes en que cumplo afos.

33) El ndmero de turistas que vienen al
pais cada afio.

34) Especies de arboles.

35) El nimero de personas que van de
romeria a Cartago.

36) El consumo de agua por vivienda en
m?3.

37) Calidad de un producto.

38) La longitud de una faja.

39) La cantidad de pintura necesaria
para pintar una casa.

40) El numero de lapiceros que hay en
una cartuchera.

Tema 3 Recoleccién de informacion
) , Situacién Problema
|

>

]

En su grup o se desea mejorar el rendimiento académico en las
materias basicas: se requiere determinar cuales materias poseen mayor
cantidad de estudiantes con menor rendimiento , asi mismo investigar
algunas técnicas de estudio efectivas para cada una de ellas

a. Constituya o como puede ud recolectar informacion que se requiere
, presente su instrumento de recoleccion y la forma de demostrar
los resultados

b. Cual sera las recomendaciones?

225

——
| S—



’

(OLEGO NACONALDEDUCHCON ADISANGA

La Clave

&;,. La recoleccibn de datos sobre algun fenédmeno que se requiera
conocer se puede desarrollar en dos formas

La experimentacion

Método por el cual las variables pueden ser manipuladas en condiciones que
permiten la reunion de datos, conociendo los efectos de los estimulos
recibidos y creados para su apreciaci on. En el experimento existe un control
directo sobre un factor de los que se va analizar. La experimentacion exige
seleccionar grupos pareados de sujetos, someterlos a tratamientos distintos,
controlar las variables y comprobar si las diferencias observad as son
significativas. La finalidad de la investigacién experimental es descubrir las
relaciones causales, descartando para ello las explicaciones alternas de los
resultados. EI método experimental suministra los datos mas convincentes si

se aplican los co ntroles adecuados. En la medida en que el disefio y la
ejecucion del experimento excluyan otras hipétesis que expliquen los mismos
resultados, el gerente de investigacion y el de mercadotecnia estaran
seguros de la veracidad de las conclusiones.

A

Y

<IWCV>&> Ejemplos

a. Un estudio agricola en donde se tratan algunas plantas con un abono y
otras con otro , analizando las caracteristicas de la planta y el producto

b. El estudio de los efectos secundarios que produce un nuevo medicamento
gue se desea insertar al me  rcado

La interrogacion
Este método de recoleccion de datos es comunmente utilizado para aspectos
sociales y demograficos. Es necesario el uso de instrumentos en donde
gueden consignados las respuestas, tal es el caso de notas de campo o
encuestas
Ejemplo s
a. Estudios sobre los candidatos favoritos a al presidencia en Costa Rica
b. Preferencia de televisién y canales nacionales
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Para cada uno de los siguientes casos, escriba cual técnica de
recoleccion de datos es utilizada

a. Para el Cen so 2011 realizado en nuestro pais, se visitaron la mayoria
de hogares del territorio nacional para realizar entrevistas

b. Juan desea conocer cual nimero de puntos que sale mayor cantidad de
veces al lanzar un dado 15 veces

c. Carlos desea saber que horas es mas favorable cuando compite , por lo
que corre a las 6 y 9 de la mafiana y luego a las 3 y 6 de la tarde ,
durante 7 dias

d. Varios empleados de un supermercado analizan el grado de
satisfaccion de los clientes durante los sabados y domingos de octubre
, mediante una entrevista

e. Para clasificar a un torneo colegial de atletismo , un estudiantes desea
conocer si puede obtener el tiempo suficiente para clasificar ala
competencia final , para esto practica varias veces a la semana para
analizar sus tiempos de duracion en la prueba

f. Sara es una jugadora de baloncesto. Ella practica los tiros lib res parea
anotar la mayor cantidad posible durante un partido. Sara analiza la
técnica de tiro asi como la fuerza que debe proporcionar en el
lanzamiento

227

——
| S—



{

(OLEGO NACONALDEDUCHCON ADISANGA

Tema 3 Recoleccién de informacion

Situacién Problema

Y 4

J.' ] Quieren conocer si un grupo de indi viduos esté a favor o en contra
de la exhibiciébn de imagenes violentas por television, para lo cual
han recogido los siguientes datos:

X:2,1,5.3,3,2,3,1.4.2.4.2.3,2,3.4,3,3,1,2

(Regla de codificacion:
1=En contra.
2= Bastante en contra.
3= Indiferente.

4= Bastante a favor.
5= A favor.)

-Anélisis de la actividad

La inspeccién de los datos originales no permite responder facilmente a
cuest iones como cudl es la actitud mayoritaria del grupo, y resulta bastante
mas dificil determinar la magnitud de la diferencia de actitud entre hombres
y mujeres.

Podemos hacernos mejor idea si disponemos en una tabla los valores de la
variable acompafiados de | nimero de veces (la frecuencia) que aparece cada

valor:
| X f
1 3
2 6
3 7
3 3
b1 i
Total 20
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> o

O La clave
E’{ Distribuciones de frecuencias
5

Una distribucion de frecuencias es la representacion
estructurada en forma de tabla de toda la informacién que se ha recogido
sobre la variable  que se estudia.

Las distribuciones se clasifican en agrupadas y no agrupadas . En este
nivel se estudian las distribuciones no agrupadas, en las cuales las
observaciones no se agrupan en clases o intervalos.

La frecuencia absoluta es el numero de veces  que se repite cada valor o
modalidad de la variable o atributo. La suma de las frecuencias absolutas es
el nimero total de datos y se representa por n,

La frecuencia relativa es la frecuencia absoluta dividida entre el nUmero
total de datos

A
vV .
<a( )= Ejemplos
AT lemp o .
Co%struya una distribucion no agrupada de las alturas de 30 estudiantes de
la Escuela =x en el afio 2012. Para ello complete la tabla adjunta con base en
los datos que se muestran a continuacion:

Alturas en meros de los 30 estudiantes d
una escuela x

125|128 | 1.27 | 1.21 | 1.22 | 1.29
123 1126 | 1.3 | 1.21 | 1.28 | 1.22
121 | 1.29 | 1.26 | 1.22 | 1.28 | 1.27
124 | 1.27 | 1.29 | 1.2 | 1.28 1.3
122 | 121 | 13 | 1.25 | 1.26 | 1.23

Solucién
Frecuencias absolutas Frecuencias relativas
Estatura |Simple|Acumulada menos dgSimple |Acumulada menos de

1.2 1 1 3,333 3,33
1.21 4 5 13,333 16,67
1.22 4 9 13,333 30,00
1.23 2 11 6,667 36,67
1.24 1 12 3,333 40,00
1.25 2 14 6,667 46,67
1.26 3 17 10,000 56,67
1.27 3 20 10,000 66,67
1.28 4 24 13,333 80,00
1.29 3 27 10,000 90,00
1.3 3 30 10,000 100,00
Total 30 100
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A
SAY . - e . .
<pol>Ejemplo: La siguiente grafica muestra el nimero de casos de malaria
v gue se detectaron en nuestro pais en el periodo de 1992 a 1995.
Casos de Malaria
80007 |
" 6000+ |
§ 4000-/
S |
2000} |
0 _ _ _
1992 1993 1994 1995
Construir un cuadro de distribucion de frecuencias para la variable en
cuestion.
Solucion:
Variable: Afos en que Frecuencia:  Numero
se dieron | os casos de |de casos
malaria
1992 6 951
1993 5033
1994 4 445
1995 2 847
Total
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3) Por ejemplo, las calificaciones de 40 alumnos de grado sexto en el ultimo
examen de mateméticas fueron, respectivamente (E = excelente , S =
sobresaliente, A = aceptable, | = insufi ciente):

A! S’ S’ A’ E’ A! I’ S! S! S’ E’ A! Il I’ A! S! Sl A7 E’ I’ E’ E’ Sl E’ A! A’ Al I1 S’
A'S ELALAELILL

La tabla de frecuencia correspondiente es:

Calificacion Conteo f fr %
8 :
Excelente SERRRRN 8 —=02 20
40
10 .
Sobresallente ERRRRRER 10 — =025 25
40
12
Aceptable NERRRRARARY 12 — =03 30
40
. 10 . .
Insuficiente AERRRRRRR 10 — =025 25
40
Total 40 1 100

4. Realizar una tabla de frecuencias para cada situacion. a. Se realiza una
encuesta para determinar los sitios mas visitados por los turistas en época
de vacaciones, entre los cuales se encuentran: Santa Marta (S), Manizales

(M), Cartagena (C), Bucaramanga (B) y P opayan (P) .  Los resultados que se
obtienen son los siguientes: PCMP CSSM BPBC SMCS
CsSMC

Se utiliza una tabla de frecuencias de dos columnas para organizar la
informacion, de modo que en la primera columna se presentan las ciudades y

en la segunda la cantidad de personas que visitan c ada ciudad. Luego, se
tiene que:
Ciudades Frecuencia

C 6

S 5

M 1

P 3

B 2
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A partir de la tabla de frecuencias se obtiene la siguiente informacion: De
las personas encuestadas 6 visitaron Cartagena en vacaciones. De las
personas encuestadas solo 2 fueron a Bucaramanga en vacaciones. Por lo
tanto, segun la encuesta realizada, la ciudad mas visitada en vacaciones fue
Cartagena y la menos visitada fue Bucaramanga.

5. EI restaurante el “Buen sabor qgui ere conoc .
acerca de la calidad del servicio que ofrece. Para esto, e | administrador

disefio la siguiente escala de valoracion: excelente (E), bueno (B), regular

(R) y malo (M). Estas son las valoraciones que obtuvo el restaurante por

parte de sus clientes.

EEEBBBRRBM
BBBBRBEMME
RRBEEEBBBR
ERRBBBRRBM
EEBMMBBEBR

Para organizar la informacion, se construye una tabla de frecuencias de dos
columnas, en donde, la primera columna corresponde a la escala de
valoracién. En la segunda columna, se anota el total de clientes que opinaron
con respecto a cada valoracion.

Calidad del servicio
Escala de valoracion Frecuencia
[ 12
B 21
R 11
M 3]

Asi, con la tabla anterior, el administrador puede obtener la siguiente
informacion: 12 personas consideran que la calidad del servicio es excelente.
21 personas opinan que la calidad del servicio es buena. 11 personas
consideran regular la calidad del servicio. 6 personas valoran como mala la
calidad del servicio. En general, la mayor cantidad de clientes opina que el
servicio del restaurante el “Buen sabor” es bue
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Ejercicios

Un profesor aplica un examen a un gru po de estudiantes, como
parte de su evaluacion. Los siguientes datos representan el

namero de respuestas  correctas que obtuvo cada alumno:

15 12 17 16 20 13 11 14 11 18 14 18 20 14 12 15 18
15 12 19 14 10 13 13 17 15 15 13 16 14 12 17 16 15

1) Ordenar de menor a mayor los datos de la observacion:

2) ¢Qué cantidad de preguntas contestd correctamente el mayor niumero
de alumnos?¢ Cuantos alumnos?

R/

3) Completar la siguiente tabla de frecuencias:

Variable: Nimero de Frecuencia
respuestas correctas

Total
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2. Clasifique los datos segun correspondan a frecuencias absolutas o
relativas.| Anote una A para las frecuencias absol utas y una R para las
relativas.

a. En una encuesta sobre sabor de helado favorito, 12 personas eligieron
fresa.

b. En un estudio sobre ingreso familiar, 3 de cada 5 familias tenian
entradas inferiores a los 500 000.

c. En un colegio, 82 del total de estudiantes son bilingues.

d. El 82% de los estudiantes de octavo aprobaron Civica.

3. Anote la frecuencia absoluta correspondiente a cada edad segun la
informacion del recuadro de Ila der echa.

a. 13 afos

~ Edades de los integran-
b. 14 afios tes del coro del colegio

c. 16 afos 14 13 18 18
13 16 14 13

.17 an
d anos 14 186 18 17

e. 18 afos

4. La siguiente distribucion de frecuencias muestra la edad de los alumnos de
octavo afo del Liceo Santo Domingo de Heredia. Con base en ella, conte ste
lo que se le solicita en cada caso.

EDAD DE LOS ALUMNOS (en NUMERO DE
anos) ALUMNOS
14 20
15 22

16 24
17 27
18 17
19 14

a. Cuantos alumnos participaron en la encuesta?

b. Cuantos alumnos tienen entre 16 y 18 afos?

c. Cua ntos alumnos tienen a lo mas 17 afos?
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5.En la presente prueba de Matematica se esperan

las siguientes

calificaciones: 70, 80, 85, 85, 80, 95, 100, 100, 95, 70, 85, 85, 100, 95, 80,
80, 80, 100, 100, 95, 80, 70, 95, 95 y 100. Elabore una dis

frecuencias absolutas de datos no agrupados con esta informacion.

‘ Tema 4 Med idas de tendencia central \

tribucion de

, Situacion Problema

“T" B
2

personas sobre la marca de refresco que mas consume

Los siguientes datos provienen del resultado de entrevistar a 30

la mar ca de refresco mas popular ?

Marcal

Marcal

Marca2

Marcal

Marca3

Marca2

Marca3

Marcal

Marcal

Marcal

Marcal

Marcal

Marca3

Marcal

Marca3

- Solucién  Problema

Paso 1: Determinar las frecuencias de cada valor de la variable.

La marca 1 se repite 15 veces
La marca 2 se repite 6 veces

La marca 3 se repite 9 veces

Marcal

Marca2

Marca3

Marca3

Marca3

a la semana. ¢ Cual es

Marcal

Marcal

Marca2

Marcal

Marca2

Marca3

Marcal

Marcal

Marca2

Marca3

Paso 2: La moda representa el valor que mas se repite. En este caso es la

marca 1.
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. La clave

é Medidas de tendencia central

Las medidas de tendencia central o medidas de posicion son valores
gue tienden a localizarse en el centro de un conjunto de datos ordenados.

Se estudiaran tres tipos de medidas de posicion: Méaximo, minimo la media,
la mediana y la moda.

Las mas comunes son:

MEDIA : Conocida como promedio. Se representa con

X . Es la suma de las puntuaciones o valores originales "m "!
dividida entre el namero de ellas. Las puntuaciones S ' '
extremas afec tan o modifican la media. £

A
-7 YL EJEMPLOS

PVA
1. Las calificaciones fueron: 60, 80,90, 93, 85y 98.

Asi X = 60+80+ 90; 93+85+ 98:84,3333

|l nterpretaci én: Las personas tienen una nota pr
2. Halle la media: Los siguientes adoso corresponden al pes o de un grupo

de nifios: 45kg, 37kg, 30kg, 40kg, 38kg, 37kg

MEDIANA:

Es el punto medio, arriba o debajo del cual

caen el 50% de las puntuaciones o casos.
Para calcular la mediana, se ordenan las ii ' i

: i an+1g P
puntuaciones en orden creciente g0 Se S
c -
representa asi, “ Me”
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v
<'9C>4'> EJEMPLO : Edades de un grupo de personas: 11, 25, 14, 20, 13, 16,
12,21

Se ordenan: 11, 12, 13, 14, 16, 20, 21, 25 — == _"=45

T 2 2
La mediana es 15. Interpretacion: El 50% de los entrevistados tienen una
edad menor o igual a 15 afios.

Edades de los entrevistados: 24, 27, 19, 18, 21.
Se ordenan: 18, 19, 21, 24, 27 n+l_5+1_,
? 2 2

La mediana es 21. Interpretacion: El 50% de los entrevistados tienen una
edad mayor o igual a 21 afios.

Peso de un gr upo de estudiantes 55kg, 58kg, 70kg, 63kg, 52kg, 30kg

MODA: _Es el valor que aparece con mas frecuencia en una serie de datos (+
se repite). Se representa “ Mo”.

EJEMPLO : Edades de jovenes de octavo afio: 13, 14, 13, 14, 15,
16, 15, 14, 14, 14

La moda (Mo) es 14.

vAg
| > v . . P
A4 Ejemplo  Calcule Mo, Me vy X para los siguientes datos. Ademas
interprete los resultados
Los resultados en el examen de francés de 20 jévenes son los siguientes:

80, 90, 95, 94, 78, 70, 60, 68, 83, 8 5, 88, 87, 90, 91, 90, 87, 90, 87,
72,74

4. El Minimo  (Min): Es el dato menor

A
<'pC>4'Ejemplo : En los siguientes datos determine el minimo 13, 14, 13, 14,
15, 16, 15, 14, 14, 14.

El Min=13
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6. El Maximo (Max): Es el dato mayor

<vaA>dl>E' I En el g I terior det i | maxi 13, 14,13, 14
A jemplo n el ejemplo anterior determine el maximo , 14, 13, 14,
15, 16, 15, 14, 14, 14.
El Max=16
Ejercicios
MEDIANA

1. Halle la mediana de los siguientes datos: R/ 68
| 68 | 64 | 61 | 66 | 71 | 75 | 69

2. Halle la mediana de la serie R/ 9
|6 | 13 |8 |6 | 12 | 10 |

3. Halle la mediana de la serie
| 10 | 15 | 20 | 20 | 30 | 40 !

MODA

1. Hallar lamoda: 4, 6, 3, 7, 6, 9, 6, 3, 9, 7: R/ 6

2. Hallar lamoda: 2,4,1,5,4,8,4,7,5,9,5 RI 4 y 5

(serie bimodal)

3. Hallar lamoda: 2,5, 7, 11, 9, 14,6, 1 1
moda.

4. Hallar la moda:

Librosleido |0 1 2 3

Estudiantes |10 25 35 50

La moda;

R/ no tiene
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MEDIA

1. Hallar la media de las edades de un grupo de personas: 60 afos, 70
afos, 68 afos, 73 afos, 65 afos, 87 afnos, 80 afios, 69 afos

2. Hallar la mediade: 2,4,1,5,4,8,4,7,5,9,5
3. Hallar la media del nUmero de péaginas de 6 libros: 150pags, 170 Pags.,
200 Péags. 175 Péags., 110pags, 315 pags.

Ejercicios

1. Halle la Y Me, Mo , Max , Min .
“ L a s atwras £&n cm de un grupo de alumnos son

12 (15 |13 |14 |14 |13 |12 |12 |13 |15 |16 |13 |15 |12 |15
6 0 4 2 8 4 5 8 4 5 0 4 0 5 0

2. Un atleta corre en una pista y da varias vueltas, registradas asi (en

segundos)
52 60 48 64 48 55 53 48 45 54 60
48
Tiempo promedio: _ Moda:
Mediana: Min , Max

3. En el afio 1 996 se registraron las siguientes temperaturas promedio
para cada mes:
Enero: 25° Febrero: 27° Marzo: 32° Abril: 32° Mayo: 28°  Junio:

30° Julio: 30° Agosto: 32° Setiembre: 24° Octubre: 24°

Noviembre: 22° Diciembre: 20°

1) Halle la temperatura promedio que se registr6 durante todo el
afo:
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2) ¢Cuél es la moda de ese conjunto de datos?

3) Halle lamediana de ese conjunto de datos:

4) Halle el max y el Min

4. Los siguientes datos nos proporcionan informacion sobre los tiempos
en minutos, empleados por 25 obreros de una fabrica para ensamblar
una maquina:

50 45 50 51 55 48 54 50 55 47 52 54 49 52 56

53 49 47 48 50 53 49 46 51 52

1) Hallar el tiempo promedio que tarda un obrero en ensamblar dicha
magquina:

2) Hallar la moda del conjunto de datos

3) Hallar la mediana:

4) Hallar el max y min

5. En la siguiente tabla se presentan los datos ya clasificados de las horas
de estudio semanales, fuera de clase, de un grupo de estudiantes de

secundaria:
Horas de 10 |11 |12 | 13 | 14 15 16 {17 |18 |19 |20 | 21 | 22
estudio

Frecuencias 1 2 3 6 7 11 |12 |13 |15 (18 | 9 2 1

1) ¢Cuéantas horas de estudio en promedio dedican los estudiantes de
secundaria a la semana?

2) Hallar la moda del conjunto de datos:

3) Hallar la mediana del conjunto de datos:
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