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Unidad 1 Nimeros
El conjunto de los nimeros irracionales

* Repaso de conjuntos numeéricos:
1) Numeros Naturales (IN): 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, .....

*Ejercicio: Complete los espacios utilizando uno de los simbolos € ¢ segun
corresponda:

a) -10 IN c) 884 IN e) % IN g) 24,00 IN
. 1 5 7 18

) 2 IN b) 2 IN d) - IN f 2 IN

h) 9,25 IN

2) Numeros Enteros ( Z ):
....... -7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8, ...

*Ejercicio: Complete los espacios utilizando uno de los simbolos € ¢ segun
corresponda:

a) 12 Z c) 8,72 7. e) _2

4
Z - Z
11 g) 5

b) 14,6 7 d) 8,727272... 7 f) -24,0 7

*Nota: Los numeros naturales son un subconjunto de los nimeros enteros.
Simbdlicamente se escribe asi:

IN c Z
3) Numeros Racionales ( Q ):

El conjunto de los nUmeros racionales esta formado por todos los nimeros naturales,
los nUmeros enteros, las fracciones, los numeros con expansién decimal finita y los
numeros con expansién decimal infinita periddica.

*Ejemplos de numeros racionales:

1 8 0 1 -7 2,125 -9,6 12,314 5,03 71 g2
2 3 5 3



*Ejercicio: Escriba e 0 ¢ segun corresponda.

a) -9 7 g) g _IN
b) 12 7" h) 3,75 Q.
8 .
c) 3 Q+ i) -2,9 7
d) -3 IN j) 47,28 IN
1 2
fy 16 IN 1) -15 _ Q-

*Nota: EIl conjunto de los numeros naturales es un subconjunto del conjunto de los

ndumeros
enteros, y los nimeros enteros son un subconjunto del conjunto de los niumeros

racionales. Simbdlicamente se escribe asi:

INc Zc Q
También se puede representar por medio de un esquema como el siguiente:
7
3 7 -8 -1 6 -5 4 3 2 -]
-9
1
"2 -10 IN 01 2 3
-11 45678
4 . 910 11 12...
5
3
7
1,25 7,14 2,74 8,3 ...




*Ejercicio: Escriba < 6 « segun corresponda.

a)IN ¢ z h) Q- __ Q
b)IN __ Q i) z ____IN
c) Z c Q i)Q 7
d)Q* « Q- K) z= 7

Historia

Uno de los pueblos de Mesopotamia, los sumerios,
determind la relacion:

longitud de la circunferencia
longitud del diametro

3

Asi, si la circunferencia media 60 codos, el diametro debia
medir 20 codos. Descubrieron que si usaban otras unidades | El codo fue una unidad de
de medida, por ejemplo, la palma de la mano, la relacién | longitud usada en varias
era la misma: si la longitud de la circunferencia era 150 | culturasy erala distancia
palmas, entonces el didmetro debia medir 50 palmas: De | entreelcodoy elfinal dela
esta manera, los sumerios, habian encontrado un nlimero | mano abierta. Variaba de
que miles de afios después seria llamado pi (n) por el gran | unlugara otro. La figura
matematico Suizo Leonard Euler (1707-1783). muestra el codo egipcio
(0,45m) del Siglo XIV a.C.
Posteriormente, alrededor del afio 3 000 a.C., al aparecer | que seencuentra en el

las fracciones, fue posible efectuar mediciones con mayor | Museo de Louvre. Paris,
precision, lo que permitid a los matematicos babilonios | Francia.

trabajar este cociente como:

longitud de la circunferencia
longitud del diametro

:3+% o lo que es igual a 3,12..

Paralelamente a la sumeria se desarrollo la civilizacién egipcia y alrededor del afno 3 000
a.C., en un intento por determinar el area del circulo sus matematicos establecieron que
pi (n) era igual a:

3+1=1—9=3,16.
6 6

Segun la Biblia, durante el imperio de David y Salomoén, los hebreos manejaron el
numero pi (n) como 3.



Durante miles de anos se creyd erréneamente que el nimero pi (n) se podia escribir con
una cantidad finita de decimales, es decir, que era un niamero racional. Esto, debido a
que los métodos de calculo eran ineficientes y al hecho de que los matematicos
recientemente estaban descubriendo las diferentes clases de nimeros.

Debido a problemas econdmicos, politicos y de migracién, estas civilizaciones
desaparecieron y otras crecieron en su lugar. Una de ellas fue la griega y su cultura se
extendié aproximadamente, del afio 700 a.C. al aino 300 d.C. Pero aun ellos, continuaron
creyendo que pi (n) se podia expresar con una cantidad finita de decimales. Por
ejemplo, Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.) lo calculé como:
341_22_ 314.

7 6
Al desaparecer el imperio griego resurge el romano (II a.C.- V d.C.) cuyo aporte al
desarrollo de la matematica fue muy pobre. Sus aportes se dieron en el campo de las
leyes y la administracion.
Al surgir el imperio Arabe se enriquece la matematica y en particular el estudio del
numero pi (n). Cuando desaparece a fines del Siglo XV florece el Renacimiento en
Europa y durante todo este tiempo los matematicos continuaban creyendo que pi (n) era
un numero racional.
Sin embargo, conforme la humanidad iba mejorando sus métodos de calculo, los
decimales de n iban en aumento y al no hallarse un periodo en su expansion decimal, se
empezo a dudar de su racionalidad.

Observe algunos datos indicando aproximaciones de n Babilonios, (4 000 a.C.), 7 =3

Babilonios, (3 000 a.C.), 7 =3,12

Los Hindues | Siglo 1 7 =3,004 Egipcios, (3000 a.C.), 7 =3,16
Los Chinos | Siglo III 7 =23,14159
Los Hindu Sialo 1V —3 141692 Hebreos, (4 000 a.C.), 7 =3
05 Ir? ues !g ° =2 Griegos, (300 a.C.), 7 =3,14
Los Chinos | Siglo V 7 =3,1415926
Los Arabes | Siglo XV | 7 =3,1415926535897932
Los Siglo XVI 7 =3,14159265358979323
Italianos
Los Belgas | Siglo XVII | 7 =3,14159265... 35
decimales

Los ingleses | Siglo 7 =3,14159265... 127

XVIII decimales

El matematico aleman Ferdinand Von Lindeman demostrd, en 1882, que: el nUmero n no
era racional, por lo tanto dicho nimero no podia expresarse como una fraccion y en
consecuencia su expansion decimal tenia que ser infinita y no periddica. Es decir, se estaba
en presencia de un numero irracional.



El nimero n es un numero irracional |

Actualmente con el desarrollo de la computacion se han podido calcular para n, miles de
decimales lo que permite reforzar la idea de que su expansion decimal es infinita y no
periddica.

En el siglo XVII, fueron descubiertos otros numeros irracionales, los que de inmediato
gozaron de un gran interés.

Al hablar de logaritmos (tema que se estudiara en décimo afno) el matematico escocés
John Napier (1550-1617) hace surgir el llamado, nimero e, cuyo nombre correcto es la
constante de Neper y tiene una expansion decimal infinita y no periédica. El primer uso
del nUmero e, en una publicacién, fue en Mechanica, de Euler , en 1736.

Se puede referir a él como: e~ 2,7182818284590452354...

Este nUmero puede obtenerse de diferentes maneras, algunas de ellas son:

n

Observe que entre mas grandes sean los valores asignados a n el numero de decimales
que se obtiene es mayor y consecuentemente, se logra una mejor aproximacion para el
numero e.

° ez[1+lj con he IN.

1 1 1 1 1
+ + + + +...
1-1 1.2 1.2.3 1.2-3-4 1-2-3-4
De manera que entre mayor sea la cantidad de términos que se consideren, mejor sera la
aproximacién para e.

e =1+

Pronto se descubrieron una inmensa variedad de nimeros irracionales, que se iran usando
poco a poco en el desarrollo de los distintos temas que se estudiaran en los siguientes
cursos de matematica. Basta que observe su calculadora y encontrara funciones
logaritmicas y trigonomeétricas, que tal vez ahora no comprenda ni tenga idea de ellas,
pero que corresponden a numeros irracionales. Por ejemplo:

e log2=0,301029995...
e log21=1,322219295...
e log37=1,568201724...

e In5=1,609437912...
e ser?2=0,909297426...
e c0s20=0,408082061....

Todos los nimeros mencionados hasta ahora se conocen como numeros trascendentes.



; . . Recuerde:
Otros numeros irracionales 7
La raiz cuadrada de un
numero racional positivo
aes el inico niimero

positivo b que elevado al

En sétimo y octavo afio usted calculd la raiz cuadrada de

numeros racionales como: 4, 49, %, 0,25, 0,04, entre otros.

Estos nimeros tienen la caracteristica de que se obtienen al | cuadradoesiguala a.
elevar un namero racional al cuadrado. Ja=be B=¢

Surge entonces la pregunta, ésera posible calcular la raiz cuadrada de nimeros racionales
gue no son cuadrados perfectos? Considere la siguiente situacién:

En la figura 3 se muestra un cuadrado formado por la unién de cuatro tridngulos isosceles
rectangulos, cuyos catetos tienen longitud 1:

1 W

Za

Figura 3

Cada uno de estos triangulos tiene un area de: %:0,5.

Como el area del cuadrado viene dada por la suma de las areas de los cuatro triangulos
se tiene que el area del cuadrado es igual a 2:

A =0,5+0,5+0,5+0,5=2

Si x representa la medida del lado del cuadrado que se muestra en la figura 3 (que
corresponde a la hipotenusa de cada uno de los triangulos rectangulos) debe cumplirse
entonces que x*=2. Luego se concluye que debe existir un nimero cuyo cuadrado sea
igual a 2.

El Unico numero positivo cuyo cuadrado es igual a 2 se representa por J2.

El concepto de raiz cuadrada era conocido por los sumerios alrededor del afio 3 000 a.C.
Esta Civilizacion, por métodos que aun se desconocen, llegd a resolver problemas
practicos de mucha complejidad para su época. Por la necesidad de calcular el area de la
superficie cuadrada de un terreno, cuando conocian su lado, construyeron tablas de
cuadrados. Crearon tablas de raices, al darse cuenta de que si conocian el drea de una
superficie cuadrada, entonces sabian de inmediato la longitud de su lado.




Alrededor del siglo V a.C., los griegos habian demostrado que J2 no es racional, es decir,

no es posible expresarlo como el cociente de dos nimeros enteros: J2 es un nGmero
irracional.

Un numero irracional es aquel que no se puede expresar como el cociente de dos numeros
enteros. Su expansion decimal es infinita y no periddica.

Son numeros racionales por ejemplo: ;,-7, % 4% y también 1,327272727...,

-3,012012012....
Son nUmeros irracionales por ejemplo: /2, z, z+e, % y también 1,320332033320...,

-51,01320425617... .

¢Como determinar la expansidon decimal de J2? O sea, écomo resolver la ecuacidon x> =2
? 0o al menos écdmo encontrar un numero racional que se aproxime lo mas posible a la
solucién de esta ecuacion?

Para lograr una aproximacion de 2 por numeros racionales, lo que es lo mismo, buscar
los primeros digitos de su expansién decimal, se escogen dos numeros tales que el
cuadrado de uno de ellos sea menor que 2 y el cuadrado del otro sea mayor que 2, como
se muestra a continuacion:

Sitoma x=1 se tiene que1*=1 y si toma x=2 entonces 2*=4. Como 1< 2 < 4 el numero
que se busca debe ser mayor que 1 y menor que 2. Considere ahora x=1,1y x=19 y
realice los calculos entonces 1,1 =1,21 y 1,9° = 3,61; luego se puede concluir que el nimero
esta entre 1,1 y 1,9.

De esta manera es posible acercarse mas y mas al nimero J2 tomando nimeros mayores
que 1,1 y menores que 1,9 y calculando sus cuadrados. En efecto:

Si x=1,4 entonces
x?*=1,96

Si x=1,5 entonces
x*=2,25

Si x=1,41 entonces
x> =1,9881

Si x=1,45 entonces
x*=2,1025

Si x=1,414 entonces
x> =1,9993

Si x=1,43 entonces
x? =2,0449




Si x=1,4142 entonces
x> =1,99996
Si x=1,4143 entonces
x? =2,00024

Si se continla averiguando numeros cuyos cuadrados se acerquen a 2, jamas se lograra
determinar aquel cuyo cuadrado sea exactamente igual a él, ya que su expansion
decimal es infinita y no periddica. Sin embargo, mediante el método anterior, se pueden
determinar excelentes aproximaciones. Por ejemplo 1,4142135, se llama una

aproximacion por defecto, pues 1,4142135*=1,9999998 que es menor que 2. Si \/—z

1,4142136 se llama una aproximacion por exceso, dado que 1,4142136% =2,0000001 y es
mayor que 2.

Asi x=1,4142135 satisface aproximadamente la ecuacion x*=2. Lo mismo que x = -
1,4142135, ya que (-1,4142135)> =1,9999998 .

Para expresar el nUmero cuyo cuadrado es igual a 2, se escribe x=+2 de lo que se
concluye, que:

x> =2 siy solosi x=+/2 & x=—/2

Se dice también que la solucion x es igual a mas (menos) la raiz cuadrada de 2, lo que se
acostumbra escribir como:

x> =2 siy solo si x=+2

Ahora se sabe que J2 es un nimero irracional, y por ende su expansidon decimal es infinita
y no periddica, a veces usted se podria ver en la necesidad de acercarse a él mediante un
numero racional. En la practica, si al resolver un problema del entorno aparece un nimero
irracional, es necesario aproximarlo por exceso o por defecto a un racional. Puesto que no

se acostumbra comprar en la ferreteria J2 metros de cable o 10n m? de cerdmica.

Asi, ya se estd en capacidad de decir que el lado del cuadrado de la figura 3 mide
aproximadamente 1,4142135 o que es igual a J2.

Ejemplo 1
Determine la solucidn de la ecuacién x*=5.

Solucién
Si x> =5, entonces X=i\/§ o bien x =2,236068 o0 x =2,236068.




Determine la solucidn de la ecuacién x> =17.

Solucién

Si x2=+/17, entonces x=++/17 o bien x ~4,1231056 o
X =4,1231056.

Ademas de \/5, existen muchas otras raices cuadradas de numeros racionales que son
irracionales. En general la raiz cuadrada de un nimero que no se pueda expresar como el

cuadrado de otro racional es un irracional. Por ejemplo:

e 3 es irracional, porque 3 no es cuadrado perfecto.

. \/; es irracional, porque no existe ningun numero racional que elevado al

cuadrado sea igual a g

e 40,1 es irracional porque no existe ningln nimero
racional que elevado al cuadrado sea igual a 0,1.

También son numeros irracionales:

6 porque no existe ninglin nimero racional que
elevado al cubo sea igual a 6.

/16 porque 16 no se puede expresar como una
potencia de un niumero racional de exponente 5.

2 . ., , .
. i/;porque no existe ningln nimero racional que

elevado a la 3 sea igual a %

{10 porque no existe ningln numero racional que

elevado a la 10 sea igual a 7.
La raiz cubica de un nimero que no es el cubo de un nimero

La raiz n-ésima, ne N, n
par, de un namero
racional positivo aes el
unico nimero positivo
que elevado ala n es
iguala a.

Q/é: be B = ¢
La raiz n-ésima, neN, n
impar, de un nimero
racional aes el tinico
numero que elevado a la
N esiguala a.

Ya=beb'=a

racional es irracional; la raiz cuarta de un nUmero que no es una potencia de cuatro de
un nUmero racional es un ndmero irracional, etc. En general la raiz n-ésima, a, de un
nimero a, neN que no es una potencia de n de un numero racional, es un numero

irracional y son llamados numeros algebraicos.
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Ejemplo 2
Todo numero, positivo o

negativo, elevado a una
Solucién potencia par es positivo.
Todo ntmero negativo
Si x* =5, entonces X:Q/g, puesto que (3/5)3 =5 . elevado a una potencia
impar es negativo.

Todo namero positivo
elevado a una potencia
impar es positivo.

Determine la solucién de la ecuacién x®=5.

Determine el conjunto solucién de la ecuacién x*=7.
Solucion

Si x* =7, entonces x=i<‘/7, puesto que (14/7)4 =7.

Por lo tanto el conjunto solucion de la ecuacién es:
{f\l/?! _W} .

Determine la solucidn de la ecuacidn x* =5.

Solucién

Si x® =5, entonces X=X .

Ejemplo 3
Determine la longitud de los lados de un cuadrado cuya area es igual a 15 cm”.

Solucién

Recuerde que si la longitud de los lados de un cuadrado es xcm , entonces su area A es
A=x2.
Por lo tanto, si el drea es igual a 15 cm?, se tiene que x* =15, entonces la longitud de cada
uno de los lados es x=+/15.
Observe que x=-+/15 también es una solucién a la ecuacion planteada, pero en este caso

no tiene sentido considerarla, ya que x representa la medida de un lado del cuadrado y
por ende una magnitud positiva.

Ejemplo 4
De acuerdo con lo estudiado hasta ahora es claro cudles, de los nUmeros que se
muestran a continuacion, son racionales o irracionales.

2
a —
)5

=0,4 es un numero racional

b) 8,15436 es un numero racional

11



c) -2, 10100100010000... es un namero irracional

d) ¥12 =1,21063... es un numero irracional
e) 5, 1616161616... es un numero racional
f) -2x es un numero irracional
g) ¢ es un numero irracional
h) sen2 es un numero irracional
Ejercicios
1) Diga cudles de los siguientes numeros son irracionales y explique su
respuesta.

a) 3,14 b) V225 c)2,12122122212222... d) 48

-

e)-4,123123123123.. f) z+e g) = h) J2+2

i) -1,4142 j) log5 k) ¥32 1) 2e+1
2) Use la calculadora para encontrar una expansion decimal que aproxime los
siguientes numeros irracionales:
E3

a) 7—e b) -2z c) e d) 35-7 e) 7

3) Determine la solucidn de las siguientes ecuaciones:
a) xX*=8 b) x*=2 c¢) x'=1 d) x*=25 e) x*=-32

f) sen 45°

El conjunto de los numeros irracionales, esta formado por todos los nimeros estudiados
en esta seccion y aquellos que comparten la caracteristica de ser expresados como una
expansion decimal infinita y no periddica.

Por influencia del inglés, de la palabra “'Irrational”, se utiliza el simbolo \l, para representar
el conjunto de los numeros irracionales. Este conjunto no es posible representarlo por
extension.

Ejemplo
1. Simplifique al maximo cada expresidon matematica. Indique a su vez si cada expresion
es un numero racional o irracional.

12



a) It w
Solucion
M w X
b) nyp

Solucion

np ¢ tg

c) g

Solucion
Ncuv ¢

d) v
Solucion

1TV Y

e) N qvu

Solucion
N ¢ s

fy ot
Solucion
PT Vot
g) Vo g

Solucién
Mo¢ ¢

XNV u 8

g N I8

Mg v \8

¢V o8

N

¢ t¢ c¢lhgh I8
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h) ¢~
Solucion

Solucion
Mpt Vet Wg c¢nN .

i) —
Solucion

k) N o t¢ tu
Solucion

o tc¢ tu o to tg tu
otv o g X u/x ¢ \I8

2. Racionalice el denominador de las siguientes expresiones matematicas

a) e
Solucion
NC g
PP Mg
ng Wg g C
b) =
Solucion

S
S)
cl
S/
|
C



Solucion

w

W W .t.I7IU to
Mt v Muto WMuto Wu to

W to o .——

——— Uy w8

vto U

3. Simplifique al maximo

racional o irracional.

Solucion

e indique a su vez si la expresién es un niumero

i : o
¢ty cto S PR
X X tx X X
i ] i
S0 PeX S MU povg
X X X
LRI
TOX

o

Solucidon
La proposicién es falsa porque

A
—
Q
-
>
oC

15



Propiedades del conjunto \l

Algunas propiedades de las operaciones fundamentales en \I son las siguientes:

La suma y resta de dos numeros irracionales no necesariamente es un numero
irracional. Esto se expresa diciendo que la suma y resta en \I no son cerradas. Por
ejemplo

¢ W ¢ W T1e\8

La multiplicacion y divisién de dos numeros irracionales no necesariamente es un

La suma y resta de un numero irracional y un nimero racional es un numero
irracional.

La multiplicacién y divisidn de un numero irracional y un ndmero racional es un
numero irracional.

1. Utilice los simbolos N he hOh¢ segin corresponda

a) — v .
Solucion
p < —
— n Ny 8
Vic C C
by v,
Solucion
Vi T U] )
—_— — v 8
m m Y Y]

16



c) p - p Q \l.

Solucion

N

d) u v .
Solucion

0.

e) \l a.
Solucién
0.

f) \ U .

Solucion
<.

2. Escriba F si la opcion es falsa y V si la opcién es verdadera dentro del paréntesis.

Justifique su respuesta

a) () Siaic™ v entonces wes un numero irracional.

Solucion
Verdadero. & WgN \l.

b) ( ) La expresién — representa un numero racional entero.
Solucion
Falso. — - representa un numero racional no entero.

c) ( ) La expresion MT representa un niumero entero.

17



Y <« —_
Verdadero. = — Ny q¢N .

d) ( ) Laexpresion vlo T v @ X @ 8 @ndia cual no se encuentra un periodo, representa un
numero racional.

Falso. El nUmero es irracional.

El Conjunto de los nimeros reales

En forma paralela a la aparicién de las fracciones, surge el concepto de nimero irracional,
de manera que cientos de afios a.C., con excepcién de los nUmeros negativos, ya se tenia
idea, aunque no completa de lo que actualmente se llaman niameros reales. Recuerde
que los nuUmeros negativos aparecen tardiamente en la historia, pues se cree que los
primeros en referirse a ellos fueron los hindues alrededor del siglo V d. C. pero no fue sino
a finales del siglo XV, que fueron aceptados como verdaderos numeros.

A finales del siglo XIX, se tenia una idea bastante precisa de cdmo eran todos los nimeros;
asi que cuando Georg Cantor cred la teoria de conjuntos se empezd a hablar del Conjunto
de los NiUmeros reales.

¢Cémo esta conformado entonces el conjunto de los nimeros reales?

Este conjunto esta formado por todos los nimeros que se han estudiado desde sétimo
ano hasta este momento.

El conjunto de los nUmeros reales contiene a todos los nimeros estudiados hasta ahora,
es decir:

2 OO0, Os y )0 2.

La expansion decimal caracteriza a los niUmeros racionales y a los irracionales.

Asi; un numero es irracional si su expansion decimal es infinita y no periddica, por el
contrario la expansion decimal de un racional es infinita periddica o finita.

De manera que, un numero no puede ser al mismo tiempo racional e irracional. Dicho de
otra forma, un niumero puede ser solamente racional o solamente irracional.

Esto significa que la interseccién de ambos conjuntos es vacia, es decir:

VIR VS LI
Se define la unién de ambos conjuntos como el conjunto de los nimeros reales
v\ 9.

18




/\/E 23

e

2,101001...

2r+1 sen3

log3 —37r+y

U \I
A
Figura 4
Ejemplo 5
Escriba la suma de dos nimeros irracionales cuyo resultado sea un nimero racional.
Solucion
Una posibilidad es sumar un nimero con su opuesto. Por ejemplo: 3r+37=0
J5+—5=0

Encuentre tres niumeros reales que sean mayores que 2 y menores que 3.
Solucién
Se pueden dar infinita cantidad de ndmeros. Por ejemplo:

J5, e, % 47, 2,425 2,734521786432...
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Justifique, si la siguiente afirmacion es falsa o verdadera.
z 7
31 41_a_ .
{ J4 ; 3}c@
Solucidén

. .7 T , . .
La afirmacion es falsa pues 5 es un numero irracional, en este caso solo aparece

escrito en forma de cociente pero no corresponde a una fraccién pues no es el cociente
de dos numeros enteros.

Ejercicios
4) Use los simbolos \ 9,Q,Z,R,N y complete las
siguientes expresiones:

QNZ= nHuQ=
NNZ= NIl =
QUZ= NNR=

, . . 1
6) Encuentre tres numeros irracionales entreEy 1.

7) Encuentre tres numeros irracionales entre -2 y-1.

8) Escriba F si es falso o V si es verdadero

( ){aﬁ,ﬂs%}c@ () {—&%@@%}c@

( ){—&%,@,%}c\ﬂ ( ){—3,%,\/]7,72',—%}CR
() ZNR=Z () QNR=R

Caracterizacion del Conjunto de los nimeros reales y la recta
numeérica

Durante el siglo XIX, los matematicos trabajaron con los numeros reales en forma
intuitiva; pero el avance de las matematicas y de otras disciplinas cientificas les obligd a
precisar con mayor rigor la verdadera naturaleza de ellos y desarrollaron la teoria de los
irracionales.

Continuidad e infinitud de los numeros reales

Cantor y Dedekind lograron la construccién de los numeros reales, no de manera
espontanea, sino utilizando todos los avances conseguidos desde la antigua Grecia y por
matematicos como Descartes, Newton, Leibniz, Euler, Lagrange, Gauss, Riemann,
Cauchy y Weierstrass, por mencionar sélo a algunos de los mas sobresalientes
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Georg Cantor fue el primero en hablar del Conjunto de los nimeros reales y afirmé
gue era la unién de los racionales e irracionales. Luego Richard Dedekind esclarece el
concepto de continuidad de los nUmeros reales al definir las famosas cortaduras, tema
gue en este curso no se trata debido a su nivel de dificultad y ademas porque al querer
simplificar lo que no se puede se incurre en errores graves

En general, el estudio riguroso de la continuidad y la infinitud de R exige tener amplios
antecedentes de teoria de conjuntos y lé6gica matematica por lo tanto el tema se
tratara de forma intuitiva.

Dedekind, primero compard los nimeros racionales con los

puntos de una recta y luego demostré que los “huecos” que quedaban en ella tenian que
ser llenados, por fuerza, por los niUmeros irracionales. Establece asi la teoria de que los
numeros reales pueden ponerse en correspondencia con los puntos de una recta

Por otra parte, Cantor se preocupd por estudiar el concepto de numerabilidad de los
conjuntos infinitos, es decir, que los elementos de un conjunto infinito se pueden contar
y definid el concepto de conjunto infinito, de la siguiente forma:

Un conjunto es infinito cuando todo el conjunto tiene la misma cantidad de elementos que
una de sus partes.

Esto significa, que el conjunto de los numeros racionales es infinito porque tiene el mismo
numero de elementos que el conjunto de los nimeros naturales. Esta aparente paradoja,
“gue el todo sea igual a una de sus partes”, causé una tormenta entre los matematicos
de la época.

Con esto, Cantor logré contar los niUmeros racionales al establecer una correspondencia
biunivoca entre el conjunto de los nimeros racionales y el conjunto de los nimeros
naturales. A este tipo de conjuntos infinitos los llamé numerables.

Ejercicios
9) Muestre que el conjunto de los niumeros impares es numerable.
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10) Muestre que el conjunto de los numeros multiplos de 3 es
numerable.

Cuando, en 1847, Cantor demostrd que el conjunto de los numeros racionales era
numerable, es decir, que era un conjunto infinito tuvo que probar que existian conjuntos
infinitos diferentes. El demuestra efectivamente que el conjunto de los nimeros reales no
se puede contar, por lo tanto es de un “infinito diferente” que el infinito de los nimeros
racionales. También demostré que no era posible contar el niUmero de numeros reales
comprendidos entre dos niumeros tan cercanos como 1 y 1,0000001. Imagine entonces
cuan grande es el conjunto de los numeros reales.

Densidad de Q en R

Con la existencia del conjunto de los niumeros reales cobra sentido hablar de la densidad
pues se prueba que: Q es denso en R, esto es, que entre dos niumeros reales siempre

existe un numero racional.

Recta numérica

Dada una recta cualesquiera se puede establecer una correspondencia biunivoca entre sus
puntos y los niUmeros reales, es decir, que a cada punto de la recta se le asocia un nimero
real y a cada numero real le corresponde un puntolde la recta. Histéricamente este hecho
se le atribuye a Richard Dedekind. A la recta con esta correspondencia se le conoce como
recta numeérica.

Ejemplo

Trace una recta numérica y ubique en ella, de manera aproximada, los siguientes
numeros reales: —2,1,\/5,0,—1,—6,2,—\/5.

4_ | ! I | ’
e 2 2 - 0 1 32

Para localizar estos puntos de la recta se busca una aproximacion del nimero que se
desea ubicar.

Trace una recta numérica y ubique en ella, de forma aproximada, los siguientes

4 7[
numeros reales: Y11, -logl7, >

A
v

—log17 0 1 % 2 311
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Ejercicio
11) Use aproximaciones para localizar en la recta numérica , de manera aproximada,

N

los siguientes numeros: - 7., §/31, %

Con alguna frecuencia se utilizan nociones geométricas, con el fin de ubicar con mayor
precisién puntos de la recta numérica que corresponden a nimeros irracionales.

Ejemplo 8.
Localice en forma exacta a+/2 y —/2 en la recta numérica.

Solucién

Si se desea localizar el punto de la recta que corresponde a —/2 6 /2, se usa regla
y compas para trasladar el segmento que corresponde al lado del cuadrado, estudiado
en la pagina 7 de esta semana, cuya longitud es J2

Si se usa regla y compas y algunos otros resultados geométricos que se estudiaran en
este curso, mas adelante, se podran localizar niumeros tales como: —\/5, \/5, _ng JE,

—\/8, Jg, ..., etc. Sin embargo, la posibilidad de localizar nUmeros en la recta numérica,
de manera exacta, usando regla y compas esta limitada a las raices cuadradas, pues si
las raices tienen indice mayor que 2, la construccion con regla y compas es imposible.

Practica

1.Escriba entre cuales nimeros enteros consecutivos se encuentra cada una de las
siguientes raices:

a) J21 d) — §/1000
b) o5 e) =209
C) 319 f) Y254

2.Clasifique los siguientes nimeros como racionales o irracionales:

a) 5 e) 5% i) 4,218

b)

ho___ i)

~N|w
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_ 1 =
Q) -7,5 g) 32 ) 42

d) -2 h) -529 |) 0,12434343.....

*Ejercicio: Escriba “F” o “V” segun sea falso o verdadero:

a)gez h) -324 ¢ IR m) z c II
b) V64 < IN i) v25 IR n) IRcQ
c) -V15 e 1II j) 4-4096 ¢ IR o) IR ¢ II

d) -3 ¢ Q k) IN c IR p) II ¢ Q
e) 243 € IR ) 7z c 11 q) z « IR

f) -0,812 ¢ 1II r Q « IR

g) Si un numero es racional, entonces también puede ser irracional.

Aproximaciones

Utilice su calculadora para obtener una aproximacion racional para los niumeros
MW 0w wwwow E@a wwwwwwwww

b. ¢Considera usted que los niUmeros anteriores son iguales

En algunas ocasiones puede utilizarse la calculadora para obtener aproximaciones
decimales a los numeros irracionales con el objeto de determinar su posicion en la recta
numérica. No obstante, debido a la limitada cantidad de digitos que pueden mostrarse
en las pantallas de las calculadoras, no siempre es posible utilizarlas para establecer el
orden entre dos o0 mas numeros.

Por ejemplo, en muchas calculadoras los nimerosiw w w w w w W & W wBPJrecen
aproximados por el mismo numero racional, a pesar de que ambas raices son distintas.
Si deseamos saber cual de las raices anteriores es mayor, la calculadora no sera de
mucha ayuda, por lo que tendremos que emplear un procedimiento distinto.

En este caso, como los indices de las raices son iguales, bastard con que comparemos
sus subradicales.
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999.

ASi MW wwwwe dadE www o opueswd99 999 999 991 < 999 999 999

Algunas veces es conveniente saber qué tan buenas son las aproximaciones que

utilizamos. Si tenemos dos aproximaciones racionales de un mismo niumero, diremos
que la mejor de estas aproximaciones es la que esta mas cerca de su verdadero valor.

Cuando el valor que se utiliza para aproximar una cantidad es menor que su valor real,

se dice que se tiene una aproximaciéon por defecto. Si el valor aproximado es mayor que
su valor real, se dice que se tiene una aproximacion por exceso.

1.

i A W N

Utilice su calculadora para determinar la segunda potencia de cada uno de los numeros racio-
nales que se anotaron en la primera fila de la siguiente tabla. Anote cada resultado en la casilla
que se ubica bajo el nimero correspondiente.

X 1 1,1 12 13114 |15 | 16 | 1,7 | 1,8 | 19 2
x> 1 4

;Entre cudles de los nimeros racionales del arreglo anterior se ubica el nimero /2 ?
Explique por qué se puede asegurar que 1,4 aproxima por defecto el valor del nimero /2 .
Explique por qué se puede asegurar que 1,5 aproxima por exceso el valor del nimero /2 .

Utilice su calculadora para determinar la segunda potencia de cada uno de los numeros racio-
nales que se anotaron en la primera fila de la siguiente tabla. Anote cada resultado en la casilla
que se ubica bajo el numero correspondiente.

X 14 | 1,41 (1,42 | 1,43 | 144 | 145 | 1,46 | 1,47 | 1,48 | 149 | 15

= 1,96 2,25

Nota: Recuerde que 1,4 = 1,40

¢Entre cuales de los nimeros racionales del arreglo anterior se ubica el nimerolic ?
Observe
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L 4

El siguiente procedimiento nos permitird aproximar el nimero /2 por medio de niimeros racio-
nales, sin hacer uso de la calculadora.

Como 12=1<2=(+/2)*<4=2%2podemos asegurar que 1< /2 <2
De igual forma, tenemos que 1,412 =1,9881 < (/2 )2 =2 <2,0164 = 1,422

\[1\,41 \[\ r 1 ,42/1:

& &
< - -

>
rd

Note que el procedimiento consiste en hallar un nimero racional menor que /2 y otro mayor
que /2. Los dos ntimeros obtenidos pueden ser considerados como aproximaciones a /2 .
Cuanto mas cercanos estén esos numeros entre si, mas precisas seran las aproximaciones que
tengamos del valor de /2.

De esta manera, 1,41 aproxima por defecto el valor de /2 , mientras que 1,42 lo aproxima por
exceso.

Como en las desigualdades 1,41 < /2 < 1,42 la aproximacién por defecto y la aproximacién por
exceso coinciden hasta la primera cifra decimal, podemos asegurar que la parte entera y la pri-
mera cifra decimal de ambas cantidades coinciden con la parte entera y la primera cifra decimal
del valor real de /2 . Diremos entonces, con total certeza, que 1,4 es una aproximacion de /2
con una cifra decimal de exactitud.

Si se tiene una aproximacion por defecto y una por exceso, se pue-

de utilizar su semisuma para acelerar el procedimiento anterior. B GG

1,41+1,42 —1415 mas numeros es la mi-
' tad del resultado que
se obtiene al sumarlos.
Dado que 1,415% = 2,002225 > 2 podemos asegurar que
1,41 < /2 < 1,415. Tenemos entonces que 1,415 se aproxima por
exceso al valor de /2 .

En las desigualdades 1,41 < /2 < 1,415 las aproximaciones por defecto y por exceso coinciden

hasta la sequnda cifra decimal. Asi 1,41 aproxima el valor de /2 con dos cifras decimales de
exactitud.

Ahora podemos calcular la semisuma de 1,41y 1,415

1,41+1,415

Esta vez =1,4125 se aproxima por defecto al valor de /2 (;por qué?).

Observe que con el procedimiento anterior obtuvimos una mejor aproximacion del valor real de

J2 . sin embargo, dado que 1,4125y 1,415 coinciden hasta la segunda cifra decimal, solo tene-
mos certeza de que las primeras dos cifras decimales de nuestras aproximaciones coinciden con
el valor real que buscamos.

Es claro que este procedimiento puede repetirse tantas veces como sea necesario a fin de obte-
ner aproximaciones cada vez mas cercanas al valor real de /2 .

Practica
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Pruebe que 2</5</6<7<+/8<3

2. Encuentre dos numeros enteros consecutivos ay b que cumplan a< /45 <b
3. Encuentre 5 numeros irracionales que se ubiquen entre 11y 12.
4. Encuentre una aproximacion por defecto y una aproximaciéon por exceso para el numero /14 .
2. Utilice su calculadora para obtener aproximaciones decimales para los siguientes numeros.
a. /7 S — b. /15 B — c. 27
d. e. /20 S f. V4
ag. ¥20 S h. V3 S i. V13
j- ¥e k. ¥—6 - I. 3~o
m.

24 ’2 ~ 4
il — n. 3= —_— n. —
7 5 3

¢ Cudl es el mayor de los nimeros anteriores?
Ordene de forma descendente (de mayor a menor) los nimeros de la parte 1.

Ubique los numeros de la parte 1 en la siguiente recta numérica.
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Operaciones

Para introducir una expresién radical en la calculadora el elemento mas importante es el

indice, pues éste nos determina cual botdn se utiliza. Dependiendo de la calculadora, los
botones se pueden utilizar con raices en su primera o segunda funcién. Algunas tienen

hasta una tercera funcién. El color de la funcién determina cuadl es el procedimiento para

utilizarla:

U Si aparece en color blanco sobre el botén,
se trata de la funcidn principal, por lo que
simplemente éste se presiona y se utiliza
con normalidad.

U Si la funcion se ve en color amarillo, es la
segunda funcién, por lo que es necesario
oprimir primero SHIFT (ubicado arriba a la
izquierda) y luego el boton ubicado debajo
de dicha funcién.

U Si la funcion se presenta en color rojo, se
trata de la tercera funcién, por lo cual es
necesario oprimir primero ALPHA (ubicado
a la derecha de SHIFT) y luego el botén
ubicado debajo de dicha funcién.

En la imagen adjunta, se aprecia la calculadora
mas reciente. En ésta, la raiz cuadrada (de indice
¢) es una funcion principal. En ese mismo botdn,
la raiz cubica (de indice o) es la segunda funcion.

A su derecha, se ubica el botdén para elevar al
cuadrado o al cubo (exponente ¢ y o
respectivamente). A la derecha de este botén se
ubica el que permite elevar a cualquier potencia
como funcion principal y radicar con cualquier otro
indice como segunda funcion.

CASIO fx-570ES PLUS

NATURAL-U.P.AIM.

R] Math VA

I

o sinCHdx

SHIFT

ALPHA MODE SETUP

b X!

SOVE = k= &\ i g
- \ DEC "_'1 HEX 10 BIN ¢ bCT

W@@ﬁ@@

agoe Y M-

CDOODV
@O'.-

MATRIX VECTOR
(4 )(5
I'STATT r(HPLX]
QMAJ

Rnd Ran# Ranint

00 Juo)s )~

De esta manera, se puede comprobar en la calculadora el resultado de operaciones como

las siguientes:
1. Vig o @ig

~

2. Icu mWp @ XWUC

3. IT ot ¢ Vo
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4. - N

5. I Yp p o Vo
6. uC T ¢d0 W¢ TT ¢ We

O también se pueden resolver problemas, como por ejemplo, determinar el valor de wtal
que ® o mwComo la radicacidén corresponde a la operacion inversa de la potenciacion, se
tendriaque® WMom p8touppom@oB8o@CCXQ

Practica

Resuelva las siguientes operaciones con radicales:

Q) 26 +7 5 =

b) 53 -9 3 =

) 4410 +2 410 -5 10 =

f) 443 -82-742= Q)\E—%Jm_g—%:
9) 234 -533 +3%4 = r)_EJr%\/%_\/%:
) 3V8+42=

k) 6 V27 —5 /48 =

2 resuelva las siguientes operaciones

a) 25 75 = h) 6 420 = 12 /5 =

b) 22 ¢ 10 = i) —12 V3 +4 75 =

c) -5 #3430 = j) 15 3~21 + -3 {7000 =

d) — ¥9 e—4 315 = k) 14 32 + - 3686 =
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Cantidades muy grandes o muy pequeias
En este apartado se trata de resolver problemas con unidades de medida y sus multiplos

y submultiplos. En la escuela se estudiaron tres multiplos (kilo, hecto y deca) y tres
submultiplos (deci, centi y mili). Sin embargo, la lista es mucho mas extensa. Para los
multiplos se tienen las siguientes equivalencias:

Prefijo Simbolo Equivalencia con la unidad Potencia
yotta ) PTMTMMTM T TTTTTI TTITTTTT T p Tt
zetta ) O TU TUTE TT T 7T T TT T 7T TC 7T T 7T 7T p Tt
exa Y PTUTUTC TU ML TT T TT T TCTT TT TT p Tt
peta 0 PTUTIT TTTC TT T TT T TT TT p Tt
tera Y PTUTIMTIM TTNT TT TT pTt
giga O PTITITC TT T TT TT p Tt
mega 0 PTUTITTT TT p Tt
kilo jo! PTITI T p T
hecto Q p T p Tt
deca Qw p Tt p Tl

Para los submultiplos se tienen las siguientes equivalencias:

Prefijo Simbolo Equivalencia con la unidad Potencia
deci Q T[ﬁD p Tt
centi @ i p p T
mili a Tt 1T p p Tl
micro ‘ Tt T TT P p Tl
nano 5 TIT MM TTIC 1T P p T
pico ) TUTU T T TUTC 7T 7T P p T
femto "Q TUTU TC T 7T 70 7T 70 7T MU 7T P p T
atto @ TUTT 7T 70 7T W 7T T TC M 70T 7T P p Tl
zepto a TUTU TC T 7T 7T 7T T 7C 70 70 7 70T 7C P p Tl
yocto ® MMMTMMIMAMTMAMAMTITMITL P T

Se debe recordar que al subir en cada tabla se debe dividir la cantidad dada por la
equivalencia y al bajar se multiplica la cantidad dada por la equivalencia.

Por ejemplo, se puede resolver el siguiente problema:

Los acaros son causantes de algunas enfermedades como alergias,
sarna y demas. Un acaro tiene una longitud de ¢ ¢ & Si se hace una
fila con acaros, écuantos se requieren para abarcar p T &
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Para determinar la respuesta, es necesario tener las dos medidas en la misma unidad. La
forma mas facil de hacerlo seria convertir ambas medidas a metros, que es la unidad de
medida con la que se esta trabajando. Asi, se tiene que
CY & cimnmng Tmmnmed
pTOG pTOim @ Tipd

Luego, como la medida de la longitud de un acaro es menor que la de la fila, se divide la
medida de la fila por la longitud de cada acaro:

e g OV XIR wuX

Por lo tanto, para cubrir los p T ade la fila con acaros, se requiere tener o v xde ellos.

A practicar
Utilice la informacion que se brinda en el siguiente recuadro para contestar las preguntas que
se presentan a continuacion.

Planta Hidroeléctrica Pirris

© En el mes de setiembre del ano 2011, el Instituto Costarricense de Electricidad (ICE)
inauguro la Planta Hidroeléctrica Pirris, ubicada en la zona de Los Santos. Al mo-
mento de su inauguracidn, esta planta contaba con la represa mas alta del pais, con
113 metros de altura; con un embalse con una capacidad de 30 mil millones de litros
(30 000 000 000) y un tunel de conduccion de 10,5 kilémetros de longitud.

® Lageneracion de electricidad en la planta se realiza por medio de dos turbinas, cada
una con una capacidad de 67 MW (megavatios) de generacion, lo que la colocaba
en el 2011 como la tercera planta hidroeléctrica mas productiva del pais, superada
Unicamente por la Estacion Arenal y la Planta Hidroeléctrica La Angostura.
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¢ Marque con un / la opcion que contesta correctamente a cada una de las preguntas.
a. ;Cudles la altura de la represa de la Planta Pirris?

() 1,13dam () 1,13hm
() 1,13km () 1,173dm

b. ;Cudl es la capacidad del embalse de la represa Pirris?
() 30MmI () 304al
() 30Kkl () 30Tl

c. ;Cual es la longitud del tinel de conduccion de la Planta Pirris?
()105m () 1050m
()105m () 10500m

d. ;Cuantos watts (vatios) puede generar cada una de las turbinas de la Planta Hidroeléctrica Pirris?
()67 () 67000000
() 67000 () 67000000000

Conversion de unidades

¢ Laconversion de unidades en el sistema de maltiplos y submultiplos puede efectuarse mediante
tablas de conversion cuando las unidades consideradas son suficientemente préximas entre si.

¢ Porejemplo, para expresar 3,4 metros en centimetros, se utiliza el siguiente procedimiento:

km | hm | dam | m dm | cm | mm

3 4
3 4 0,

¢ Dado que la parte entera de 3,4 es 3 se coloca el nimero 3 en la casilla de los metros (pues 3,4
esta expresado en metros). En esa misma casilla se coloca la coma decimal (que nunca debe apa-
recer sola en una casilla). A partir de alli, se escribe cada cifra decimal de forma consecutiva en las
casillas de la derecha (una cifra por casilla, sin saltar ninguna de ellas). Para efectuar la conversion
a centimetros, Unicamente se desplaza la coma decimal al final de la casilla de las nuevas unida-
des (en este caso a los centimetros). En este ejemplo es necesario colocar un cero en la casilla de
los centimetros, pues la coma decimal no puede aparecer sola en una casilla.
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¢ Asi, 3,4 m. es equivalente a 340 cm. (la coma decimal pudo eliminarse, pues no aparecen cifras
distintas de cero después de ella).

¢ Un procedimiento andlogo puede emplearse para expresar 275,3 decimetros en kilometros.

km hm dam m dm cm mm
2 7 5, 3
0, 0 2 7 5 3

¢ Como la parte entera de 275,3 es 275 = 2 centenas + 7 decenas + 5 unidades, se coloca el 5 en la
casilla de los decimetros (la unidad en la que esta expresada la cantidad original); el 7 en la casilla
que se encuentra a su izquierda (metros) y el 2 en la préxima casilla a la izquierda (decametros).
Luego se desplaza la coma decimal a la casilla de los kildmetros (la unidad en la que se quiere
expresar la cantidad). Observe que en este caso fue necesario rellenar con ceros las casillas de los
hectémetros y los kilometros.

® Asi, tenemos que 275,3dm. equivalen a 0,02753km.

@ Elprocedimiento anterior es muy util, pero encuentra sus limitaciones cuando las unidades con-
sideradas estan muy distantes entre si, lo que sucede, por ejemplo, si se desea convertir una
cantidad expresada en microgramos a Exagramos. Afortunadamente, con muy poca frecuencia
se necesitan realizar conversiones de ese tipo. Sin embargo, es conveniente analizar otro proce-
dimiento que pueda emplearse en tales situaciones.

¢ La siguiente actividad le permitird comprender un procedimiento que puede emplearse para
realizar conversiones de unidades. Este procedimiento se basa en el uso de los factores de con-
version que se incluyeron en las primeras tablas de este tema y tiene la ventaja de que puede ser
utilizado sin importar la distancia que separa a las unidades consideradas.

A practicar

En la siguiente tabla se muestran las distancias medias al Sol de cada uno de los
planetas del sistema solar
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Planmneta Distancia media al
Sol (en Mmetros)

Mercurio 57 970 O00 000
Venus 108 200 O00 O00
Tierra 149 600 O00 O00
Marte 227 940 O00 000
Jupiter A8 330 000 000
Saturno 1T 429 400 000 000
Uranmno 2 870 990 000 000
Neptunmno «4 504 300 O00 O00

distancia en metros entre la Tierra y el Sol?

c. "Justifique la validez de la igualdad

. Cual es la distancia en metros entre la Tierra y el Sol?

. .cuantos ceros consecutivos se ubican al final del nUmero que representa la

149 600 000 000 m = 1496. 108 m."

. ¢écudl es el factor de conversién correspondiente a los mega metros (Mm)?
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. . ., Mm
Explique por qué se puede asegurar que la fraccion

s esunitaria.
10°m
Justifique la validez de |a expresion matematica
1496 10°m- 0™ _1496. 10°Mm
0°m

g. Justifique la validez de la expresion matematica.

1496 - 10°Mm = 149 600Mn

h. ;Cudl es la distancia en megdmetros entre la Tierra y el Sol?

i.  ¢Cual es la distancia en metros entre Mercurio y el Sol?

j.  iCuantos ceros consecutivos se ubican al final del nimero que representa la distancia en metros

entre Mercurio y el Sol?



g. Justifique la validez de la expresion matematica.

1496 - 10°Mm = 149 600Mn

h. ;Cual es la distancia en megametros entre la Tierra y el Sol?

i.  ¢Cudlesladistancia en metros entre Mercurio y el Sol?

j. ¢Cudntos ceros consecutivos se ubican al final del nimero que representa la distancia en metros

entre Mercurio y el Sol?

k. Justifique la validez de la igualdad 57 910 000 000 m = 5791-10" m.

I. ;Cual es el factor de conversidon correspondiente a los centimetros (cm)?

m. Explique por qué se puede asegurar que la fraccién es unitaria.

0—2
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Realice las siguientes conversiones:

456000 g ng
110 Hm Gm
80 nl fl
0,69pg dg
8 um m

23 Gm

88 cl

dm

95 Gg

0,5 fm

40 Ml

dal

kg

um

ml
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Capitulo 2 Geometria

Teorema de Pitagoras

Distancia entre dos puntos en el plano cartesiano
Para determinar la distancia que hay entre dos puntos del plano cartesiano, es necesario

recordar cobmo se obtiene esa distancia en la recta numérica. Por ejemplo:
vV T O ¢ pPp T P C O T L O
0 o) 0 (@] 0

Determine la distancia entre los puntos indicados:

Puntos Calculo Resultado
0yoO Sy PS T ¢ L® w
6yo S TS 91 TS IS T
oyo @ PSS X ¢ PG P g
6yoO Sy TS U 1S XS X

Al trabajar en el plano cartesiano, se debe trabajar por separado cada eje, recordando
que todo par ordenado tiene la forma dfw. Por ejemplo, para determinar la distancia
entre los puntos 6 xlow y 6 clyx , ubicadog en el plano cartesiano en la figura adjunta.

B

Sin embargo, para buscar la T o

respuesta a este problema, es
necesario ubicar un tercer punto
que permita formar un triangulo
rectangulo donde el segmento de
recta formado por 6 y 6 sea la 9
hipotenusa. Por ejemplo, 6 ¢lo . De
esta manera, se puede trabajar por
aparte cada uno de los ejes
coordenados para determinar las c A
distancias. S * 14

Asi, se tiene que la distancia entre ]
los puntos 0 y O se calcula al
resolver la operacidn s ¢S s

v, mientras que la distancia entre ']
los puntos 6 y O se calcula al
resolver la operacién x o0s IS 0 N
T. >
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Con estos resultados se tiene que con los puntos 0 y 6 es posible formar un triangulo
rectangulo cuyos catetos tienen como medidas 1 y v. Como se trata de un tridngulo
rectangulo, se puede aplicar el teorema de Pitadgoras.

De este modo, se tiene que la distancia entre los puntos 0 y 6 se calcula al resolver

T v 00
P Cu 060
Tp 060
Mt p 66

O sea, la distancia que hay entre los puntos 0 y 6 es
N66 66 Wt p o maps

En general, dados dos puntos sefialados por 6 whd y 6 oo se obtiene por medio de la
féormula Qo 6 O o W

Distancia entre dos puntos

Cuando los puntos se encuentran ubicados sobre el eje x 0 en una recta paralela a este
eje, la distancia entre los puntos corresponde al valor absoluto de la diferencia de sus
abscisas.

Ejemplo: La distancia entre los puntos (-4,0) y (5,0) es 4 + 5 = 9 unidades.
Cuando los puntos se encuentran ubicados sobre el eje y o en una recta paralela a este
eje, la distancia entre los puntos corresponde al valor absoluto de la diferencia de sus

ordenadas.

Ahora si los puntos se encuentran en cualquier lugar del sistema de coordenadas, la
distancia queda determinada por la relacion:

d =z, - )t +(p, -y

Para demostrar esta relacion se deben ubicar los puntos A(x1,y1) Y B(x2,y2) en el sistema
de coordenadas, luego formar un tridangulo rectangulo de hipotenusa AB y emplear el
teorema de pitagoras.

Ejemplo: Calcula la distancia entre los puntos A(7,5) y B (4,1)

d = 4= +(1-5)7
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d =+ (4
d =9+16
cf=ﬂ."{5

d = 5 unidades
Ejercicios
1) Determine la distancia entre cada par de puntos dados usando la formula de distancia.
1.1) (1,2) y (-3,4) 1.2) (-3,0) y (-4,6)
1. Halla la distancia entre A y B en cada caso:
a. A(-7, 4), B(6, 4) b. A(3, 4), B(3, 9) c. A(-5, 11), B(O, -1)
2. Calcula el valor de k para que la distancia de A(-1, 4) a B(k, 1) sea igual a 5.
3. Halla las coordenadas de dos puntos tales que la distancia entre ellos sea igual a 4.

4. Calcula el perimetro de los siguientes triangulos y clasificalos segun la longitud de sus
lados:

a. A(_ZI 2)1 B(ll 6)1 C(6I _6) b. A(_SI _2)1 B(OI 6)! C(SI _2)

Hallar el darea del triangulo ABC de vértices A(-1,1), B(2,4) y C(4,1)
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Teorema de Pitagoras

Los duefios de una mediana empresa comercial acaban de alquilar un edificio de una
planta para instalar sus oficinas. La planta del edificio posee forma rectangular y mide
36 metros de largo por 30 metros de ancho. Para acondicionar el local, compraron una
antena que permite la conexion inaldmbrica a internet. El alcance maximo de la antena
es de 20 metros.

Indique si la antena puede colocarse en algln punto del edificio de forma que se
garantice una conexion a internet desde cualquier otro lugar de las oficinas.

8 -7 6 -5 -4 -3 -2 -1
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Introduccion: Teorema de Pitagoras

En la siguiente figura se muestra un triangulo rectangulo, con hipotenusah y
catetos c1 y ¢

El teorema de Pitagoras indica que

h2=cl12+4+c22

Presione el botdn siguiente para practicar usar el teorema de Pitdgoras para conseguir
lados desconocidos en triangulos rectangulos:

Método General para Encontrar la Distancia entre Dos Puntos

El diagrama siguiente muestre dos puntos (a,c) y (b,d) en un sistema de coordenadas
cartesianas,

(b, d)




Para obtener la distancia entre estos dos puntos podemos seguir los siguientes pasos:

Pasol.
Dibujar un tridngulo rectangulo con coordenadas (a, c), (b, ¢) y (b, d)

Paso 2.
Encontrar las longitudes de los catetos del triangulo.

Paso 3.
Calcular la distancia utilizando la férmula de Pitagoras.
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Ejemplo 1: Encuentre la distancia entre los puntos (1, 2) y (3, 5).

Solucién:

Paso 1 - Dibujar el triangulo rectangulo con vertices (1,2), (3,2) y (3,5).

Paso 2 - Encontrar las longitudes de los catetos del triangulo: Ver Diagrama arriba.

Paso 3 - Usar el teorema de Pitagoras para calcular la distancia:

cl=3
c2=2

distancia =

(3)2+(2)2=13

Ejemplo 2: Encuentre la distancia entre los puntos (-1, 2) y (3, -2).
Solucioén:

Paso 1 - Dibujar el triangulo rectangulo con vertices (-1,2), (3,2) vy (3,-2).
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Paso 2 - Encontrar las longitudes de los catetos del tridngulo: Ver Diagrama arriba.

Paso 3 - Usar el teorema de Pitagoras para calcular la distancia:

Practica

a. Obtenga la longitud de la base del triangulo que tiene por vértices los puntos (3, 2), (6, 6) y
(6, 2).
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b. Calcule la diferencia de las primeras coordenadas de los puntos (6, 6) y (3, 2). Recuerde que
el resultado de una resta se denomina diferencia.

c. Obtenga la longitud de la altura del triangulo que tiene por vértices los puntos (3, 2), (6,6) y
(6,2).

d. Calcule la diferencia de las segundas coordenadas de los puntos (6, 6) y (3, 2).

e. Determine |la distancia entre los puntos (3, 2) y (6, 6).
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3.

L.

Compruebe con los ejemplos anteriores que la formula d = /(x - .-')2 +(y- s)2 permite calcular
la distancia entre los puntos A= (x, y) y B=1r, s).

Calcule la distancia entre los puntos (2, 4) y (-4, -2).

5. Muestre que el tridngulo que tiene por vértices los puntos (-2, 4), (1,-3) y (5, 7) es is6sceles.

6. Sean0=(0,0),A=(3,4),B=(4,3)yC=(7,7). Muestre que el cuadrilatero OACB es un rombo y

calcule la longitud de sus diagonales.
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* Triangulos Rectangulos:

ipotenusa
catet

cateto

El teorema de Pitdgoras se aplica solo para triangulos rectangulos, y dice lo siguiente:
“En cualquier triangulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos”. Simbodlicamente se escribe asi:

14

¢ = a>+b?| donde “c” representa la hipotenusa, y “a” y “b” representan los catetos

Ejemplos
1. Determine la medida de cada lado faltante en cada figura

P

a)

Solucion

w Vo Tt U

En general, si se conocen las medidas de los catetos & y @ entonces la medida de la
hipotenusa es ®d .
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b) 0

Solucion

w W T Wty tHo.

€

En general, si se conocen: la medida de un cateto & y la medida de la hipotenusa
entonces la medida del otro cateto es Q & .

Ejercicios
1. Saber utilizar el teorema de Pitagoras para calcular el cateto o la hipotenusa de un
triangulo rectangulo en el que conocemos dos de sus lados

130m

2. Saber determinar triangulos rectangulos en distintas figuras del plano para calcular, a
través de Pitdgoras, ciertas medidas desconocidas, asociadas a las figuras.

10cm
8 cm

24 cm

-
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3. Calcula el cuadrado de los tres lados de estos triangulos y comprueba en cual de

ellos de cumple el teorema de Pitagoras.

3)

CA=2.5cm

1) 2)
c 11m " B -
\\ ;_f"'
\\ 13em
N\ / . Sem
8m "\ / Bm
.-';f
/ A 12cm
A

4. Una escalera de 65 decimetros se apoya en una pared vertical de modo que el pie
de la escalera esta a 25 decimetros de la pared. éQué altura, en decimetros

alcanza la escalera?

65 dm

25 dm

5. La cara frontal de una tienda de campafia es un tridngulo isdsceles cuya base mide
1,6 metros y cada uno de los lados iguales mide 170 centimetros. Calcula la altura en

centimetros de esa tienda de campania.

170 cm

1.6m
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6.. Considere el trapecio [ ]o 6 6.0

0 T o)
T

De acuerdo con los datos de la figura, écudl es la medida de 6 67
(A) ¢

(B) 1

(C) W

(D) tWpo

7.. Considere el Y0 6 0

B
E
12
i
A 6 F D C

De acuerdo con los datos de la figura, si 6 O ¢ J0"Dentonces la medida de & O es
(A) pg

(B) gt
(C) pdlo
(D) p qMo
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8.. Considere el rectdngulo [ ] 0 6 6.0

o} O o}
(o) 0]
o] O (@)

De acuerdo con los datos de la figura, si [ ] 0'0"0& un rombo, ORGIGiO son los puntos

aproximadamente la medida de "O"Oes

(A) | ol @
(B) | p fp W
(C) | 17,32

(D) | 23,36

9.. Considere la siguiente figura.

&

0 0

De acuerdo con los datos de la figura, siel [ ]0 6 0 € un rombo cuyas diagonales miden
pry pgyel [JO6 0 és un trapecio isosceles, entonces aproximadamente la medida de
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10 .En un tridngulo isdsceles y rectangulo, los catetos miden 25 milimetros cada uno,
¢Cual es la medida de su hipotenusa?

25 mm

25 mm

11La altura de una porteria de futbol reglamentaria es de 2,4 metros y la distancia
desde el punto de penalti hasta la raya de gol es de 10,8 metros. éQué distancia recorre
un baldn que se lanza desde el punto de penalti y se estrella en el punto central del
larguero?
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Trigonometria

Conversiones de medidas de angulos
Hasta ahora, las medidas de los angulos sdlo se conocen en grados. Sin embargo, las

medidas de los dngulos se pueden expresar en otra unidad llamada radianes (i ®)QLa
equivalencia se da al decir que “1 ©Qp Y mlas conversiones se pueden dar en dos
direcciones diferentes: de grados a radianes y de radianes a grados. Se estudia cada caso
por separado.

U Sila medida| esta dada en grados, la medida en radianes se obtiene por medio de
la siguiente formula:

JJ
A Q'QnE - Qoa|£—| nQ
pyrT

Por ejemplo, se pueden hacer las siguientes conversiones:

Medida en grados Operacion Resultado en radianes
T ~
o, A SN L o0
W p PTT TU
LOI
guJd $O px PR i 0Q
gm oo oo
) 0 0
pculd peY &0 24 60
pyTm ¢ ¢

U Sila medida| esta dada en radianes, la medida en grados se obtiene por medio de
la siguiente formula:

w°
A Q'QCIE - QOO(|£L
pyYT

Por ejemplo, se pueden hacer las siguientes conversiones:

Medida en radianes Operacion Resultado en grados
« UI‘
U — 13
T 13 .l_u c C
o) 933 P ¢ X'm
Ei ) C VT TIGXT _
[1] CH 113
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>
P

X160 cP WTpgom 0]
C : =

Ejercicios

a) Convierta los siguientes angulos a radianes:

1) 60° 2) 220° 3) 315°

b) Convierta los siguientes angulos a grados:

1) 2n 2) gn
3) gn

3. Realice la conversion a Radianes de los siguientes angulos
(a) 45° (d) 140° (g)—-20° (j)740° (m)-5°

(b)-132° (e)-570° (h) 311° (k)-2280° (n) 8°
(c) 90°  (f) 210° (i) 360° (1)120° ( fi)190°

4. Realice la conversién a Grados de los siguientes angulos

(a) 57 (d) 0 ()-5 (m-11
(9) 2 . ,

, , c
(b)—z (e)7 (h)3T (k)? (n)g
8’ . 7’ w9
©%F ma ¢ 0§ L
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Razones trigonométricas
Para definir adecuadamente las razones trigonométricas de un angulo, es necesario

determinar, en un tridangulo rectangulo, qué nombre recibe cada lado del tridngulo con
respecto a los angulos agudos. Asi, se tiene que

Figura Con respecto al angulo dado
Medida del lado

. ,T
® Cateto adyacente Cateto opuesto
@ Cateto opuesto Cateto adyacente
o Hipotenusa Hipotenusa

La diferenciacién anterior se debe a que las razones trigonométricas utilizan las medidas
de los lados de un tridngulo dependiendo de la posicidon que éstos ocupan con respecto a
uno de los angulos agudos.

Las razones trigonométricas siempre se definen para un angulo determinado. Si el angulo
se denota como , — se tiene:

Razoén Abreviatura utilizada Definicion
S OAL  OAL G QQUADANNO 81 6 Qi
eno a0 QO &0n € 0 QE «
c A6 AT G 'QQ DU O B®E DO
oseno a4 QQ @ &0n € 0 QF «
- ‘ OAL OAL G 'Q'Q IGO0 D Qi o
angente 4 Q0 aDEIG O B&E GG €
Para recordarlo con mas claridad, se utiliza la abreviatura

"Y-0 —"Y-, que sirve para recordar la definicidn de todas las razones. Por ejemplo:

Figura Para cada angulo dado

Razones

. i

Seno - -

W W

Coseno - -

w w

Tangente - -

) w

56



Las razones trigonométricas se utilizan para determinar las medidas faltantes en un
triangulo, tanto de lados como de angulos. Por ejemplo, si en la figura adjunta O Cwa
ya T 1 mbe debe determinar los valores de «y wy & | :

Utilizando las razones trigonométricas, se tendria que

b o 2 (Y
. Al O —+
®
a De donde se obtiene: o
WAT Ond v
B 7 CU CU
> © XTOn) Mxoon 0 W OXTX @Xp

Con los datos anteriores, se puede utilizar el teorema de Pitagoras para determinar el
valor de @:

~

W Cv 0&,@

W @quUpTRY

W pT CD(C(P (ONQRY
w Tolxo

G Tolxe ¢twggxpTdw

De la misma manera, como el angulo no sefialado es recto, su medida es wm J, como la
suma de las medidas de los angulos internos de todo tridngulo da como resultado p Y pisk
tiene que
pUTMmIomJT MJIA, |
pyumlpomd |
pYympom, |
urtd & |

De esta manera, se tiene resuelto el triangulo:

Simbolo Medida
vTtJd
TTd

¢ b a

C wa

octpda

S1E2Esx —

Al utilizar la calculadora, los botones utiles para resolver problemas con trigonometria son
el que dice i "(Qgara seno, el que dice w ¢ para coseno y el que dice 0 ®para la tangente.
Los calculos se pueden hacer con las medidas de los angulos tanto en grados como en
radianes.

Para tener la seguridad de que la calculadora esta preparada para hacer los calculos en
grados, unidad mas comun en la resolucion de la mayor parte de los ejercicios y problemas
de trigonometria, en la parte superior de la pantalla debe aparecer una letra D, inicial del
vocablo inglés degree (grado). Si, por el contrario, se observa una G (gradientes) o una
R (radianes), antes de resolver cualquier operacion se debe oprimir el botéon SHIFT,
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seguido del botéon MODE (ubicado a la izquierda del botén de encendido (ON)) y luego el
numero 3. Ademas, si se desea trabajar con las medidas en radianes, se debe oprimir el
botdn SHIFT, seguido del botdon MODE y luego el numero 4.

De igual manera, los tres botones trigonométricos (SIN, COS y TAN) tienen dos funciones
cada uno. La primera funcidon corresponde al caso en el que se tiene la medida del angulo
y se desea conocer el valor de su razén trigonométrica. Pero, cuando se tiene el valor de
la razon trigonomeétrica y se desea conocer la medida del angulo, se debe oprimir SHIFT
antes de cualquiera de estos botones, con lo cual se vera el resultado como OE 1, AT Oo

OAT.
Por ejemplo, si en la figura adjunta @ ¢ WAy ® xXw§ se debe determinar los valores
dewa t ya,|:
Utilizando las razones trigonométricas, se tendria que

OAT =
a De donde se obtiene:

B T OA
b

Con los datos anteriores, se puede utilizar el teorema de Pitagoras para
determinar el valor de w

De la misma manera, como el angulo no sefialado es recto, su medida es wm J, como la
suma de las medidas de los angulos internos de todo tridngulo da como resultado p Y pisk

tiene que

De esta manera, se tiene resuelto el triangulo:

Simbolo Medida
N X @ @q
1 P&
@ X @A
) C A
) C wa
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Ejemplo 1

Determine la medida del cateto AB y encuentre las razones trigonométricas de «a

B

Solucion

Utilizando el teorema de Pitagoras para encontrar la medida del cateto x, se tiene:
x> +2% =8
x> =64—-4
x> =60
x =+2/15

Ahora bien, como x es una distancia, entonces x=215.

Por otra parte, las razones trigonométricas de « son las siguientes:

2 1
sex=—=—=csca=4
8 4
2415 /15 4 4/15
cosg=——="—>secqg=—=——
8 4 J15 15
1 J15

2
tana = = = = cota =15
2J15 15 15

Ejemplo 2
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Determine las medidas aproximadas de AB y AC si
mZABC=29" y d(B,C)=9.

A
X y
-
C 9 B
Solucion
i) ii)
X C0529°=2:y= J -
tan29° = 5 =9tan29° =x y cos?29
9.0,554 ~ X < 274
4,99 ~x y ~10,29

Ejemplo 3

Si la altura de un tridngulo isosceles sobre su lado desigual es
10 cm y la base es 16 cm. Calcule la medida de sus angulos
internos.

C
Solucion

10
a) tan@z%:é’zﬂ,?f P

A 8 8 B
b) Como los angulos de la base
son congruentes mZACB~=180"-2-51,3~77,4

Recuerde:

La suma de los angulos
internos de un
triangulo es igual a
180e.

Dos  angulos  son
complementarios si la
suma de sus medidas
es 90°.

Si ayp son angulos
complementarios
entonces

a=90"-By f=90 -«
y se dice que « es el
complemento de g y

viceversa.
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Ejercicio: De acuerdo con el criterio LLL, los dos tridangulos siguientes son semejantes

( AABC ~ AJFK ). Complete la informacion que se le pide.
J
A
32
16
7 14
QU c F—l (o) <
B
743 1643
a) senai = a) sen op =
b) cos a1 = b) cos ax =
c) tan o1 = c) tan oz =
Conclusion:
Ejercicios
1) Utilice la siguiente figura para calcular la medida de los lados y de los dngulos faltantes en cada
caso.
a)c=12; mLZA=27° B
b)a=8; m«LB=54° a c
c) c=3; mLB=87° ]
C b A
d) a=3; b=2

2) Utilice la calculadora y aproxime con tres decimales por exceso el valor de las seis
razones trigonomeétricas de los angulos dados en cada caso:
a) 18° b) 73,5° c) 35° d) 85,2°
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3) Para cada caso, encuentre el valor del dngulo agudo @, aproximando con dos
decimales por exceso, que cumpla con la condicién dada:
a) ser¥=0,42 b) cos6=0,8 C) tanf=38,32

Practica 2

1. Los catetos de un tridangulo rectangulo miden 5 m y 7 m. Halla la hipotenusa y los
angulos.

[sol] 8,60 m; 35,53°

2. El cateto menor de un tridngulo rectangulo mide 12 m y la hipotenusa 35 m. Halla el otro
cateto y los angulos.

[sol] 32,88 m; 20,06°

3. En un tridngulo rectangulo sabemos que un angulo mide 37° y el cateto contiguo
15,4 m. Halla los otros dos lados y el otro angulo agudo.
[sol] 539,19,28 m, 11,60 m

4, Queremos medir la altura de una torre de comunicaciones situada sobre nuestro
mismo plano. Para ello situamos un teodolito a 50 metros de su base para medir el
angulo de elevacién de su extremo superior. Sabiendo que dicho angulo es de 58° y que
el teodolito esta sobre un tripode de 1,5 m de alto, écudl es la altura de la torre?

[sol] 81,52 m

5. La torre de un castillo esta situada al borde de un foso con agua. El angulo de
elevacion de su extremo superior desde el otro borde del foso es de 62°. Si nos
alejamos del foso 52 m, el angulo de elevacién es de 28°. Calcula la anchura del foso y
la altura de la torre.

[sol] 20,50 m, 38,56 m

6. Cuando los rayos del sol inciden con un angulo de 789 la torre Eiffel
proyecta una sombra de 69,5 m. Calcula su altura aproximada.
[sol] 327 m

7.En la escena vemos un ejemplo resuelto
sobre como calcular la altura de una torre

Completa la resolucidn en este recuadro
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Practica 3

1. Expresa en radianes:

a) 15° b) 120° 7. En un tridngulo rectangulo los catetos miden 1
c) 2400 d) 345° los dngulos agudos.
2. Expresa en grados: 8. La hipotenusa de un tridngulo rectangulo mi
a) & b) 3n cateto 27 cm, calcula los angulos agudos.
15 10

9. En un triangulo isdsceles los angulos iguales

7 11n
c) % d) = altura 28 cm, halla el lado desigual

3. Halla con la calculadora las siguientes raz:oﬂ'gsl' ﬂr@o%ﬂ@tﬁ&%es ;I;oun tlrialngullo tisoslcgles
redondeando a las centésimas: 0S angulos iguales , calcula €l otro lado.
a) sen 259 b) cos 67° 11. El cos de un angulo agudo es 3/4, calcdla el s

¢) tg 225° d) tg 150° 12. La tangente de un angulo agudo es 12/5 cal

4. Un angulo de un tridngulo rectangulo mide 47° y el cateto
opuesto 8 cm, halla la hipotenusa.

5. La hipotenusa de un tridngulo rectangulo mide 26 cm y un
angulo 66°. Calcula los catetos.

6. Un angulo de un triangulo rectangulo mide 44° y el cateto
adyacente 16 cm, calcula el otro cateto.

Angulos Complementarios

En cualquier triangulo rectdngulo los dos angulos agudos son complementarios (al
sumarlos da 909).

Ejemplos:
18°

47°

43° 61° 29°

72°

47° + 43° = 90° 61° + 29° = 9Q°
18° + 72° = 90°

Si el dngulo o es uno de los angulos agudos de un triangulo rectangulo,
entonces simbolicamente su angulo complementario se representa por 90° - a.
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90° - o
-

Seno y Coseno de dangulos complementarios:

En cualquier triangulo rectdngulo se cumplen las férmulas siguientes:

1) sena = cos (90°— )

2) cosa = sen (90°—q)

N 90° — o

Ejemplo
Determine las medidas aproximadas de «, g y AB si d(B,C)=

5ydAC)=10. B «
X

5

-

C 10 A
Solucion
. 5 1 i
1) t =—=—=0,5 ~ 26,565 .
) tanp 0°2 = f

i) Como a es el complemento de g,
a=90" - ~(90-26,565)" =63,435".
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iii) Para calcular d(A,B) se puede proceder al menos de a
dos formas diferentes, como se muestra a
continuacién. Suponga que d(A,B) = x.

1) Utilizando el teorema de Pitdgoras:
x> =5 +10°
x> =125

X = ++/125 = +5./5

Ahora bien, como x es una distancia, entonces
x =55 ~11,1803.

2) Utilizando las razones trigonométricas

Cos,BzE
X

x=— 10
cos 26,565
10
0,894
Observe que al hacer aproximaciones las magnitudes
pueden variar un poco. Aunque en este caso los dos
primeros decimales son iguales.

Ejercicios:

~ 11,1857

1) De acuerdo con los datos del siguiente triangulo, complete la informacidén que se le
pide:

a) senw= cos P =
615
b) cosmw= sen f§ = ® B
24
2) Complete:

a) Si senp = %, entonces cos (90° - ) =
b) Si cos 8 = 0, 625, entonces cos (90° - 3) =

c) Si cos (90° - ¢) = =, entonces sen ¢ =
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d) Sisen (909 - 1) = 0, 75, entonces cos A =

3) De acuerdo con los datos de la figura siguiente, complete la informacidén que se le
pide:

a) cos¢=
b) senw=
c) tanp=

d) tanw=

e) sena =
f) cospu=
g) tane=__

h) cosa =

Angulos de elevacion y de depresion

Se conoce como visual a la recta que parte del ojo del observador hacia el objeto
observado; si esta recta tiene la direccion del agua en reposo la llamaremos horizontal.

pA ¢

elevacion

horizontal U
depresion j

%

Se llama angulo de elevacién al que forma la horizontal con la visual que se halla por
encima del horizonte y en el mismo plano vertical.

Se llama angulo de depresidon al que forma la horizontal con la visual que se halla por
debajo del horizonte y en el mismo plano vertical.
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Ejemplo

Un faro construido al nivel del mar tiene su
observatorio a 16m de alto. Si desde él se observa una
boya con un angulo de depresion de 49°, icual es la
distancia entre la boya y la base del faro?

Solucion

Como primer paso conviene hacer un esquema que ilustre la
situacion. A

l6m
(faro)

AN
B X C  (boya)
Sea x la distancia entre la boya y la base del faro.
Observe que la medida del anguloBAC es 41°, ya que
es el complemento de 49°. Y el angulo BCA es
congruente con el de depresién, por ser angulos
alterno internos. También se puede ver que /BCA vy
ZBAC son complementarios.

Se tiene entonces que se puede trabajar con
cualquiera de los dos angulos agudos del triangulo
rectangulo ABC.

Usando la informacion del ZBCA se tiene:

7

Por lo tanto la distancia entre la boya y la base del faro
es de aproximadamente 13,91m.

Ejemplo
Juan desea estimar la altura del campanario de una iglesia pero, por razones
gue no se exponen, no hay manera de llegar directamente a él.



Para lograr su objetivo Juan realiza el siguiente plan: marca un punto B en
el suelo exactamente debajo del campanario y otro punto A a 13m de
distancia, también en el suelo, como se muestra en el dibujo de arriba. El
punto mas alto en el campanario lo llama D y C es un punto elegido en la
base del campanario del segmento BD.

Luego desde A mide los angulos de elevacion DAB y CAB y obtiene los
siguientes resultados: msZ/DAB=42° y mZCAB=34°, Llama x la altura del
campanario y y la distancia desde el suelo a la base del campanario.

D

x

A 13m B
Primero calcula el valor aproximado de y:
tan 34° :%:y:13-tan34°:>
y~13-0,67 =8,71
Usando que y=~8,71 establece esta otra relacion:

X+8,71

13
X~13-tan42°-8,71 =
x~13-0,9-8,71=2,99

tan42° =

Juan establece que la altura del campanario es aproximadamente 2,99m.

Ejemplo
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Desde un punto en el suelo, el angulo de elevacidon a la parte superior de una torre
es de 30°. Si un observador ubicado en dicho punto avanza 100 m hacia la torre y
vuelve a observar la cima de ésta, encuentra que ahora el dngulo de elevacién es de
60°. Encuentre la altura de la torre.

Solucion

Para resolver este problema se puede hacer un esquema como el siguiente:

=

60° '\ 300
A 'y B 100

Se va a llamar h la altura de la torre y y la medida del segmento AB. Usando el esquema
anterior se deducen las siguientes relaciones:

tan 60° :D: h=y-tan60°=y-y/3 (1)
y

Por otro lado:

tan30° = = y+100 = h
y +100 tan 30°
Como h=y-/3, sustituyendo se tiene
y+100=¢:y+100=3y:>
3

—2y=-100=y =50

Asi la altura de la torre es 50m.

Ejercicios

1) Una escalera de mano se apoya contra una pared de un edificio y forma con el piso

un angulo de 75°. Si el pie de la escalera dista 1,5m de la base de la pared, calcule:
a) la altura que alcanza la escalera sobre la pared,
b) la longitud de la escalera.

2) Pedro encuentra que al mirar por un teodolito el tope de un monumento, el angulo de
elevacion es de 16°. Si el piso es horizontal y el teodolito se encuentra a 1,4m del suelo,

calcule la altura total del monumento si Juan se encuentra a 7m de la base del
monumento.

69



3) Determine, con dos decimales, el angulo de elevacion del sol si una mujer de 1,6m
proyecta una sombra de 3m.

I) Plantea y resuelve las siguientes situaciones:

1) Una persona de 1,60 m observa el asta de una bandera con un angulo de
elevacion de 309 , si se encuentra a 3 m del pie del asta ¢Qué altura tiene el asta

de la bandera?

2) Desde una determinada posicidn en un camino, una persona observa la parte mas
alta de una torre de alta tensidén con un angulo de elevacién de 25°. Si avanza 45
m en linea recta hacia la base de la torre, divisa ahora su parte mas alta con un
angulo de elevacion de 55°. Considerando que la vista del observador estda a 1,70
metros del suelo.iCudl es la altura de la torre?

3) Desde un avién que se encuentra a 4500 m de altura se observan dos autos
corriendo en la misma direccidén y sentido con un angulo de depresion de 62° y
359, Determina la distancia en que se encuentran los dos autos.

IT) Marca la alternativa correcta:

1) La cumbre de un cerro se ve desde un punto P del llano bajo un angulo de
elevacidon de 359 . Al acercarse horizontalmente 2700 m, el angulo de elevacion

es
589, Entonces la altura del cerro es:

A) 3360 m B) 821,7 m C) 2100 m D) 210 m E) 336 m

4) Desde una distancia de 48 metros de una pared se encuentra apoyada una escala
con un angulo de 30° con respecto al pie de la escalera. A que altura se

encuentra
la escalera del suelo.

A) 48m B) 48+/3m C) 16 m D)163 m E) % m

Practica 2

1) Una persona de 1.20 m. de estatura observa la parte mas alta de un arbol con un
angulo de elevaciéon de 50°. ¢Cuanto mide el arbol si estd a 6 m de él?
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2) Desde la parte mas alta de un edificio de 30 m de altura se observa un automovil
con un angulo de depresidon de 30°. ¢A qué distancia se encuentra el automovil del
edificio?

3) Una persona observa un avidon que vuela a 600 m de altura, con un angulo de
elevacion de 379. éQué distancia hay en ese momento entre el avidn y la persona?

4) Dos observadores que estan en una misma linea con la base de un edificio, miran
la parte mas alta de éste con angulo de elevacion de 30° y 539, Si los observadores

estén distanciados 39.28 m, calcula la altura del edificio. (+/3=1.7321)

5) Desde el borde de un acantilado de 500 m de altura sobre el nivel del mar, el angulo
de depresién de dos botes situados en un mismo plano vertical con el observador,
miden 45° y 30°. {Cudl es la distancia entre los botes?

6) Una persona situada a 10 m de la base de un arbol, observa la parte mas alta de
éste con un angulo de elevacion de 45°. Calcular la altura del arbol.

7) Desde la cuspide de un monumento de 30 m de altura, se observan dos objetos con
angulos de depresidén de 45° y 30°. Hallar la distancia que los separa.

8) Un globo sale de la tierra desde un punto A se eleva con velocidad uniforme. Al
cabo de 1.5 minutos, un observador situado a una distancia de 200 m de A, observa
el globo con un angulo de elevacién de 60°. ¢A qué velocidad en km/h se eleva el
globo? (v=e/t)

9) Una persona cuya estatura de 1.60 m observa la parte mas alta de un poste con un
angulo de elevacién de 37° y su parte mas baja con un angulo de depresion de 450°.
Calcular la altura del poste.

10) En un globo de observacion situado directamente encima de un lago, los
instrumentos miden una altura de 600 m. El angulo de depresion del globo en el
cruce de dos carreteras es de 20°. Calcular la distancia desde el lago hasta el cruce
de carreteras.

11) Dos aviones se dirigen a un aeropuerto desde direcciones opuestas y a una
misma altura. El piloto A informa que estd a 2.5 km de la torre con un angulo de
elevacion de 7°30’. El piloto B informa que esta a 5 km de la torre, écuadl es el angulo
de elevacion?

12) Para medir el ancho de un rio un topdgrafo se sitla en una orilla y mira derecho
a un arbol en la orilla opuesta. Luego el topdgrafo camina 200 m por la orilla y
vuelve a mirar el mismo arbol, con un angulo de 3°. {Cual es el ancho del rio?

Ley de senos usando angulos agudos
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Hasta ahora se ha estudiado como despejar medidas desconocidas de lados o angulos de
un tridngulo rectangulo usando las razones trigonométricas. ¢Pero qué hacer cuando el
triangulo no es rectangulo, esto es, obtusangulo o acutangulo?

Las razones trigonométricas se definen para angulos agudos, por lo que en esta ocasion
solamente se vera como despejar triangulos donde todos los angulos son agudos
(acutangulos) o si el triangulo es obtusangulo solamente se podra trabajar con los angulos
agudos. Mas adelante, probablemente en undécimo afio, se definiran las funciones
trigonométricas y en ese momento se ampliara el concepto de angulo, de esta manera se

’ . T .
podra calcular seno, coseno, tangente de valores mayores o iguales a 90° (E radianes) o

menores o iguales a cero.

En seguida se va a deducir una ley que es llamada ley de senos. Para ello considere el
siguiente triangulo en el que sus angulos agudos tienen medidas o,y 6 vy h es la

medida de la altura sobre el lado AB.

De este dibujo se observa que senx =E y senﬂ=2. Despejando h en ambas igualdades e

igualando se tiene:
sernx- b= hy sefi- a & semx: b= sep-
Por ultimo, dividiendo ambos lados de la igualdad por a-b

senx- b sef- a_  sen sgr

= =
ab ab a b

Si se repite el proceso, pero esta vez trazando la altura sobre el lado CB cuya medida es ( , se tiene:
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A C B
( (
senf=—yYy serﬂzt—): seif- el y sen bl
c

=sens- c= sed- ;

y dividiendo ambos lados de la igualdad por b-c

sen,B-c: sef- b:> seﬂh: STe]

b-c b c b c
. e L2 . senxy  seiy
Finalmente, por la transitividad de la relacion de igualdad, como = - b
seng  sed . iy
b - o se tiene la relacion que se llama la ley de senos:
senx  sef  sefh
a b C

Ejemplo

Determine los lados y angulos faltantes del triangulo ABC, si
a=16, i BAC=35" y mZ ABC=65°.
B
al6

b O
Solucion A
Como la suma de las medidas de los angulos internos de un triangulo es 180°, para
calcular la medida del angulo faltante
se procede asi: 180°—-(35°+65°%=80°. De donde mZACB=80°.

Luego utilizando la ley senos dos veces se despejan las medidas desconocidas de los
lados.

serB5°  ser65° se65°-16 0,91-16

16 b serss° 0,57

sert0 _ serss o sef0°-16 N 0,98-16 ~27 51
C 16 sergs’ 0,57

Ejemplo 7

73



Determine BC y mZABC en el tridngulo ABC, si
AB =10, mZBAC=37° y mZBCA=45".

B
Solucion

37° 45°
A C

Como la suma de los angulos internos de un triangulo
es 180°, mZABC=180°—(37°+45°%=98°,

Hasta este momento no se conoce el significado de
ser8°, aunque usted podria usar una calculadora

para determinar este valor. Por esta razdn no se
usara este angulo en la ley de senos para calcular BC.

Se tiene entonces:
ser87® sed5° 10- se3¥° 10-0,6
= = BC= ~
BC 10 set5° 0,7

Asi BC es aproximadamente 8,57 y mZABC=98°,

~ 8,57

Para determinar la distancia entre dos puntos, A y B, en lados opuestos de un
lago, Raquel ubicd un punto C a una distancia de 28m, al mismo lado donde esta

marcado el punto A. Luego obtuvo que mZBAC=85°y mZACB=69°. Como el

triangulo que formd en su estrategia resultd acutangulo decidié utilizar la ley de
senos para despejar la distancia buscada.




28m
Primero tuvo que calcular la medida del angulo ABC:

180° —(85°+69°%) =26 ¢
Luego planted y resolvid la ecuacidn:

se9°® serr3° 28 seip°
>Xx=""

X 28 sen23°
280,93

7

= 66,77

Raquel obtiene que la distancia entre los puntos A y B es de aproximadamente 66,77m.

Ejemplo
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ser78° sere3° 11 serB°

=X
11 X sen7/8°
11-0,39
X =~
0,98

~4,38

Finalmente se obtiene que la longitud del poste es aproximadamente 4,38m.

Ejercicios
1) Determine los lados y angulos faltantes del tridngulo ABC,
si BC=24, M BAC=38" y nmZ ABC=71°.

2. Determine los lados y angulos faltantes del triangulo ABC,
si AC =50, mZ/BAC=62° y nZBCA=71°.

3) Determine los lados y dngulos faltantes del tridangulo ABC,
si AC =50, mZBAC=62° y nZBCA=71°.

4.Encuentre las partes restantes de cada uno de los triangulos. No se te olvide parar y

razonar para saber si hay un tridngulo, ninguno o dos triangulos.

1) p=20°,7=80°yc=7
2) @ =40°, y=76°y a = 10

3) f=49° 40" , y=60°20" y c = 540
4) p=60° a=15 yb =10

5) =112, a=7yb = 18

6) y=81°,c=11y b =12

7) »=47.73°, b = 131.07 ¢ = 97.83
8) 4=121.624°b = 0.283 c = 0.178
9) »=53°20",a =140 yc = 115

10) y=15°,a=12 yc=18

LEY DE SENOS 2
PROBLEMAS
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1) Dos piedras se encuentran a la orilla de una playa a una distancia uno de otro de
1.8 Km. en los puntos A y B, y se encuentra una bolla situada en un punto C. Si la
piedra A mide un angulo CAB igual a 79.3° y el que estd en B mide un angulo CBA
igual a 43.6°, éa qué distancia esta la bolla de la costa?

2) Un poste forma un angulo de 79° con el piso. El angulo de elevacién del sol desde
el piso es de 69°. Encuentre la longitud del poste si su sombra es de 5.9 m.

3) Si medimos los angulos de elevacion de una montafia desde lo mas alto y desde la
base de una torre de 20 metros de alto y éstos son 38.5° y 40.2° respectivamente
¢Cual es la altura de la montafia?

4) Un hombre de 5 pies 9 pulgadas de altura se para en un andén que se inclina hacia
abajo con un angulo constante. Un poste vertical de luz situado directamente detras
de él proyecta una sombra de 18 pies de largo. El dngulo de depresion desde la
mayor altura del hombre, hasta la punta de su sobra es de 31° encuentre el angulo
a , como se muestra en la figura, formado por el andén y la horizontal.

sombra

5) Si el hombre del problema anterior esta a 22 pies del poste de luz sobre el andén,
encuentre la altura del poste.
Visualizacioén espacial

Piramides rectas
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Sus elementos son:

U Vertice o cuspide: el punto mas alto de vértice
la piramide. o clspide
0 Arista: es el segmento en el que se
unen dos caras laterales (las arista— /0 )

triangulares).

0 Altura: es la distancia vertical desde la
base hasta la cuspide.

U Apotema: es la altura del triangulo
formado en cada cara lateral.

apotema

Se va a trabajar Unicamente con dos casos R SRR SSrA w base
de piramides: con la base cuadrada o cuando
la base es un tridngulo equilatero. Pero, como ambos casos son diferentes, se estudian
por separado:
1) Con base cuadrada

Si la medida del lado de un lado de la base se representa por ay la medida de la altura se
representa con "Q para calcular la apotema de la piramide se tiene la siguiente figura:

De esta manera, se puede aplicar el teorema de Pitagoras
para determinar la medida de la apotema:

. a v s a s e~ s

Q - wneEoQaw
Asi, con las medidas del lado de la base y de la apotema
de la piramide se pueden calcular el area basal, el area

lateral y el area total de la piramide.
Para el area basal, basta con calcular el drea del cuadrado:

apotema de la piramide
h

0 a
4 - 14

[ I El area lateral se obtiene al calcular el area de los cuatro

l triangulos formados en cada uno de los lados del cuadrado,

2 donde la base corresponde a la medida del lado de la base

y la altura corresponde a la medida de la apotema de la
piramide:
. AN EO0QaWIONEO QAW .., . ., .
0 3 N eo0oQaw

c 7 c 14
El area total se calcula sumando el area basal con el area lateral:
0 a ¢A3AONE 0 QA D
Por ejemplo, se puede resolver el siguiente problema:

Ana le obsequi6 a su tia un regalo en una envoltura con forma de
pirdmide recta de base cuadrada. Si el lado de la base es v ay la
altura de la pirémide mide ¢ ® ¢ entonces, écudl es, en centimetros
cuadrados la cantidad minima de cartulina que contiene esa
Co| envoltura? ra del regalo, se
de edida del lado de
la base es v y la de la altura es @, por lo que se tiene:
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0 g OHE 0 Qa6
ONéEOQadE v o
Asi, ya se pueden calcular las areas solicitadas:
0 U QU
O CcWADNEO QI @
0 CU QU WT
Finalmente, la respuesta solicitada es w centimetros cuadrados.

2) Con base triangular

Si la medida del lado de un lado de la base se representa por ay la medida de la altura se
representa con "Q para calcular la apotema de la pirdmide se tiene la siguiente figura:

De esta manera, se puede aplicar el teorema de Pitagoras
para determinar la medida de la apotema:

Mo
¢
apotema de la piramide Asi, con las medidas del lado de la base y de la apotema
h de la pirdmide se pueden calcular el area basal, el area

lateral y el area total de la piramide.
Para el area basal, basta con calcular el area del triangulo:
. Vo
. 0 E—
[v'3 , . T .
, El area lateral se obtiene al calcular el area de los tres
6 triangulos formados en cada uno de los lados del triangulo
equilatero, donde la base corresponde a la medida del lado
de la base y la altura corresponde a la medida de la apotema de la piramide:
5 qutl‘br‘] €0 QN &€ 0Qa®

Q @ € 0Qaw

q q
El area total se calcula sumando el area basal con el area lateral:
. GMo oAON € 0 QG ®
0

T G
Por ejemplo, se puede resolver el siguiente problema:

éCual es el area total de una piramide de base triangular si la
medida del lado de su base es @ y la medida de su altura es cWg?

Como se tiene que la medida del lado de la base es ¢ y la medida de la altura es ¢V, se
obtiene que:

—  @lio
Q0] T wnNneEoQaw
CT 0 WNEOQA®
CX ®WNEOQAam

WN € 0 Qdp) oMo

79



Asi, ya se pueden calcular las areas solicitadas:

o oo .-
0 A9 Ld wo
T T
o opolioc v Vo —
° q q < o

& WMo ¢ ¥o oo
Finalmente, la respuesta solicitada es o ¢lo.

Prismas rectos
Sus elementos son:
U Dos bases iguales que no necesariamente son cuadrilateros.

U Caras laterales: rectangulos que se
forman en cada uno de los lados de
cualquier base. vertice

0 Arista: segmento en el que se unen dos
caras laterales.

0 Altura: distancia vertical u horizontal

que separa las dos bases. |
base

cara
lateral

«—arista

Se va a trabajar con tres tipos de prismas:
cuadrados, rectangulares y cuando las bases son triangulos equilateros.

1) Prismas cuadrados

Estos prismas se caracterizan porgue cada una de sus bases es cuadrada. El area basal,
a diferencia de las piramides, considera las dos bases, por lo cual se diferencia el area de
una base (0 ) del area basal (0 ), que incluye el area de las dos bases.

Asi, se tiene que:
0 a

0 [§e)) ¢
Para el area lateral, se tienen cuatro rectangulos cuya base corresponde a un lado del
cuadrado y cuya altura corresponde a la altura del prisma, por lo que:

0o T1TI0Q

Y asi, el area total del prisma corresponde a la suma del area basal y el area lateral:

0 ¢ T1TM3IQ
Por ejemplo, se puede resolver el siguiente problema:
En un prisma recto de base cuadrada, el area de una de sus bases es
o @ a, y la medida de la altura del prisma es el doble de la longitud

de la diagonal de la base, entonces, écual es el area total del prisma? | |
Antes dq area de

una de las bases, es decir, 0 . Asi, se debe despejar la medida del lado de la base:

0 ad 0o0¢

ad Wocg tWg
De igual manera, es necesario calcular la medida de la diagonal del cuadrado. Pero, para
calcularla, se tiene la siguiente figura:
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Aplicando el teorema de Pitdgoras, se obtiene que

e T QQHQE &£ Oa
0C 0C¢ QQOQE &€ Oa
diagonal del cuadrado PT QQOQE & Ha
[ QQOQE MPa Y
Y, como la altura del prisma mide el doble de la diagonal
] de la base,

N ¢cNQOQE ecl p @
L De esta manera, se pueden sacar las areas faltantes:
0 [§e)) Cg ot
6 TIAUCP @ ¢ ulg
O @1 Culg

2) Prismas rectangulares

Como su nombre lo indica, cada base de este tipo de prismas corresponde a un rectangulo.
Como sus lados son diferentes (largo ay ancho &), esto se debe considerar a la hora de
calcular las areas. Asi:
0 adp

0 ¢D ¢
Para el area lateral, se tienen dos rectangulos cuya base es el largo del rectangulo basal
y dos rectangulos cuya base corresponde al ancho del rectdangulo basal, y los cuatro
rectangulos laterales tienen como altura a la altura del prisma, por lo que:

0 ¢ JQ ¢ AHLIQ
Y asi, el area total del prisma corresponde a la suma del area basal y el area lateral:

0 caAD c¢MIQ ¢avIQ

Por ejemplo, se tiene el siguiente problema:

Determine la cantidad de plastico, en centimetros cuadrados,
necesaria para envolver una candela en forma de prisma rectangular
con las siguientes dimensiones: ¢ w ade ancho, T at de largo y ow ade
altura.

Como las medidas de las dimensiones estan claramente dadas en el problema, se puede
hacer el célculo directo de las areas:
6 1 Y
0 ¢®» ¢ po
0 XY ¢y TYCT XC
O PO XG YUY
Asi, se tiene que, en total, se necesita § yw & de plastico para cubrir la candela.

3) Prismas triangulares

Este tipo de prismas tiene en cada base un tridngulo equilatero. Asi, se tiene que:
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& Vo

5

T < — < —
. . alloc alo
o] ¢ c:)T— T

Para el area lateral, se tienen tres rectdngulos cuya base corresponde a un lado del
triangulo equilatero y cuya altura corresponde a la altura del prisma, por lo que:
0 oBdQ

Y asi, el area total del prisma corresponde a la suma del area basal y el area lateral:

. aVo ‘

0 — oD0Q
Por ejemplo, se tiene el siguiente problema:
Determine la cantidad de cartén, en centimetros cuadrados, necesaria
para elaborar la envoltura de un chocolate, que tiene forma de prisma
triangular en el que la medida del lado de la base es de ¢ & ay que tiene
o a de altura.

Aplicando las formulas, se tiene que:

6 — — Vo
T T

O ¢d cWMo clo
0 oxpmpym
0 co pymp Yot p Yo o
De esta manera, es claro que, aproximadamente, se necesita un total de p Yhow & de
cartdn para envolver el chocolate.

Ejecute

1. Una caja de cereal mide 5 cm de ancho, 18 cm de largo y 25 cm de alto. Calcule el area total de
esa caja.
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2. Calcule el drea lateral y el drea total de un cubo cuya arista mide 12 cm.

3. Indique cual es el nlmero de caras, el nimero de aristas y el nimero de vértices de una pirdmi-
de con base triangular.

4. Indique cual es el numero de caras, el nimero de aristas y el numero de vértices de una pirami-
de cuya base tiene seis lados (piramide de base hexagonal).

4

™2
® Sellama piramide recta a aquella en la que todas las aristas determinadas por la intersecciéon dj>
dos de sus caras laterales son congruentes entre si.

Piramides rectas

La altura de una piramide recta es la medida del segmento que es perpendicular a la base de Id
piramide y que va de la cuspide hasta la base de la piramide.

En caso de que una piramide recta tenga todas sus caras laterales congruentes entre si, la altur.
de cada uno de los tridngulos que conforman las caras laterales de la pirdmide recibe el nombr
de apotema de la pirdmide.
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¢ Laaltura de una pirdmide recta es la medida del segmento que es perpendicular a la base de la
pirdmide y que va de la cuspide hasta la base de la pirdmide.

¢ Encaso de que una pirdmide recta tenga todas sus caras laterales congruentes entre si, la altura
de cada uno de los tridngulos que conforman las caras laterales de la pirdmide recibe el nombre
de apotema de la pirdmide.
Cuspide

Apotema f»

1. Calcule la medida de la altura de una pirdmide recta de base cuadrada, si se sabe que el lado de
su base mide 10 cm y su apotema mide 13 cm.

2. Calcule la medida de la apotema de una pirdmide recta de base cuadrada, si se sabe que el lado
de su base mide 14 cm y su altura mide 24 cm.
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La base de una piramide recta es un rectangulo de 18 cm de largo y 12 cm de ancho. Cada una
de las aristas determinadas por la interseccion de dos de sus caras laterales mide 13 cm.

a. Determine la medida de la diagonal de la base de la piramide.

b. Calcule la altura de la piramide.

c. Calcule el area de cada una de las caras laterales de la piramide.

d. Calcule el drea lateral de la piramide.

e. Calcule el area total de la piramide.
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Un tetraedro es un cuerpo geométrico piramidal, de base triangular. Cuando todas sus caras
son tridngulos equilateros se dice que es un tetraedro regular.

a. ;Cuantas caras tiene un tetraedro?

b. ;Cual es la medida de la apotema de un tetraedro regular de 10 cm de arista?

{Cual es el area de la base de un tetraedro regular de 12 cm de arista?

4

d. ;Cudl es el drea total de un tetraedro regular de 12 cm de arista?

Pruebe que el 4rea total de un tetraedro regular cuya arista mide x unidades es x* - V3 uni-
dades cuadradas.

o

f. Utilice el resultado de la parte e) para calcular el area lateral y el drea total de un tetraedro

regular de 20 cm de arista.

2. Muestre que el area lateral de un prisma recto es igual al producto de su altura y el perimetro de

su base.

86



Unidad 3 Relaciones y algebra
Funcion Cuadratica

Es con el fisico y astrénomo italiano
Galileo Galilei (1564-1642) que el
concepto de funcion cuadratica adquiere
relevancia cuando el descubrid la
trayectoria que describian los cuerpos en
caida libre y demostrd que la velocidad
aumentaba en razoén al cuadrado del
tiempo, es decir, V = k . t2. Sus ideas
fueron tan avanza- das para su tiempo
gue fue perseguido por la Inquisicion, ya
que estas iban en contra de lo establecido
por la Iglesia Catdlica.

u Gracias a Galileo se pudo analizar el
recorrido que des- cribe el lanzamiento de
un proyectil, pues debido a la fuerza de
gravedad, estos no se desplazan en
forma rectilinea, sino que su movimiento
lo que describe es una parabola.

Muchos son los fendmenos de la
naturaleza y de la vida cotidiana donde
las funciones cuadraticas estan presentes,
por ejemplo, la trayectoria que describe
el balén cuando un jugador de voleibol
hace un saque, el movimiento de un
conejo cuando este se desplaza de un
lugar a otro, el nado de los delfines y el
salto de un motociclista en un deporte
extremo, representan tras- rectorias
parabdlicas.

Funcion cuadratica
La funcidn cuadratica tiene como forma general Qo @ w® @ con duhw nimeros
reales y con la condicién de que & T

Por ejemplo,
I & CW VU ®W 0 CW L W 0 ®W cw ctienelaformad @ W W
&) por lo que se cataloga como cuadratica.



I o o v ® pm counotienelaformano & @O & porlo que no es
una funcion cuadratica.

U Situaciones modeladas con funciones cuadraticas

Las ganancias de una empresa estan modeladas por la formula Qw W TW p,
donde wcorresponde a la cantidad de unidades producidas de cien mil en cien mil y "Qm
son las ganancias que van de un millon de colones en un millén. Represente la funcién
cuadratica presentada en el ejemplo.

Como w representa unidades producidas, solo se pueden representar valores naturales,
para lo cual se elabora la siguiente tabla:

Valor de o Calculo para] e Par ordenado
Tt Qn n o tTdt p P mh p
p Qp P TP p ¢ piT
8 ¢ TX p o clo
o Qo o T p ¢ ol
T Q1 T X p P th p
v "Qu v T p @ vh ¢

Representacion tabular de Qw:
®

m p ¢ O T UL
Qo P G

o ¢ Y ¢

Con estos valores, se puede graficar la funcion dada, por medio de la figura adjunta:
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Interprete

Bajo ciertas condiciones la distancia d en metros a la que se encuentra un objeto por
encima del suelo viene dada por la formula d(t) = -2t2 + 20t, donde t es el tiempo en
segundos.
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Tiempo (t) en segundos | Distancia (d) en metros

0 0

1 18
2 32
3 42
4 48
5 50
6 48
7 42
8 32
9 18
10 0

¢Qué relacion observa entre el tiempo y la distancia?

¢Cual es la razén por la que los valores correspondientes a la distancia se repiten?

éCual es la altura maxima que alcanza el objeto? ¢éEn qué tiempo se da?

En la figura adjunta se muestra la representacion grafica de los valores obtenidos en la
tabla anterior utilizando el software Graph.



50 + N

40 1

20 T

10 1

¢Sera posible con la gréafica determinar la
altura del objeto a los 3,5 segundos? éCual
sera la altura maxima? Si su respuesta es
afirmativa, entonces determine la

altura.

¢Cual es el tiempo que tarda el objeto en el
aire? ¢Se podra determinar la altura del
objeto a los 20 segundos? Justifique su
respuesta.

¢Cual de las dos representaciones brinda mas
informacion sobre la situacion planteada, la
tabla de valores o la grafica? Justifique su
respuesta.

Una funcion cuadratica es toda funcion que pueda escribirse de la forma f(x) = ax? + bx

+ ¢, donde a, b, cN R, a =0.

Por ejemplo, las funciones f(x) = 2x? + 5x - 10 y g(t) = -8t2? son funciones cuadraticas.

Sin embargo, la funcidon h(x) =
en la forma f(x) = ax? + bx + c.

no es cuadratica, ya que no se puede escribir

En la funcion cuadratica f(x) = ax2 + bx + ¢, a se conoce con el nombre de término

cuadratico, b

es el término lineal y c es el término constante.

La grafica de la funcidn cuadratica y = f(x) = ax? + bx + c se llama parabola y su forma

se ilustra en las siguientes figuras.
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Para construir la grafica
de una funcién 3200023
cuadratica se hace uso | |
de una tabla de valores
como la mostrada f(x)=X2 9 1 4 1 Z 0 E ] 419
anteriormente. Sin

embargo, mas adelante
se estudiaran las
caracteristicas de la
grafica de esta funcion
que le permitiran
construir la parabola sin
necesidad de acudir a la
tabla.

La funcion cuadratica

mas sencilla es f(x) = x2.

Para construir su grafica
se puede utilizar una
tabla de valores como la
gue se indica a
continuacion

La grafica de la funcion cuadratica f(x) = x? se ilustra en la figura adjunta.

—_

|
=N W hH O N 0O O
| 4 4 s ) " 4 A : T
+ + + + + + + + + +

54-3-2-1,]1

céncava hacia arriba.

2 345

En este caso se dice que la parabola es
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Para construir la grafica de la
funcidon h(x) = -x2, también se
hace uso de una tabla de valores
como en el caso anterior

r

Ll

2345

101
En este caso se

dice que la parabola es concava hacia abajo.

Factorizacion de polinomios

Factorizar un polinomio en s consiste en expresarlo como el producto de dos o mas
polinomios de un grado menor o igual que él. Cada uno de esos polinomios se llama factor
del polinomio.

En esta seccidon se estudian los siguientes métodos de factorizacidon: factor comun,
diferencia de cuadrados, agrupamiento, y trinomio cuadratico.

Factor comin

El objetivo de este método es aplicar la siguiente propiedad:

TR L £ E T e

Este método se aplica cuando los términos de un polinomio poseen letras en comun o
cuando los niumeros de cada término no son coprimos (maximo comun divisor diferente

de p).
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Ejemplo 1.1
Factoricepmw pow.

Solucidon
PIOW pPOW
VWW CW ow 8

Ejemplo 1.2
Factorice vow ®© XOO .

Solucion
VW ® XOW
® O LE XO8

Ejemplo 1.3
Factorice v O XOW .

Solucion
LWW W XOW
LW W XOO
W 0L X038

Diferencia de cuadrados

El objetivo de este método es aplicar la siguiente propiedad:

| ol N ghe « e « o ¢8

Este método se aplica cuando se tienen dos términos y ambos poseen raiz cuadrada
exacta.

Como nemotecnia, se aplica el siguiente esquema:

entendiendo que id @& © ),y los signos que estan a la par del nimero wse alternan.
Luego, ambos factores se copian en linea recta, para luego poner ® ® W 0w ws
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Ejemplo 1.4
Factorice T ww .

Solucion
Siguiendo el esquema

se obtiene que T®  ww Cw oW CW 0w .

Ejemplo 1.5
Factorice tw p TW .

Solucion
Siguiendo el esquema

se obtiene que Tw p TW T p COWTW p CW oW p Cw p.

Agrupamiento

El objetivo de este método es aplicar la siguiente propiedad:

~ oy~ N

| GO 51, D O GO O d @ b Q.

| Ejemplo 1.6
Factorice w®m ww 0w O

Solucion

®w 0w s

 Ejemplo 1.7
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Factoriceno nonwnw

Solucion
oo @ Ad o
| Ejemplo 1.8|

Factorice w ® cw ¢8

Solucion

Factorizacion por el método por inspeccion
Este método se aplica para factorizar polinomios cuadraticos donde ¥ es un nimero
cuadrado perfecto. Se presentan dos casos, donde el polinomio es monico (tiene
coeficiente principal igual a p) o si no es monico.
Caso 1
Este caso se aplica cuando el polinomio es monico, esto es, cuando tiene la forma ®
w® @ Para factorizar dicho polinomio, se deben buscar dos niumeros reales a y ¢ tales
quedaté wy & € « con lo que se obtiene que:

® OO o & o &8
e Si® m mlos dos nimeros & fE son positivos.
e Si w mw m los dos nimeros & son negativos.

e Si @ T los dos nimeros & fE tienen signos opuestos.

Como nemotecnia, a veces se ponen los nimeros & y ¢ como lo muestra el siguiente
esquema
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entendiendo que se deben buscar dos nimeros & y &, tales que multiplicados den @y
sumados resulten igual a w Luego, se copian los factores en linea recta por lo que se
obtiene:

® OO0 ® 4 o 38

\ Ejemplo 1.9\
Factorice en forma completa ® o@w v.

Solucion
El discriminante del trinomio ® ¢@» vesyY @ T1tptuv p @ porlo que el trinomio se
puede factorizar por inspeccidon. Siguiendo el esquema de esta seccién, conuv P vy U

P9

setienequew @w U W LV W p 8

\ Ejemplo 1.1¢
Factorice en forma completa @ ® o.

Solucion
El discriminante del trinomio @ ® @esY p ttpt @ ¢ yporlo que el trinomio
se puede factorizar por inspeccion. Siguiendo el esquema de esta seccidon, con o3 (0}

y o ¢ P

setienequew w ¢ W o w ¢.
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 Ejemplo 1.1]
Factorice en forma completa @ ¢

Solucion

El discriminante del trinomio @ @w wesY @ Ttptw m porlo que el trinomio se

puede factorizar por inspeccidon. Siguiendo el esquema de esta seccién, con ¢J 0 Wy
o O 0]

W W W
W o
() o

setieneque®w @ow W ®W 0 W O© w o 8
Caso 2

Este caso se aplica cuando el polinomio no es mdnico, esto es, cuando tiene la forma &w
®w® @ Para factorizar dicho polinomio, se deben buscar cuatro nimeros reales a ke y 1y
talesque ate @ ntn ® yquecumplanté ntad o con lo que se obtiene que:

\

W OO0 Nod Aots

e Siw mw mlos dos nimeros & fE son positivos.
e Si w mw m los dos nimeros & e son negativos.
e Si @ T los dos nimeros & e tienen signos opuestos.

Como nemotecnia, a veces se ponen los nimeros & EM y ; como lo muestra el siguiente
esquema

) a

n @ €
entendiendo que se deben buscar dos nimeros & y &, tales que multiplicados den ¢
ademas que se deben buscar dos niumeros 1 y 1 tales que ntn & y también que al
multiplicar los nUmeros nke y & ) en cruz y luego sumarlos se obtenga w, ie nte¢ nta
W

Luego, se copian los factores en linea recta por lo que se obtiene

@ OGod RoOd Aot s
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| Ejemplo 1.1]
Factoricecw p o u.

Solucion
El discriminante del trinomio cw pM@ v es Y pp Ttctuv Yp por lo que el
trinomio se puede factorizar por inspeccion. Siguiendo el esquema de esta seccion, con

LOpPp U, ¢P Gygdu pP pp

Gw pE U
Cw
P
pw
v

se obtienequecw ppP U Ccw p w LS8

\Ejemplo 1.11
Factorice o¢on xo C.

Solucion
El discriminante del trinomio @ Xx® ces Y X 1t @t ¢ p, porloque el trinomio
se puede factorizar por inspeccion. Se debe observar que

PO X® G P  Xxw ¢ 8

Siguiendo el esquema de esta seccién, con oy ¢, ¢Op ¢yocdp ¢I¢ X

P X® ¢
ow C
QW P
se obtiene que o x® ¢ ow ¢ Cw p ¢ owcw p 8

Combinacion de factorizacion de polinomios

En esta seccidén, se aplicard una combinacién de métodos para factorizar polinomios.

 Ejemplo 1.14
Factorice w tow T®.
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Solucion
El discriminante del trinomio @ tww T0W es Y TW Ttpttw m por lo que el
trinomio se puede factorizar por inspeccion. Siguiendo el esquema visto, con ¢wI C¢w
T Y (W CWw TW
W TOW TW
w CW
w Cw
se tiene que

W TOWTITW O W (W o (W 8

| Ejemplo 1.1!
Factorice w ¢ W Tw T.

Solucion

| Ejemplo 1.1(
Factoricew ¢ 0w Cw¢ W ¢

Solucion
W¢ W CWC W ¢
¢ Ww W p
¢ Www p 8

| Ejemplo 1.1]
Factoricecoo w 0 @ @

Solucion
C W 0 W W
Cw W O W o
W o0 Cw W o
W o0 Cw 0 w p38
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| Ejemplo 1.1{
Factorice co cow w

Solucion

| Ejemplo 1.1¢

Factoricew p@ pm™ QU

Solucion

] Ejemplo 1.2#

Factoricep@® w (yw p.

Solucion

]Ejemplo 1.21
Factorice ®® p oo

Solucion

| Ejercicios 2.1

p

Y

CW COWw W p
W p ® p WP
W p CwW 0w p38

T p WIWw p W3

PO p OO P
» OO ® ps

a. Factorice los siguientes polinomios cuadraticos:

a. W Ccw p

b. ® TW T
c. W T
d w T
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0

e. W OW pPT
f. » w p

g W w p

h. ® tTw T

. 00 W ¢

+ v o a T O
. < .
€
e

—® -0 —

c

Factorice por férmula general v xw @.
Factorice por féormula generalu wow © .

Factorice los siguientes polinomios por factor comun:

a. w

b. po® ow

C. W W

d. vwow pDODW

e. Ja®w TWA

f. oo pDodOO
g.va W a

h. ped Yoo TO®
iR O 00

k. cood v W ¢ a v
Factorice por agrupamiento:

OO P ®
ww p P
OW O A0 «

p
W

©Coo oo
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wWd ¢ wa g
wa ¢ wg a
WO ¢ XOC¢ W VW ¢

SQu

j. ag p ag &
K.coow o @ o

. ® W ¢w ¢

M1 (wo T W
n.Jw T v TOW
0. CW& & CWE p Cw ¢

p. ® ® ® p

Factorice por diferencia de cuadrados:

4

1A GE

L P® QB
Cw O AN
TW W T

\ v v

W TW Cw
W W

PO

AN W G

SQ ™0 a0 oo

. Factorice:

a. 0 W W W
b. — - W CW
W T 0 Tw

W pe@ pwm QU
W ® Cw

Wp O WP
ow p QG p
T (W 00 W

S >0 o o

i, — —
k. ¢Cwo p ®w 0 0 ®
L -0 © -
mao O O o
nn @ W Tw Y
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0. pPY C® G
p. COW C W W
0 P® PO W (W

h. Factorice:

a. 0T .

b. Q 1 T N

c. @ W oW I
d ® ® O Www
e.. 0w W (W O
f. @ ¢ W T T
g W p@ W TW
h. OO p @O p

. T W 0P W
b0 0w cw T

k. T @ T

. oW ¢ X 00w 6w
mao@ o T T

n. @w v CL W
0.0 P W COW
p. W p WW P
g TW U OCUL W
r tTwwp o p

s. W oW Cw O

t. T TOWwCUL W
uu oW P W T

Completar cuadrados en una expresion algebraica
Como se menciond anteriormente, los primeros dos productos notables son & W

CaMA WYy O O & ¢AA . Pero, cualquier trinomio de la forma ® @ o wse
puede transformar en una expresion delaformao® ¢@ Q ® Q o Q 'Q Para
lograrlo, se debe asumir que & arorresponde al término del medio del producto notable,
es decir, ®® ¢ ‘@ Al resolver esta ecuacion, se obtiene el valor de "Q para luego sumar y
restar su cuadrado. Finalmente, el valor de Qse obtiene al resolver ® Q.

Por ejemplo, al completar los cuadrados de @ yw p 7 se tendria que
— Q Q
o ¢ 'Q o T
De esta manera, se tiene que Q 1 p @ con lo que

W W PpT ®w W PpPOPT PP ® T G
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Otro ejemplo es completar los cuadrados de @ ¢@w X, donde

— Q Q
o ¢ Q o o
De esta manera, se tieneque Q ¢  con lo que

W oW X 0w w w X W W o ¢

Como ultimo ejemplo, se tiene completar los cuadrados de la expresién @ ow ¢, donde
‘ o~ 00 0
ow (R — QO - 10
Cw C

. W, w
De esta manera, se tiene que Q < con lo que la respuesta es

. . . . W w . O P
W oW ¢ W 0w - ¢ — w - -
T T C T

Ejemplo:

Usando la completacion de cuadrados factorice cada una de las siguientes expresiones:

2)z* +5z+4 b) £* +4z +2 c) 4z + 8z — 5 d) 32% — Tz +2
Solucion:

z 2
a)zl +5z+4 (.’:+g) - 5T+-1

|
e
|
+
b | &Y
e S
<]
|
[ L =]
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Por lo que la factorizacion de

_ lz+l)(z+4)

b) & +4z+2 _

4\ 4z
-] - =+ 2
(#+2) 1 +

~ &

(z+2)° — — +2

(z+2)* —4 +2

(z+2)° -2

(z+2)° - (Jﬁ)z

[{a:+2] —wf'i] [{$+2] + v’i]

(z+2 -v2) (z+2 + v2)

45z +4es (z+1)(z+4) F+hr+d= (z+1)(z+4)
0O Sea.
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Por lo que la factorizacion de

¢ ¥ +4z+2 _ 4(a”+2s—

4[{s+1]“ — ; — i]

244z +2es (z+2 _.,r'ﬁ) (#+2 + Jﬁ)

0 Sea.

44z +2 = (z+2 —Jﬁ)(s+2 + 'U'E)

)

4

4[{s+1]“ . E]

_ 4[{s+1]” —~ 3]

- e - @)

4[{a+1] -

s +
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d) 328 - Tz +2 _ a(s” Tt 3)

= 3=-2 (x—%) ,osea: 3" —Tz+2 = 3(z—92) (#—%)

Division de monomios
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Se puede decir que hay 3 reglas basicas usadas para simplificar fracciones o cocientes de
monomios. La primera de ellas es la propiedad para multiplicar fracciones. Esta propiedad
permite expresar una fraccion como un producto.

Propiedad para multiplicar fracciones

Si g b x yson numeros reales con b0y y#0, entonces
ax_a X
by by

Ejemplo
Utilice la propiedad anterior para expresar cada una de las expresiones como un
producto de fracciones

15 3.5 35 .
—=——=—-= 0 bien
8 4.7 47

15 53 5 .
—=——=—-= 0 bien
8 4.7 4
5_35_35

28 214 2 14

Si se asume x=Yy en la propiedad para multiplicar fracciones, se obtiene una regla para
simplificar fracciones.

Propiedad de cancelacion, conocida como ley de
cancelacion.

Si a b Xson numeros reales con b=0y x#0, entonces

Esta propiedad permite dividir el numerador y el denominador de una fraccién por
cualquier numero diferente de 0.

Como usted observd siempre que se trabaja con fracciones se hace énfasis en que los

denominadores deben ser diferentes de 0. De aqui en adelante, en esta leccidon, se asumira
que todo denominador es distinto de cero

Ejemplo
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Utilizando la propiedad de cancelacidn y los axiomas de campo, se simplifican
fracciones o lo que es equivalente se efectua la division de monomios.

9xy 3-3-xy 3 3 X y_1 3 1 y
) 15x> 3.5:x-Xx 35X X 5 X
porque la multiplicacion es con-
mutativa y asociaciativa en R

U1l w
X <
U1|o.>
X | <

84,2 5 3 .\, 5 3,
b) Xsy :X X5 y y:X_S.X.uzl.l.X3y:X3y
Xy Y xy 1

porque la multiplicacién es conmutativa
y asociativa en
) a & a 1 1 1 1
c e _— - _— - —_— = —
a a&-a a a a e

De los ejemplos anteriores se desprende la siguiente regla:

Propiedad de divisidon de potencias.

Sean MYy Nenteros positivos, a< IR, a= 0

a’ _
e Sin>m, —=a "
a
_ a1
e SiM=>n, PR
an
° Slm:n,—mzl
a

Observe que esta regla permite efectuar la divisién de potencias y expresar la solucién
usando exponentes positivos o 0.

Se dice que un cociente de monomios esta simplificado cuando cada base aparece solo
una vez, cuando no hay potencias negativas y cuando toda fraccidn numeérica esta
expresada en su forma mas simple.

Ejemplo
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Utilice las propiedades de cancelacién y de divisidn de potencias, y los axiomas de campo
para efectuar la division de monomios. Asuma que los denominadores son distintos de 0.

Solucion.

27x°z 3-9-x*-x*-z_9X'z_ -9Xz

a) —6x2y%  3.-2.x%.y?  2y2  2y?
porque la mult;r;licacién es con-
mutativa y asociaciativa en R
Dal _7-6a8 761 \nul_
" 49dbc 77abc7 7 @A c
3
1.§l.b3.1_£

7 & c 74c

Observe que al dividir un monomio por un monomio el resultado no siempre es
un monomio.

L o L a— b)’
Simplifique la siguiente fraccion (—

plitiq g (a— b)10
Solucion

Observe que las expresiones del humerador y el denominador no son monomios, sin
embargo se usa la propiedad de divisién de potencias.

(a— b)’ _ 1 _ 1
(a-p" (a= b (a p
Ejercicios

1) Escriba la fraccién como el producto de

fracciones, de 3 maneras distintas.

2) Simplifique cada expresion. Asuma que los
denominadores son distintos de 0.

a) 82 5be oy (s gy (a-b
2a 10b (st)’ (a— b)"”

e)ﬂ f)ﬂ (34)-(24)
(a- by’ 4,8-107 (6a°)
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(13¢* d)2 i —(8x2y)4
(26ccf)’ (ax?y)’

Division de un polinomio por un monomio
Para efectuar la divisién de un polinomio por un monomio se utiliza la propiedad distributiva de la
multiplicacidn respecto de la adicion y se convierte el procedimiento en una divisiéon de monomios.

Ejemplo
Para dividir el binomio x°® + 3x®por el monomio 3X”se puede expresar como una
fraccion y se utiliza la distributividad de la multiplicacion respecto de la adicion:

x> + 3x° 1 5 5
= (X +3X7 )=
3x7 3%~ ( )

1 x° 1 3x7

Ejemplo
Para dividir el polinomio 4X°y* +6X°yz* + 2xyzZ° —3Vy°

or 4X?yZ se procede de manera similar:
p p

4x°y? +6x°yz* +2xyzZ° —3y*
4x°yz N

szZ(4x5y2 +6X°yz* +2xyZ’ -3y’ ) =

1

— AXY 4+ ————-6X°yZ* +
4x°yz 2 4x°yz 4
%-nyz3 -
4xX°yz 4xX°yz
4x°y?  6x°yz* 2xyZ° 3y

2 + > + - -
4x’yz 4xX’yz 4XyzZ 4XYyzZ

2

X3 3 2 3
Yy . 33Xz . z )2/
z 2 2X 4xX°z
| Ejercicios
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3) Efectie cada una de las siguientes divisiones:
a) (8x°y —12x°yz® +16xyz— 3 V) =+ (—4xy)
b) (32x*z* —96x*y* —48x°y*®) +(16X°y”

C) (45a'lt —754d br30 &) +(15 %)

Division de un polinomio por un polinomio

El proceso para dividir un polinomio por un polinomio es muy parecido al que se utiliza
para dividir un nimero por otro.

Por ejemplo al dividir 762 por 3 se procede de la siguiente manera:

762 32
-64 23
122
-96
26
762 26

Se tiene entonces que: 762 = 32-23+26 0 que 5:23+§

La division de polinomios (6x2+8x+8)+(3x+1) se realiza de la siguiente manera:

Pasol: En este caso tanto el dividendo como el divisor son polinomios en una variable. Se
debe verificar que estén ordenados, de acuerdo con el grado de la variable, de mayor a
menor. Si no lo estan se ordenan.

Paso 2. Se busca un monomio que al multiplicarlo por 3x resulte 6x*, esto es, 2x. Ya que
3X-2X = 6X>

6X*+8X+8 [3x+1
2X

Paso3. Se multiplica el divisor por 2x y se coloca el resultado debajo del dividendo y luego
se resta.

6x> +8x+8 |3x+1
—(6x2 +2x) 2X
0+6X+8

Paso 4. Se busca un monomio que al multiplicarlo por 3x resulte 6x y se procede como
en el paso 3.
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6X> +8x+8 [3x+1
—(6X*+2x)  2x+2
0+6x+8
—(6x+2)
0+6

Paso 5. Se continla el proceso hasta que en el residuo se tiene un polinomio cuyo grado
es estrictamente menor que el grado del polinomio divisor. En este caso el grado del
divisor es 1 y el grado del residuo es 0, por lo que se termina la division.

Se tiene entonces que el cociente de la division es (3x+1) y el residuo es 6.
De este procedimiento se desprende que:
(6% +8x+8)=(3x+1)(2x+2)+6

o también se escribe:

2
6X +8x+8:(2X+2)+ 6 .
3X+1 3x+1

En este caso, como el residuo es diferente de 0, el trinomio (6x2+8x+8) no es dividido en
forma exacta por el binomio (3x+1). Es decir el trinomio (6x*+8x+8) no es divisible por

el binomio (3x+1).

Cuando se efecttia una division, es posible expresar

dividendo = cociente - divisor + residuo

o bien

dividendo ) residuo
— ——  =cociente +

divisor divisor

La divisién de polinomios, (12X2 + 19x—21) +(3%x+7) se realiza de la siguiente manera:

Paso 1: Primero se verifica que estén ordenados en potencias decrecientes. Si no lo estan se ordenan.

Paso 2. Se busca un monomio que al multiplicarlo por 3x resulte 12x*.
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12x* +19x-21 |3x+7
4x

Paso 3. Se multiplica el divisor por 4X, se coloca el resultado debajo del dividendo y se resta.

12x* +19x-21 [3x+7
—(12x*+28x)  4x
0-9x-21

Paso 4. Se busca un monomio que al multiplicarlo por 3x resulte —9X y se procede como en el paso 3.

12X* +19x-21 [3x+7
—(12x* +28x)  4x-3

0-9x-21
—(-9x-21)
0

Se tiene entonces:
(12x2 +19x—21) =(3x+7)(4x-3)+0=(3x+7)(4x-3).
Se desprende que:

2 —_—
12x° +19x 21:(4x—3)+ 0 _(4x-3).
3X+7 3x+1

En este caso, como el residuo es 0, el trinomio (12x2 +19x—21) es dividido en forma exacta
por el binomio (3x+7).

Cuando el residuo es igual a 0 se dice que el divisor divide al dividendo en forma exacta

y tanto el cociente como el divisor son factores del dividendo, esto es, el polinomio
12x* +19x-21 es divisible por 3x+7.A si (4x—3)y (3x+7) son factores de (12x* +19x-21)

y una factorizacion de (12x*+19x-21) es (4x—3)(3x+7) .
Enseguida se hace la division de polinomios (4x> —10x"+3x") +(4x—5x*) :

Paso 1: Primero verificar que estén ordenados en potencias decrecientes de x. Si no lo
estan se ordenan.

(—10x5 +3x* +4x3) - (—5x2 +4x)
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Paso 2. Se busca un monomio que al multiplicarlo por -5x> resulte —10x°.
—10x° +3x* +4x> |-5x* +4x
2x°

Paso 3. Se multiplica el divisor por 2x°, se coloca el resultado debajo del dividendo y se
restan los polinomios.

—10x° +3x* +4x°  |-5x* +4x

—(—10x5 +8x4) 2x°

0—5x*+4x°

Paso 4. Se busca un monomio que al multiplicarlo por -5x*> resulte -5x* y se procede
como en el paso 3.

—10x° +3x* +4x°> |-5%x* +4x

—(—10x5 + 8x4) 2x° + X2

0-5x* +4x°
—(—5x4 +4x3)
0

Se tiene entonces:

(—10x5 +3x* +4x3) = (—5x2 +4x)(2x3 +x2 )+O = (—5x2 +4x)(2x3 +x%)
~10%° +3x* +4x°
—5%° +4X
En este caso, como el residuo es 0, el trinomio —10x’+3x* +4x’ es dividido en forma

exacta por el binomio -5x*+4x y tanto -5x’+4Xx como 2x’+Xx° son factores de
~10x° +3x* +4x°. El trinomio —10x° +3x* +4x’ es divisible por —5x*+4x.

=2x% +x?

de donde:

Division de polinomios cuando hay mas de una variable

Se va a realizar la division: (2x* —11y” +3xy)+(x—-2y)

Paso 1: Se ordena el dividendo y el divisor respecto de una de las variables, segun
potencias decrecientes. En este caso se elige respecto de x.

(2% +3xy —11y* ) +(x —2y)
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. L 2x2
Paso 2. Se busca un monomio que al multiplicarlo por x resulte 2x*: =—=2x
X

2X% +3xy —11y* |x -2y
2X

Paso 3. Se multiplica el divisor por 2x, se coloca el resultado debajo del dividendo y se
resta.

2X7 +3xy —11y*  |x—2y
—(2x* —4xy) 2X
0+7xy—11y*

Paso 4. Se busca un monomio que al multiplicarlo por x resulte 7xy y se procede como
en el paso 3.

2x% +3xy —11y? =
—(2x* —4xy) 2X+7Y
0—+7xy—11y2
—(7xy —14y*)
0+3y?

Paso 5. El grado de la variable x en el divisores 1y en el residuoes 0 (0-x"=0-1=0), por
lo que se termina la division.

Se tiene asi que:

(2% +3xy —11y* ) = (x—2y)(2x+7Yy)+ 3y’

de donde:
2 _ 2 2
2X°+3xy—-11y :(2x+7y)+ 3y
X—-2y X—-2y

Si para realizar esta misma divisién se ordena el dividendo y divisor segin potencias
decrecientes de la variable y se obtiene:

Paso 1:
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(—11y* +3xy +2x* ) +(-2y +X)

_ 2
Paso 2. Se busca un monomio que al multiplicarlo por -2y resulte —11y*: 1;y :1—21y
2y

—11y* +3xy +2x*> |2y +X

Yy
2

Paso 3. Se multiplica el divisor por %y, se coloca el resultado debajo del dividendo y se

restan los polinomios.

—11y* +3xy +2x> |2y +X

11 11
“[-11y?+=xy | —
( Vs yj 5V

5 2
0——XxXy+2X
> y

Paso 4. Se busca un monomio que al multiplicarlo por -2y resulte _75xy y se procede

-5 -5
5 5. _
como en el paso 3: 2 - 2. X _ =51 X_5X_5,
2y 2y 2.21 -4 4
1

—11y* +3xy +2x> |2y +X

11 11 5
—| —11y* +=x —y+=X
( 4 2 yj 2y 4
5
0—=xy+2x*
> y
2 4
O+§x2
4

Paso 5. El grado de la variable y en el divisor es 1 y en el residuo es 0, por lo que se
termina la division.
Se tiene entonces:
11 5 3
~11y? +3xy +2X* ) = (-2y + X (— +—xj+—x2
(F11y7 +3xy +26) = (=2y +X)| -y + X [+
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de donde:

3.2
_ 2 2 —X
11y~ +3Xy +2X =(Ey+§Xj+ 4
—2Y + X 2 4 —2Y + X
Ejercicios

4) Compruebe que:
a) (2 +3xy —11y*) =(x—2y)(2x+7y)+3y*
2

b) (—2y+x)(1—21y+2xj+2x2 = —11y” + 3xy + 2X

5) Efectue las divisiones.
a) (X* +9x+20)+(x+5)

b) (& -2&+3a-5)+( a3)
C) (3%* —6y* +8xy)+(x—3y)
d) (2X°-3x*+4)+(x*-3x)

6) ¢éEs x+3 un factor de x*-x-127? Justifique su
respuesta.

Expresiones algebraicas en s

Se llama expresién algebraica al nUmero real que resulta al operar niumeros y letras que
representan nimeros reales, por medio de las operaciones fundamentales (suma, la resta,
la multiplicacion, la divisidn, las potencias y las raices).

A los nimeros se les llama constantes y a las letras se les llama variables. Las expresiones
algebraicas separadas por el signo mas o el signo menos se llaman términos algebraicos.

Un monomio es una expresion algebraica constituida por un solo término donde:

1. No aparecen letras en el denominador.
2. Los exponentes de las variables del numerador son nimeros naturales o nimeros
enteros positivos.

Una expresidén algebraica formada por la suma o resta de monomios con diferentes
factores literales se llama polinomio o expresion algebraica polindmica. Los polinomios se
clasifican en:

1. monomio.
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. binomio: Consiste en la suma o resta de dos monomios.

trinomio: Consiste en la suma o resta de tres monomios.

polinomio de mas de tres términos: Consiste en la suma o resta de cuatro o mas
monomios.

rwN

Se llama expresion algebraica polindmica fraccionaria a aquella donde el numerador y el
denominador son polinomios.

Simplificacion de expresiones algebraicas polindmicas

Para simplificar expresiones algebraicas fraccionarias polindmicas se factoriza el
numerador y el denominador y luego se aplica la ley de la cancelacidon de la multiplicacién
que expresa lo siguiente:

S

J Ng,Q T
]Ejemplo 1.21
Simplifique al maximo ——3
Solucion
G w X
TW X o0 (
P
G oW ¢
\ Ejemplo 1.21
Simplifique al maximo ——38
Solucion
W ow pT
Cw 0w ¢
W ¢ W UL
Cw p W G
® U
Cw p
\ Ejemplo 1.24
Simplifique al maximo ——8
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Solucion
@

| Ejemplo 1.2!
Simplifique al maximo

Solucion
wWC¢ 0w T
00w (W QW
W¢ ow ¢
oW ¢ Cw C
¢ 00 W ¢
) q ow ¢
)
; C8
w q

Operaciones con expresiones algebraicas polindmicas

Suma y resta de expresiones algebraicas polindmicas

Para sumar y restar expresiones algebraicas polindmicas se debe aplicar la siguiente propiedad:

\ Ejemplo 1.26\
Simplifique al maximo —

—38

Solucion
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W p @ p
Ww p O p
W p o p
W ® W C
w p e p
QO o
5 : c 8
W p wp
| Ejemplo 1.27
Simplifique al maximo — —
Solucidén
ow W
W T T W
oW oW
O T 0 T
ow QW
W ¢ W ¢
onw ¢
O ¢ O ¢
ow
—38
W ¢
]Ejemplo 1.28\
Simplifique al maximo
C w T

Solucioén
C W T
W ¢ W W q
W T
W G WG P
Cw p W T
W ¢ W p
Cw ¢ W T
W ¢ W p
® q
W ¢ w p
P 5
w p
\ Ejemplo 1.29\
Simplifique al maximo — —
Solucion
C p
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| Ejemplo 1.30
Simplifique al maximo

Solucion

W e p QW
W Xw T Cw p
O @ p qo
Cw p W T C® P
Cw Q0 p GO T
Cw p @ T
W QO p G Y
Cw p W T
Cw p
Cw p @ T
P 5
W T

Multiplicacion de expresiones algebraicas polindmicas

Para multiplicar expresiones algebraicas polindmicas se debe aplicar la siguiente propiedad:

\ Ejemplo 1.3 1\

Simplifique al maximo

Solucion

\ Ejemplo 1.32\

Simplifique al maximo ——t

| Gfofony 51, ©0'Q m-t- —.

t—s

t
t
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Solucion

(bocb_t_oc(bc‘o
O O ®

ww o . W W o

W oW o ww p

Ww 0 . O pPp WO

W o w o Ow p
p8

\ Ejemplo 1.33\
Simplifique al maximo ——3—38

Solucion

O O _» 6
O O6 G b oo
O OO D, D O

® O o0 O

P
o

| Ejemplo 1.34
Simplifique al maximo

Solucién
v .t.(b W pC
W oW LW ¢

()] .00 T W O
W w o VOW T
P
=8
)

Division de expresiones algebraicas polindmicas

Para dividir expresiones algebraicas polindmicas se debe aplicar la siguiente propiedad:

ldfl:fﬁ)”ﬂ,(:)'Q m- - - i

| Ejemplo 1.35

Simplifique al maximo — ——8
Solucion ‘ ‘
W p GO ¢
W p W Cw P
W p.® CW p
© P CH G
W p wop
W pgwW p
®
© Py
C
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\ Ejemplo 1.36\

Simplifique al maximo

Solucion
LW VW ¢ M
W o ® W pg
v .t.oo T W O
W w o LW T
p
=8
)

\ Ejemplo 1.37\
Simplifique al maximo — ——.

Solucion

| Ejercicios 2.2 |

1. Simplifique al maximo:

a.
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2. Simplifique al maximo:

3. Simplifique al maximo:

a. —— 30—
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Simplifique al maximo:
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Racionalizacidn

Consiste en eliminar las expresiones radicales en uno de los términos de una fraccion,
puede ser del numerador o del denominador. Se trabajan dos casos diferentes: raiz de un
monomio y sumas o restas con al menos una expresidén con una raiz cuadrada.

U Raices de monomios

En este caso, Unicamente se trabaja con la racionalizacién de los denominadores. La
esencia del procedimiento es extraer cada uno de los elementos del radical, multiplicando
tanto el numerador como el denominador por una expresion radical, donde cada nimero
y cada variable tengan como exponente la resta del indice del radical menos el exponente
original que tiene dentro del radical. Por ejemplo:

Expresion _Fact_or Multiplicacion Simplificacion
racionalizador
CO 0RIC®  CHO PO W
Ck 0w . O 0O VKB | ollicOIIC® owic ¢
— C o Ncw — O0— wic CMC— owlc

o™ oicw M CO POW PO W
o0 w ow

o0 Mo oh N

ow ow - _ o Mo — = —
ST N w M(b <= 3: me‘q(lg‘o C‘M\(g‘
Vo ¢ Nw N Nw ow Nw ocw/w
qN q
. G VX G X
P P —_— - % N Y Ny
— == X ) —_p 3—5 X :]/I)i VIX
Mt w Uy nx WX ¢ My —
T oWy
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. . Factor . s . - - . g .z
Expresion racionalizador Multiplicacion Simplificacion
PO IM® pNL®
pm p ‘ | p Vo |WeaIo Wae
— — v U W —— O0— p N W . —
Ng o Nu w MW w WMo w ——— W LW
vw
colic w
Mo 0O O
No : — V&) w_ W w OIW O
— W W W W —— 00—,
W w W0 WO D0
Vico = i WD G Vid_Jico WO & VeI
N w W — :)—‘_‘ S
Wd 6 Vied Vit mo | .. e
T WA W W W
w - ;
@ @
W ®

U Sumas o restas con al menos una expresion con una raiz cuadrada

En este caso se debe indicar si la racionalizacion se hace en el numerador o en el
denominador. En ambos casos se trabaja igual. Se busca que en el término racionalizado
se obtenga la tercera formula notable, para eliminar las expresiones radicales. La formula

utilizadaes & @ @ ® & @, porlo que el término para racionalizar se deduce de la
siguiente manera:

Término a Factor Formula
racionalizar | racionalizador | obtenida

Por ejemplo:
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., Término a Factor
Expresion . - . - Resultado
racionalizar | racionalizador
No o o o
0w WMo Mo o
oo @ o o
— Numerador No _I/Ioo_ w_ _
00 W 0w W N o
W O
O 0 WO Mo o
Mo o o o
o © o @
Mo o _ - = Mo o o
— Denominador Mo — —
o %) W
Mo o o o
T
Mo Vo o Mo
Nod Mo mo Vo
nod Vo . o 710 Vo
—— Denominador Now Vo o Y
no wn Nno n
Nod Vo
®W o
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Expresion

Término a
racionalizar

Factor
racionalizador

Resultado

Numerador

My w o

nQ c N w o

W
UQNQ w o

Vo Vo p
&

Numerador

N Vo p

Mo Mo p Mo Mo p

Vo Mo o p

Ve 0 p
Mo Mo Mo p

w w p
No e VMo p

W W p
No e VMo p

p
Nod o Ve p
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Ecuaciones cuadraticas

Una ecuacion cuadratica es una expresion que se puede reducir a la forma:

I. W 0w QO T

con ¢fufto constantes reales, @ Ty @ una variable. Se llama solucién o raiz de la
ecuacion cuadratica a un numero real 0 que cumpla la igualdad ®60 ®wo @ . El
conjunto de las soluciones de la ecuacion (1.1) se denota por Y

El discriminante del trinomio cuadratico ® o & o wse denota por Y y se define como:

y ~ ~
W TOGE
Mediante el discriminate, ¥, se puede obtener el nimero de soluciones de (1.1). En efecto:
I. Si ¥ mentonces la ecuacion (1.1) posee dos raices reales distintas.
II. Si Y mentonces la ecuacion (1.1) posee dos raices reales iguales y la raiz real

obtuenida es de multiplicidad dos.
III. SiyY mentonces la ecuacién (1.1) no posee raices reales por lo que Y ».

Por tanto, la ecuacion cuadratica (1.1) posee cero soluciones reales o dos soluciones
reales, y en el caso de existir, dichas son:

\ Ejemplo 1.:
Sea la ecuacibn ® c¢w  p. Determine si p es una solucién de dicha ecuacion.

Solucidon
P ¢ O p. Por tanto, p no es solucidon de tal ecuacién. ¢

\ Ejemplo 1.:
Si o es una raiz de la ecuacion ocw p @ Q m determine el valor de Q.

Solucion
o es una raiz de la ecuacion siysolosi cd p@ Q mt ¢x 00 Q Mt Q @8
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| Ejemplo 1.4

Determine el nimero de soluciones de la ecuacidon ¢ @ @ sin necesidad de resolverla.

Solucion

La ecuacibn ¢ ® ¢setransformaenc® ® ¢ T Ademads, Y

por lo que tal ecuacién posee dos soluciones. #

| Ejemplo 1.
Determine el conjunto solucibnde ® ¢w o T

Soluciéon
W Cw o T
. n 20 v . n 20
t L t
w plw o
Porlotanto, 'Y ph o .¢
Ejemplo 1.47
Determine el conjunto solucion de ¢ @w p oW
Solucion

O QW p oW
W W oW p T

e W p T
. Tt T 1
@ - ow -

t t

O —ow -

Luego,Y —h &

Ejemplo 1.4

Determine el conjunto solucionde o ww ® O

Solucién
0w W W O
o ww ®w (W o
o i ©O 0w W
0w W 0 W w T
Cw 0w W T

W —ow O.

Luego,Y —ho &

Ejemplo 1.

Y

TXO0 0

T @
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Determine el conjunto solucibndew®®w p C¢w p p.

Solucion
wWw p W P P
W W W G p
W ow p T
. R it
@ - 0 -
t _ o t
o Lo s
. e
Por tanto, Y —h— .¢
Ejemplo 1.

Resuelva ww ¢ T1Tw 0 ¢

Solucion
WW ¢ TW 0 (¢
W W TWw PG G
W W Tw pg¢ ¢ T
W e pT T8

Asimismo, Y ¢ ttptp m 18Luego, Y 8

Ejemplo 1.
Determine el conjunto solucibnde¢ - ® p ® p.

Solucién ‘

W . .

¢ = W p wop
T W ¢Cw p
C . LS

T ® W p
T O CW ¢

T W Cw ¢ T
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Por tanto, Y c¢h - .#

Ejemplo 1.4
Determine el conjunto solucion de — —— p.
Solucion
O W Www p
S Y P
00 W COw p @
@ ®
OO0 W Cww p O

W oW W Ccw @
Ch 0w CWw W @ T
Cw LW O T
‘ R it t
W - oW -
t t
w —lw o

Por lo tanto, Y —fo .#

Ejercicios 2.3

1.

2.

Sealaecuacion ®w c¢w o T1. Determine las soluciones de la ecuacidn
y explique el significado del conjunto solucién de tal ecuacion.

Sea la ecuacion ® o 1 Determine las soluciones de la ecuacion vy
explique el significado del conjunto solucién de tal ecuacion.

. Sea la ecuaciéon ¢cw p T Determine si o es una solucion de tal

ecuacion.

. Sea la ecuacién w ¢ v 1 Determine si v es una solucion de tal

ecuacion.

. Determine el ndmero de soluciones de la ecuacién ¢cow ® @ sin

necesidad de resolverla.

. Determine el numero de soluciones de la ecuacion w @ T sin

necesidad de resolverla.
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7. Determine el numero de soluciones de la ecuacién @ ¢w p T SiNn
necesidad de resolverla.

8. Una raizde la ecuacibn o p ™ Q meso. Determinar la otra raiz y
hallar el valor de Q

9. Resolver las siguientes ecuaciones en a:
I. o pnm
II. w o1 ™
III. w pnunm
IV. oo
V. @ w porTt
VI. o cu m
VII. ¢cw o v
VIII. o w ¢ T
IX. co w ¢
X. aw oo p T
X. o w @ 1
XII. @ own p¢g ¢
XIII. wpmw vuLT
XIV. @ wp ow
XV. o ow p oW
XVI. ow T COW T
XVII. ow v CL W T
XVIII. v P W o¢ W
XIX. ¢ G
XX. o0 p ¢w p p
XXI. w¢ ow o
XXII. tw p ¢Cw o© W o w p
XXIII. cw T ooy
XXIV. cw p pw ¢
XXV. pobw ¢ ow p T

10. Resolver las siguientes ecuaciones en 4
DDw- ¢ Y

2)—— w p
3) — w p
4) 0w p o —
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5-o0w p p

6) - v - PO
7NN——— w o w o —
8)cw T ——

99— — ¢

10)

117) - — —

Problemas que involucren ecuaciones cuadraticas

En este apartado se aprendera a resolver problemas con ecuaciones cuadraticas. Para
ello, se utilizard el método de los cuatro pasos de George Pdlya (1887-1985), que
consiste en lo siguiente:

1) Entender el problema.
2) Configurar un plan.
3) Ejecutar el plan.

4) Mirar hacia atras.

\ Ejemplo 1.41
Determinar el valor de la constante "Qde tal manera que las raices de la ecuacion ow
Tw Q Tmsean iguales.

Solucion
La ecuacion posee las raices iguales si el discriminante del trinomio o Tt® Qes igual a
. Entonces,

Por lo tanto, si ' Q - las raices de la ecuacion dada son iguales. ¢
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| Ejemplo 1.4¢
Determine el valor de 'Qpara que laecuacion® Q pw 'Q ¢ Tmposea una raiz nula.

Solucion
Si'Q ¢ m estoes, para Q ¢ la ecuacidon poseera una raiz nula. ¢

| Ejemplo 1.5(
Determine para que valores la ecuacion T@ @ Q T NnoO posee raices reales.

Solucion
La ecuacion T @ Q mno posee raices realessii Y m. Luego:
Yy p TI3Q 1

P p@ m
p&@
Q-

Por tanto, si'O" —h H la ecuacién no posee raices reales. ¢

]Ejemplo 1.51
La suma de dos numeros es v y su producto es ¢t Hallar dichos nimeros.

Solucion
Sea @wun numeroy v el otro nimero. De acuerdo con las condiciones del problema se
construye la siguiente ecuacidon: wv ® Y B Al resolverla se obtiene:

WL W P
LW W URs
W vw Yt T8
w YXow pa

Luego, los nimeros son p ¢y X.*

| Ejemplo 1.5]
La suma de dos numeros es p Ty la suma de sus cuadrados es v Yy Halle ambos nimeros.

Solucion
Sea @ un numero y p m wel otro nUmero. De acuerdo con las condiciones del problema
se construye la siguiente ecuacion: ® PTT @ L 8 Al resolverla se obtiene:

() P W vy
W PUNTNICD W LY
W PUNTCD W LY T
Cw CMm TC T
W pwm ¢p T8
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®w xlw o8

Luego, los nimeros son X y o. ¢

 Ejemplo 1.5]

El producto de dos naturales consecutivos equivale a la suma de esos nimeros aumentada
en p wDe ellos, écudl es el nUmero mayor?

Solucion
Sea wel numero natural menor. De acuerdo con las condiciones del problema se construye
la siguiente ecuacién: o p w @ p p w Al resolverla se obtiene:

Ww P W WP PW
W W Cw ¢TI
W ®W CWw CT T

La solucién @ 1 se descarta por ser wun numero natural. Asi, el nUmero mayor es . ¢

] Ejemplo 1.54
El perimetro de un jardin rectangular es de ¢ T dy su area es de v W &. éCuales son sus
dimensiones?

Solucion
Sea wla medida del ancho y p v wla medida del largo. De acuerdo con las condiciones
del problema se construye la siguiente ecuacion @p v @ v B Al resolverla se obtiene:

WPpULU W LT
PO W ULT
W pw LT T8
W @ow uB

Por lo tanto, la medida del ancho es ¢ y la medida del largo es w ¢

 Ejemplo 1.5!
El producto de dos niumeros negativos es { mEl nUmero mayor excede en seis a la quinta
parte del nimero menor. éCuadl es el nUmero menor?

Solucion
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Sea wel nUmero menor. Luego si wrepresenta el nUmero mayor entonces w ¢ -. De

acuerdo con las condiciones del problema se construye la siguiente ecuacién: w ¢ -
Y 1 Al resolverla se obtiene:

0] P

C|8‘C|8‘

Ppw Y1

W

o o YTt T

W o TNM
v

W pPTOW T8

Tt

La soluciéon @ p mse descarta por ser @ un numero negativo. Asi, el nUmero menor es
T e

\ Ejemplo 1.5{

La medida del largo de un rectangulo excede en 1 a la medida del ancho. Si la medida del
ancho y la del largo se aumentan en 1, entonces el area resultante es el doble que el area
del rectdngulo original. éCual es la medida del largo del rectangulo original?

Solucion

Sea wla medida del largo y @ Tt la medida del ancho del rectangulo original. Entonces,
por las condiciones del problema se forma la ecuaciéon @ ™ ® T T CO® T . Al
resolverla se obtiene:

W T WwTIT T COw T
Ow T COwWw T
W TO w
W TWw Cw Yw T
W pQ T
w Tl p@

La solucion @ T se desecha porque el largo es mayor que 1. Por lo tanto, la medida del
largo del rectangulo original es p ¢¥

| Ejemplo 1.5]
La hipotenusa de un tridngulo rectangulo es una unidad mas larga que uno de los catetos
y 0 cunidades mas larga que el otro écuanto mide el cateto menor?

Solucion

Sea ax,la longitud de la hipotenusa; @ pdla longitud de un cateto mayor y @ o ¢la
longitud del cateto menor. Luego, por el teorema de Pitagoras se forma la ecuacion

W p W o¢ . Alresolverla se obtiene:
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W p W 0C¢ W
W W P ®W PW PTCTW
W Q@ pTCUTS
® ¢cdw 1@

La solucion ¢ vuse desecha porque al sustituir @ ¢ ven la medida del cateto menor se
obtiene ¢uv o¢ x 1 Porlo tanto, la medida del cateto menorest p o¢ wt

| Ejercicios 2.4

1) Hallar el valor de la constante 'Qde tal manera que las raices de la ecuacion ow
T® Q Tmsean iguales.

2) Determine el valor de 'Qde tal manera que 3 sea una raiz de la ecuacidon @ cw
Q .

3) Determinar el valor de ‘Qde tal forma que la ecuacion @ @ 'Q mtenga una raiz
nula.

4) Determinar el intervalo al que pertenece Qde tal forma que la ecuacidon @ @
v T tenga sus raices reales.

5) Determinar el valor de la constante 'Qde tal manera que las raices de la ecuacion
o ow Q T no sean reales.

6) Determinar el intervalo al que pertenece Qde tal forma que la ecuacidon @ LV®
"Q mno tenga sus raices reales.

7) Toda ecuacidn cuadratica se puede expresaren laformaw i wn 1 dondei es
la suma de las raices y nj es el producto de ellas. Determine, sin resolver la ecuacion
¢cw w ¢ Tmelvalor del producto de las raices.

8) Determine el producto y la suma de las raices de la ecuacién T®@ @ o T, sin
necesidad de resolverla.

9) La suma de dos numeros es ¢ oy el producto es p m.c¢Cuadles son esos numeros?

10) El producto de dos numeros negativos es w m El nUmero mayor excede en x a
un tercio del nimero menor. ¢éCual es el nimero menor?

11) El cuadrado del mayor de dos nimeros positivos y consecutivos excede en p 1t
al cuadruplo del mayor de ellos. ¢Cudl es el menor de esos nimeros?

12) El producto de dos numeros positivos es ¢. Si el nUmero mayor excede en —
al menor, entonces, écual es el nimero mayor?

13) La diferencia de dos niumeros es -. Si el doble del nUmero menor excede en
o al nUmero mayor, entonces determine el nimero menor.

14) Divida 1 m™en dos partes de modo que la suma de los cuadrados de estas partes
sea igual a Y .1t

15) La suma de los cuadrados de tres nimeros es v T.uSi el segundo es dos tercios

del primero y el tercero es la mitad del primero, entonces écudles son los nimeros?.
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Si @ denota al primer numero, determine una ecuacién que permite resolver el

problema.

16) El producto de dos numeros enteros positivos es ¢ p @yrel nUmero menor es
las tres quintas partes del nimero mayor. ¢Cual es el nUmero mayor?

17) Si la medida del radio de un circulo se aumente en -, entonces su area es —.
¢Cual es la medida del radio del circulo original?

18) Las longitudes de los lados de un triangulo rectdnguloson ¢ @ p o wypT
@ ¢Cual es la longitud de la hipotenusa?

19) Si la edad de 0 excede en @ afios a la edad de 0 y la suma de los cuadrados
de ambas es ¢ ¢ afios, entonces {Cual es la edad en afos de 0 ?

20) El perimetro de un rectangulo es x @y su area es de o @.méCual es la medida
del ancho del rectangulo?

21) La diferencia entre el largo y el ancho de un rectangulo es x. Si el area del
rectangulo es x Ypentonces, écual es la medida del largo?

22) El drea de un rectangulo es p v Si la medida del largo es igual a T aumentado

en el triple de la medida del ancho, entonces écudl es la medida del largo del
rectangulo?

23) La medida del ancho de un rectangulo equivale a las tres cuartas partes de la
medida del largo. Si el area es p m,yentonces, icual es la medida del ancho del
rectangulo?

24) La medida del largo de un rectdngulo excede a la medida del ancho en seis
unidades. Si la medida del ancho se aumente en dos unidades y la del largo se
disminuye en tres unidades, el area sera de o munidades cuadradas. ¢Cudl es la
medida del largo del rectangulo original?

25) Un trozo de alambre de ¢ @ de largo se corta en dos y cada pedazo se dobla
para que tome la forma de un cuadrado. Si la suma de las areas formadas por los
cuadrados es de p @@ . ¢{Cuanto mide cada pedazo?

26) Un trozo de alambre de p 1t @ dde largo se corta en dos y cada pedazo se dobla
para que uno forme un cuadrado y otro forme un circulo. Si la suma de las areas
formadas es 0 w ¥ &, entonces, éCuadnto mide cada pedazo?

27) Si la longitud de cada lado de un cuadrado se aumenta en @, entonces el area
del cuadrado que se forma es cuatro veces el area del cuadrado original. é{Cual es
el perimetro del cuadrado original?

28) Si cada una de las longitudes de dos lados opuestos de un cuadrado se duplica
y cada una de las longitudes de los otros lados se disminuye en ¢ @ ¢ entonces el
area del rectédngulo resultante es de o @ @ mayor que el area del cuadrado original.

29) Si la longitud de cada lado de un cuadrado aumenta en 12, y se obtiene otro
cuadrado con un area igual, nueve veces al area del cuadrado inicial, entonces, écual
es el area del cuadrado inicial?
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30) Un terreno rectangular de v ™ por ¢ 1@ se cubre completamente de zacate y
se rodea por una acera de cemento de ancho uniforme. Si el drea cubierta por dicha
acera esde 1 P , entonces éicudl es la medida del ancho de la acera?

Funcion cuadratica

Se llama funcién cuadratica o parabolaa la funcion "Qtal que

@ A

donde ¢fudooN 5, Ty @ es una variable.

Para graficar una parabola se necesitan tres elementos: la(s) interseccién(es) con el eje & la interseccion con el eje wy el vértice.
Una parébola es concava hacia arriba(tiene la forma &) si 1 Una parabola es concava hacia abajdtiene laformazZ) si Tt
La interseccién con el eje se determina resolviendo la ecuacién "Qc Tt 70y es el punto de interseccién con el eje ca

Toda parébola tiene 0 un punto maximo o un punto minimo. Este punto corresponde al vértice:

® —h— ,con3> @ TOO

Si =|= el vértice es un punto maximo y 31= el vértice es un punto minimo
arectacw — sellama eje de simetria

Resumen funcién cuadratica: Se&ds s talque ™ Q® ¢ o @ Luego:

si+ T si+ T
Concavidad Hacia arriba. Hacia abajo.
Ambi K 3 .2
bito de "Q i :
Q) Q)
"(rece en w. . w
—h b Hh—
Cw W
"(decrece en ) w.
Hh— —h b
—CO )
Vértice w. 3 w. 3
CW TW CW TW
(Punto minimo) | (Punto maximo)

Ejemplo 10)

Efectle lagraficade Qw ® cw p. Sea '@, clo A tal que "Qw @ . Determine si es cierto
que Qo Tl afoN O,

Solucion
Interseccion con el eje cx  phit . Solucién
Interseccion con el eje cx  Tip .
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Vértice: —h— —h phrt .
La gréfica de la funcién "Qes:

(&)

r

Efectle lagraficade Qo ¢ ¢ T.
Solucién
CW COW T CW ¢ W p

ya o 1001 Ttict T o0

Interseccion conel ejeca  ¢ht y phrt.
Interseccién conelejecd Th T .

Vértice: — h— —h— ™h 18
La gréfica de la funcién "Ces:

@
C\ Tllﬁ’ fp > 0
' T
74 1d
Ejemplo 3)
Efectle la grafica de "Qw W 0w o
Solucién
O 0 W ¢ W o

ya o 100 p 1t pfe cu

Interseccion con el eje cx ¢ht y  ofit.
Interseccion con el eje @ Ty .

Vértice: —h— —h— T@®hp& v
La grafica de la funcién "Qes:

Cierto. "Qg thQo wy Qo N oh T yasi
Qo T afon O . ¢

Ejemplo 11)

Determine dénde la funcién "Qw W Cw Oescreciente.

"Wen Hh— I-I:ﬁt— Hip . ¢

Ejemplo 12)

Sea™Q® W W deond® T SiTQm py el vértice
de la grafica de "Qes phit , determine el valor de &y concluya si
la grafica es concava hacia abajo o hacia arriba.

Solucion

w —h—  th. Luegoh— 1t 3 ™ — pt ®
g _ _

"Qmn pt @ P ASIQ M CO® Py

TOO TO TO Tt O TMow p. Puesto que & T
entonces @ py la gréfica es cdncava hacia abajo. ¢

Ejemplo 13)
Determine el vértice de la funcién "Qm o0 ¢ W oY
concluya si la funcién posee un maximo o un minimo.

Solucién
"Qw cw ow pyY
®. 3 o . v v
o —po  TRSESY PRS
¢ TR o P C PG
P
cC 1

Como la grafica de "Qes cdncava hacia abajo entonces la funcion
posee un maximo absoluto.

Ejemplo 14)
Determine si Qs a tal qgue QO W WO W es
inyectiva.

Solucion
No es inyectiva. #

Ejemplo 15)

Determine el eje de simetria de "Qw

Solucién
. v
w = v
0o — —S —@
Cw C 't'TP q

Ejemplo 16)
Determine si la funcion "@,mh Ho ph H tal que "Qc
W  pes biyectiva.
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Ejemplo 4)

Efectle la graficade Qo  ®

Solucién
F W TOwp Tt

ptp

w p.

0.

Interseccion con el eje a1 No tiene.

Interseccion con el eje cx  Tip .

Veértice: —h— —h

La gréfica de la funcién "Qes:

(&)

4

h

T v

Ejemplo 5)

8‘

Determine el ambito de la funcion ™ Qo @® © ¢.

Solucién

. 3.
) i —h b
TW

Ejemplo 6)

Tipt .
p pCh

1ip

w.
—h b &
T

Determine donde la funciéon "Qw W GW 0oespositiva.

Solucién
F W TOT Tt pto pa
"Qw W W O TSI Oow p. Asi'Q Ten

plo . ¢

Ejemplo 7)

Determine el vértice de la funcion Qo  @®@ @ .

Solucién
©w —h —h—

Ejemplo 8)

Determine la interseccion con el eje wpara Qe @ @ p ¢

Solucién

3 0 1TO®p tipipc

no corta al eje a¢

T Xpor lo que la gréafica de "Q

Solucion
"Qes inyectiva pues Qw QW+t ©w p W pt WL
LB/t © .

"Ces sobreyectiva pues

3. m T . .
)i —hb ——hH ph Hb
0 Ttp

Luego, "Ces biyectiva por lo que posee inversa. #
Ejemplo 17)

Sea"@O Atalque™Q® w GOw ocond T T
Determine cuantas veces interseca la grafica al eje c

Solucion
En dos pues la grafica tiene la siguiente manera:
@
A
) O W
W

Ejemplo 18)

Un objeto se lanza desde un edificio de p ud de altura a una
velocidad de p & j i. La altura del nivel del suelo en un
instante O viene dada por:

Q0 VO pT puU

1. Determinar la altura méaxima.
2. Determine el nimero de segundos t para que el objeto
choque contra el suelo.

Solucion
1. ® —h— —h— plt ™ . Luego, la
altura maximaes de ¢ 74 .

T VO pT puU
T VO pT puUL
O p0 0 ™
0 000 p8

Luego, objeto chocara contra el sueloen oi 8

Ejemplo 19)
Sea0 @ w p m U Telareade uncuadrado donde des la
medida de uno de los lados. Determine el valor del area minima.
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Ejemplo 9)

Determine la interseccion con el eje wpara Qw ow @ .

Solucién
La interseccion con el eje wes Tiv . ¢

Solucién
) &H‘Q ® P TIEr; v ult V8
Cw T Cw q
El valor minimoes 0 ¢ u¢

| Ejercicios 1
(A) Sea "Quna funcién cuadrética, tal que "@,pft © s, con
Qo w16 Cudl es el ambito de "Q2
. ofm
. thr
. th o
. th b

(B) Paralafuncién "Qada por "Qco o @» ofenalice
las siguientes proposiciones:

(A)  Lagrafica de "Qinterseca al eje eceen dos puntos8

(B) ™Q es creciente en el intervalo Hip .

De ellas, ¢cuales son verdaderas?

V Ambas

V Ninguna
V Solo lal
V Solo lall

©)

Las siguientes proposiciones se refieren a la funcion "(dada
por Qw wWw p.

(A) Qo TmsioN Tip. 5
(B) La grafica de "Qinterseca el eje coen 1 p .

De ellas, ¢cudles son verdaderas?

Ambas

Ninguna
Solo lal
Solo la 1l

(D) La funcién "Qdada por "Qw
creciente en

T @ p esestrictamente

(X) Sea la funcion "Qdada por Q& T € ® wcong N
s. Si el vértice de la grafica de "Qes nht conn 11
entonces el valor de 1) es

_’L -
2. -
3. -
4. -
(Y) Lassiguientes proposiciones se refieren a la funcion "Qdada

por "Qw

(A) El eje de simetria de la grafica de "Qes @ -.
(B) La gréfica de "Qinterseca el eje cuxen Tio

De ellas, ¢cudles son verdaderas?

1. Ambas.

2.Ninguna.

3.Solo la l.

4.Solo la 1l
(2) Un punto del grafico de la funcién "Qdada por "Q
w C ces

L

o
N DO Qq

fo
hp
hp 1t

(AA) La funcion "Qdada por "Qw
creciente en

P Gw p wes

—_ = — —
Q0o
5«
FFe

&
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° |-ij
. oh H
o HATT
. mh Hb
(E) Sea "Qla funcién dada por "®, thrt © s, con "Qw

@ Tt cuél es el ambito de Q2
a. T
b. c@r
c. Thl'[
d. HT

(F)

Considere las siguientes proposiciones para la funcion "Q
dada por "Qw ®

(A) p pesun elemento del ambito de "Q
(B) La grafica de "Qinterseca el eje cae en dos puntos.

De ellas, ¢cuales son verdaderas?

1) Ambas.

2) Ninguna.
3) Sololal.
4) Sololall.

(G) Lassiguientes proposiciones se refieren a la funcién "Qdada
por Qo w p:

a. El &mbito de "Qes 5
b. Eleje de simetria de la gréafica de "Cesta dada por @ p

De ellas, ¢cuales son verdaderas?

e Ambas.

e Ninguna.
eSololal.
eSolo lall.

(H) Sea"Qunafuncion cuadraticadadapor Qe o 1w

uv. Siw p es el eje de simetria de la gréafica de "Q
entonces, la imagen de oen "Qes

a. p

b. ®

cpp

d. pp

(BB) Sea "Quna funcion dada por Qoo ——, un intervalo

donde "Ces creciente es

p

[N o T o i <}]
— D¢
SEE

h H

(CC) En una tienda donde se venden calculadoras se ha
encontrado que cuando las calculadoras se venden a un
precio “&d” ddlares por unidad, el ingreso “i” como una
funciéon del precio esta dada por i ® X Lo
p L Trax g€ual debe ser el precio unitario en délares para
que el ingreso sea maximo?

v
p T
¢

1T

Hwn PR

(DD) Considere las siguientes proposiciones referidas a la
funcién "Q dada por "Qw thao ¢ o 1 que
describe la trayectoria a los ede segundos de haberse
lanzado un proyectil hacia arriba, desde el techo de un
edificio:

(A) La altura del edificio desde donde se lanza el proyectil es de
¢

(B) En su trayectoria, la altura méxima que alcanza el proyectil,
respecto al plano de donde se lanzd es de aproximadamente
vt p

De ellas, ¢cudles son verdaderas?

1. Ambas

2. Ninguna
3. Sololal
4. Sololall

(EE) Si la productividad efje de una empresa con coe cantidad de
empleados esta dada por N @ P @aoentonces,
(cuantos empleados garantizan la productividad maxima
de la empresa?

1. ™m

2. YT

3. porTt

4, o1 T

(FF) La produccion “0” en kilogramos de manzanas de una

finca esta dada por 0 & L TG L , donde “G5 es el
nimero de arboles por hectarea. ;Cual es el nimero de
arboles por hectarea que hace que la produccion total sea
méaxima?

a) LT
b) pmim
C) woxUu

147



M

Considere las funciones "Qy "Qcuyo criterio se da a
continuacion.
"Qw Qw

© p w p

De ellas, ¢cuéles son estrictamente crecientes en Th H ?
Solo la™Q
Solo la"Q

La"Qyla™Q
Ni la "Oni la"Q

oo ow

Sea "Quna funcion cuadratica dada por Qo G 0w
w Si "Qm p y el vértice de la grafica de "Qes pht,
entonces con certeza se cumple que

©)

~o

1110%
H Ty
phY
phY

e e e |

Sea "Quna funcién dada por "Qw
donde "Ces estrictamente creciente es

——, un intervalo

(K)

HaTt

119
ph Hb
th b

(A)
(B)
(©)
(D)

L

Considere las siguientes proposiciones para la funcién "Q
dada por "Qw W

(A)
(B)

De ellas, ¢cuales son verdaderas?

La grafica de "Qinterseca el eje wen dos puntos.
Si N g, entonces Qw  TU

(A) Ambas

(B) Ninguna
(C) Sololal
(D) Sololall

(M) Sea"Quna funcion cuadratica dadapor Qo cw  @Qw

Lv.Si W ¢ es el eje de simetria de la grafica de "Q
entonces el &ambito de "Qes

1. ph W

2. Hp

3. oh Hb

4. Hh p

d pgumnmn

(GG) El fabricante de un articulo ha determinado que el ingreso
en dolares €@en términos del precio de venta eae esta dado

por'Ow p wam ;Cual es el ingreso maximo que
puede obtener el fabricante?

1)
2)
3)
4)

WL
P WT

pytum
O@TMT

(HH) Considere el siguiente enunciado:

“Sea la funcion cuadratica "de la forma Qo ¢ O ® T,
tal que, al grafica interseca el “eje ¢3° en el unico punto  ¢FrT ™.
De acuerdo con el anterior enunciado, considere las siguientes
proposiciones:

(A) El &mbito de "Qes Th Hb
(B) La grafica de "Qes céncava hacia arriba.

De ellas, ¢cudles son verdaderas?

a. Ambas.

b. Ninguna.

c. Sololal.

d. Sololall

(I1) Setiene @ T de alambre para hacer una cerca de una sola

vuelta de un jardin rectangular sin que sobre alambre. Si la
cerca se debe colocar Unicamente en tres lados porque el
otro lado limita con una pared, entonces ¢;cual es el area
maxima que se puede cercar?

a CCo
b. omad
C. Tudr
d. o ¢ mn

(3J) SeaCunafuncibndadapor Q0 ¢ @ tThd v mue
describe la trayectoria a los eoc segundos de una piedra
lanzada hacia arriba desde el techo de un edificio. ¢Cudl
es aproximadamente el tiempo en segundos necesario para
que la piedra alcance su méxima altura con respecto al

suelo?
a. niil) C
b. 11131; v
C. cl]I T
d thy

(KK) La funcién ingreso se determina al multiplicar la cantidad
de unidades ece de un producto vendido por su precio de
venta ere. Si el precio de venta estd modelado por 1} @

- U T, ENtonces, el ingreso maximo es
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(N) Para la funcion "Ccon "Qm
"Qw

Www ¢ ,secumpleque
Ttpara toda cwque pertenece a

2.1 Tmig
2.2
2.3

hp
H
2.4 H

23

(O) Sea "Qun funcién cuadratica dada por Qe ¢
¢.Siw ageseleje de simetria de la grafica de "Qy "Qo
1T, entonces se cumple con certeza que

INF RN
£ €1 € &
S
A3 33

(P) La funcibn "Q dada por
estrictamente creciente en

MO p W W es

a. Hp
b. ph Hb
c. Hoh-
d -hH

(Q) Considere las funciones "Qy "Qdadas respectivamente por
Qo »  wy Qw @ 0o .¢Cuélesdeellastienen
a 1h Hb como ambito?

a. Solola™@

b. Solola™@

c. La"yla™Q

d. Nila"™ila™Q

(R) Sea"Cunafuncién cuadraticadadapor Qe w GO

T. Si phx es el vértice de la grafica de "(entonces con
certeza se cumple que

a O m 7

b. & m

c. ® mw

d o o n

(S) Lassiguientes proposiciones se refieren a la funcion "(lada
por'Q® ® W wcuyo vérticees phrt.
Tihsi QN 5.

(A) Qb

a. pTMT
b. pqgum
C. CULUTT
d xuvrnm

(PP)

pPGUT
oxXUuT
p T T T
CPpQgTmT

Pwnhe

(LL) Si el ingreso €Ye obtenido por vender erje unidades de un
producto estd dado por ‘Y R ™ ¢ mYT]
entonces, ¢cuantas unidades del producto deben venderse
para maximizar el ingreso?

a. POTTTT
bh. ¢ceomnnmn
C. UVCTMMTT
d.

CMYMMMIT

(MM)Sea "Qla funcion dada por Q0 ¢ @ thod v mue
descibe la trayectoria en metros a los 0 segundos de una
piedra lanzada hacia arriba desde el teccho de un edificio.
¢ Cudl es aproximadamente la maxima altura en metros, con
respecto al suelo, que alcanza la piedra?

a. vfmo
b. veoo
cC. L ’ry C
d xfop
(NN) EIl &rea 0 de un rectangulo esta dada por 6 @ ®

p Tadonde wes la medida de uno de sus lados, ¢cual es
el &rea maxima que puede tener ese rectangulo?

(O0) Un objeto que se lanza verticalmente hacia arriba, alcanza
una altura "Qen metros dada por Qo tho pn
donde Oes el tiempo en segundos que tarda en alcanzar esa
altura. ¢Cul es aproximadamente la maxima altura que
puede alcanzar ese objeto?

. phtaq
. vfp @
. p fr
IV. ptom

La ganancia ¢@ en colones obtenida por la venta de
borradores esta dada por Ow p Tt @ donde cGE es
el precio en colones de cada borrador. Si no se obtienen
ganancias, entonces, ¢cual es un posible precio de cada
borrador vendido?

VT
pTT
v T
CUTT

—) — —) —)
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(B) "Ces estrictamente creciente en ph Ho
De ellas, ¢cuales son verdaderas?

a) Ambas.

b) Ninguna.
c) Sololal.
d) Sololall.

©) ® @con

Sea "Quna funcion cuadratica dada por "Qc
@ T Si'Qw T entonces

a) v
b) o~
c) N
d) o

HHVIC
vich H
)

¢En cudl de los intervalos dados la funcion Qo ¢w

p L @ escreciente?

)

a) ph
b)  Hip
C) Hh p
d) oh Hb

(V) Para la funcion "Qdada por Qw @ v un intervalo

donde Qo  TUES
(1.2) Tt
(1.2) -fv
(1.3) mh-
(1.4) HoTT

(W) Considere las funciones "Q "Q“y” "Qdadas por "Qw

(QQ) La efectividad ¢Cc de un comercial de television visto eue
veces por los televidentes estd dada por O® -

—. ¢Cuantas veces debe verlo un televidente para
obtener la efectividad maxima?

AWN R
€ Q0D
443 c<cH

(RR) En una tienda donde se venden calculadoras, se ha
encontrado que cuando las calculadoras se venden a un
precio de ece ddlares por unidad, el ingreso @ € como una
funciéon del precio esta dada por i ® X Lo
p L Trax g€ual debe ser el precio unitario en délares para
que el ingreso sea maximo?

V]

Tt
Tt
Tt

—) —) —) —)
€N o

(SS) Un objeto se lanza verticalmente hacia arriba con una
velocidad de magnitud ebecen & Fi. La altura en metros a
los ede segundos esta dada por "Q0 thd o siel
objeto alcanza una altura de T & alos @i hentonces el valor
de U es aproximadamente

E( =

X
X
m
It

A WN PR
T QO
cd

(TT) El fabricante de un articulo ha determinado que el ingreso
en dolares "@n términos del precio de vente westa dado por

O p wam,, Cual es el ingreso maximo que puede

© THQ® ® oo wy Qo ® o p. De -
ellas, ;cudles graficas intersecan al eje “G3’ en un Unico tener el fabricante?
punto?
1. Awvu
V  Solo™Q 2. ApwrT
V  Solo"Q 3. Apytum
V  Solo"Qy"Q 4. Ao mm
vV Solo"Qy’Q
Capitulo 4: Estadistica y probabilidad
Estadistica

Es la disciplina que permite recopilar, organizar, sintetizar y analizar datos o hacer

inferencias de ellos.
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Poblacidon y muestra

La poblacidon de un estudio corresponde a la totalidad de los individuos que se pretende
estudiar. Cuando la poblaciéon es muy grande como para trabajar con todos sus miembros,
se selecciona una parte de ella para hacer el estudio. Esa seleccion recibe el nombre de
muestra.

Variables estadisticas
Son las caracteristicas estudiadas en un trabajo estadistico. Se clasifican de la siguiente
manera:
Tipo de variable estadistica Concepto

Son atributos que no se pueden expresar
con cantidades numéricas. Por ejemplo:
color de cabello, materia abarcada en un
libro, etc.

Los valores de un intervalo real que se le
pueden asignar son determinados. Por

Cualitativas

Discretas ) )
ejemplo: la talla de los zapatos o la
I cantidad de hijos de una persona.
Cuantitativas .
Pueden tomar cualquiera de los valores
. de un intervalo real. Por ejemplo: la
Continuas

estatura en metros, el tiempo en
minutos, la masa en kilogramos, etc.

Por ejemplo, se pueden clasificar las siguientes variables:

Variable Tipo
Calidad de un producto (bueno, regular o malo) Cualitativa
Numero de afios laborados en una empres Cuantitativa continua
Cantidad de articulos diarios vendidos en un

. Cuantitativa discreta
negocio

Tipo de programa televisivo favorito (noticieros,

. Cualitativa
telenovelas, reality show, etc)
Cantidad de habitantes de una casa Cuantitativa discreta
Cantidad de litros de_ gasolina vendidos por un Cuantitativa continua
pisteros

Dato estadistico
Es cada uno de los valores que se le asignhan a una variable en el transcurso de un estudio.

Distribuciones de frecuencias
La frecuencia de una variable estadistica se refiere a cuantas veces se repite cada valor
en una lista. Se pueden identificar tres tipos:

Tipo de frecuencia Concepto

Absoluta Cantidad exacta de veces que se repite el valor o de
valores del intervalo.

Relativa Corresponde a la frecuencia absoluta dividida por el
total de datos.
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Relativa porcentual

Es la frecuencia relativa multiplicada por p m.mSe
expresa con la notacién de porcentaje.

Dependiendo del tipo de variable, este tipo de distribuciones se trabaja de forma diferente.
Las cualitativas y las cuantitativas discretas ya se trabajaron en octavo afio. Por ejemplo,
de acuerdo con los datos que se le presentan, correspondientes a las edades de los
empleados de un Call Center, en afios cumplidos, se puede completar la distribucidon de

frecuencias:

21 23 24 25
21 22 21 23
22 22 24 21
23 24 25 23
22 24 23 25
24 23 21 24
22 22 24 25
21 21 21 23
24 25 23 22
22 23 24 21

23
24
22
21
21
23
23
22
21
22

. . | Frecuencia
Frecuencia | Frecuencia .
Dato . relativa
absoluta relativa
porcentual
21 12 0,24 24%
22 11 0,22 22%
23 12 0,24 24%
24 10 0,20 20%
25 5 0,10 10%
Total 50 1 100%

Sin embargo, la frecuencia absoluta para las variables cuantitativas continuas se trabaja
por intervalos, pues todos los valores son diferentes. Antes de introducir cdmo se trabajan,
es necesario aclarar algunos conceptos:
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Concepto

Descripcion

Amplitud general, rango
o recorrido

Es la diferencia entre el mayor valor y el
valor menor que toma la variable. Para
poder determinarlo, es necesario ordenar los
datos.

Clase o inter valo

Es un conjunto que contiene al menos un
dato estadistico. Se sugiere calcular Ila
cantidad de clases como I, donde ¢
corresponde a la totalidad de datos. Siempre
se redondea. Se recomienda que sean entre

vypm

Amplitud de clase

Es el tamafo de cada clase. Se obtiene al
dividir el rango por la cantidad de clases.
Siempre se redondea.

Limites de clase

Son los valores que delimitan las clases. El
limite menor (o inferior) es el minimo valor
de la clase, mientras que el limite mayor (o
superior) corresponde al maximo valor de la
clase. Generalmente se utiliza una menor
unidad para determinarlos. Por ejemplo, si
los datos son numeros enteros, los limites se
determinan con nimeros que contengan una
posicién decimal (décimas).

Marca de clase

Es el valor medio de la clase se obtiene al
sumar el limite superior y el limite inferior y
luego dividir ese resultado por ¢.

Frecuencia absoluta de
la clase

Corresponde a la cantidad de datos que
pertenecen a la clase, por lo que éstos
pueden ser diferentes.

Frecuenciarelativa de la
clase

Corresponde a la frecuencia absoluta de la
clase dividida por el total de datos.

Frecuencia relativa

porcentual

Es la frecuencia relativa multiplicada por p 1.1

Se expresa con la notacion de porcentaje.
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Para comprender el uso de cada uno de los conceptos, se resuelve el siguiente ejemplo:

27
38
22
18
20

Primero

34
36
32
20
26

31
36
36
25
40

Se efectla un estudio de acuerdo a una muestra de v Tautomoviles de
una determinada marca, con respecto al consumo de combustible en
litros redondeados a la unidad mas préxima, cuando el vehiculo abarca
una distancia de o v kildmetros:

29
36
27
27
21

Elabore una tabla de frecuencias que permita agrupar estos datos de
una mejor forma.

27 24 23 36 37 31
34 32 38 25 38 26
27 32 28 31 28 39
33 37 40 37 26 36
35 35 22 24 28 19

18
25
28
33
36

19
25
28
34
37

20
26
28
34
37

20
26
29
35
37

Asi, se tienen los siguientes calculos:

21 22 22 23 24 24
26 27 27 27 27 27
31 31 31 32 32 32
35 36 36 36 36 36
38 38 38 39 40 40

Concepto Descripcion
Amplitud general, rango o recorrido T PpY ¢
Clase o intervalo La cantidad de clases es Vv 1t .
Amplitud de clase ¢ X O

Limites de clas e

Como el menor valor es p Yse comenzara la
primera claseen p ¢y v p R.
Los siguientes limitesson: pjv o ¢ fo

cfo o cw
Cc o ¢
CP o b
Ctw o ot
o o o
olw o ol
op o T

Debido a que la sétima clase no llega al
maximo valor, se anade una clase mas.
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Concepto

Descripcion

Marca de clase

Las marcas de las ocho clases son:

PR ¢ ¢ pw
¢cfo ¢ ¢ cg
ctw ¢ ¢ cqu
c@ ¢t ¢ cu
¢t o ¢ op
otw ow ¢ o1
o olp ¢ oYX
op T ¢ W

Asi, la distribucion de frecuencias solicitada quedaria de la siguiente forma:

Marca de | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia relativa
Clase .

la clase absoluta relativa porcentual
p Wit ® pw T T Y P
¢ By & Cq T T ) p P
C Bt @ Cu X Tip T pT b
C Pt & C 3 mip pyp
¢ @ @ op @ Tip pch
o ®lv & ot ) Tip TT pTtp
o ®lv @ o X P C TiT T ¢t h
o ®h @ T T o TiTT @ ob

Total LTt P primbp

Graficos estadisticos
Con los datos ordenados en distribuciones de frecuencias, y utilizando para rotular las
clases los limites o las marcas, es posible resumir los resultados por medio de la
elaboracion de dos tipos de graficos: histogramas y poligonos de frecuencias. Como cada
uno tiene sus caracteristicas particulares, se presentan por separado.

U Histograma:

es un grafico de barras verticales que representa las frecuencias

absolutas o relativas de cada clase, donde cada clase se representa con sus limites
0 con su marca. Las barras, a diferencia de los graficas para variables cuantitativas

discretas, no tiene separaciones entre la barras.

Para el ejemplo anterior, si se elabora un histograma que represente los datos obtenidos,
rotulando las clases con sus limites, se tendria el siguiente:
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Vehiculos

14

12

=
o

Combustible gastado por los vehiculos al recorrer 350 km

17.5-20.520.5-23.523.5-26.526.5-29.529.5-32.532.5-35.535.5-38.538.5-41.5
Combustible en litros
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Al rotular las clases con la marca de cada una, se resumen los datos en el siguiente
histograma:

Combustible gastado por los vehiculos al recorrer 350 km

14
12

10

Vehiculos

19 22 25 28 31 34 37 40
Combustible en litros

U Poligono de frecuencias: es un grafico en el que se representa las frecuencias
absolutas o relativas de cada clase, donde cada clase se representa con su marca.
Para establecer una conexién se ubica un punto que una cada marca o
representacion con los limites de la clase con su frecuencia (absoluta o relativa). Y,
finalmente, se unen los puntos, de dos en dos, con una linea recta.

157



Asi, si para el ejemplo anterior, si se elabora un poligono de frecuencias que represente
los datos obtenidos, se tendria el siguiente:

Vehiculos

14
12
10

o N B~ O

Combustible gastado por los vehiculos al recorrer 350 km

19 22 25 28 31 34 37 40
Combustible en litros

Al rotular las clases con los limites de cada una, se resumen los datos en el siguiente
poligono de frecuencias:

Vehiculos

14
12
10

o N B O ©©

Combustible gastado por los vehiculos al recorrer 350 km

Pl / \

/ - \

\

26.5-29.529.5-32.532.5-35.535.5-38.538.5-415

Combustible en litros

17.5-20.520.5-23.523.5-26.5
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Interpretacion de distribuciones de frecuencias y graficos estadisticos con
variables cuantitativas continuas

Siendo realistas, se debe admitir que todos los dias interpretamos distribuciones de
frecuencias y graficos estadisticos, aunque no necesariamente somos conscientes de ello.
Constantemente vemos resultados de elecciones en algun pais del mundo, resultados de
aprobacién en bachillerato, tablas de posiciones de los equipos de alguna competencia
deportiva, entre otros. Sin embargo, en ocasiones se interpretan los datos de forma
erronea.

Por ejemplo, se tienen los datos del Censo realizado en el 2011 en Costa Rica, relativos a
la asistencia a la educacion regular en Costa Rica, de acuerdo con la edad de los
costarricenses mayores de 5 afos:

‘s Total que Kinder o
Grupo de Poblas:lon asiste a la preparatoria, | Parauniversitaria | Ensefianza
edad de 5maénsos Y| educacién escuela o o universidad especial
regular colegio

Total 3962995 | 1194 587 891 100 300 447 3 040

5 a 9 afios 342 057 308 936 307 972 - 964

10 a 14 afios 387 056 352 522 351 424 - 1098

15 a 19 afios 405 176 239 722 187 654 51 304 764

20 a 24 aios 410 480 136 999 20 958 115 827 214
25 a 29 afos 378 424 69 624 8 244 61 380 -
30 a 34 afos 332 897 35 426 4 750 30 676 -
35 a 39 afos 288 071 18 183 3036 15 147 -
40 a 44 afos 282 914 11 850 2 096 9 754 -
45 a 49 afios 267 747 8 648 1463 7 185 -
50 a 54 afios 235 256 5 549 1103 4 446 -
55 a 59 afios 183 581 3 246 793 2 453 -
60 a 64 afos 137 624 1934 640 1294 -
65 a 69 afos 103 528 872 353 519 -
70 a 74 aios 78 054 502 262 240 -
75 afos y mas 130 130 574 352 222 -

Fuente: sitio web del Instituto Nacional de Estadistica y Censos (INEC)
http://www.inec.go.cr/Web/Home/GeneradorPagina.aspx

De acuerdo con este cuadro que resume las frecuencias absolutas de las personas que
asisten regularmente a cada tipo de institucidn, incluyendo los totales de poblacién y de
las personas que asisten a cualquier tipo de institucién educativa regular.

Con la ayuda de los datos de la distribucién de frecuencias es posible responder las
siguientes preguntas:

U ¢Qué porcentaje de las personas que tenian entre 20 y 24 afos se
encontraban inscritas en el sistema educativo regular?

U ¢éQué porcentaje de las personas que asistian a las instituciones
parauniversitarias o universitarias tenian entre 45 y 49 anos?

U ¢éCudl es el grupo de edad que tenia mas personas inscritas en los
centros de ensefianza especial?

U ¢éCuantas personas mayores de 50 afios asistian a la educacion
regular?
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Para responder, se deben considerar ciertos parametros. Asi:
U El total de personas inscritas en el sistema educativo regular que tenian entre 20 y

24 afos era de 136 999, mientras que el total de habitantes con esas edades era
de 410 480, por lo que el porcentaje se obtiene al resolver pc@wwWT pTMY T p I T
ot b

U El total de personas inscritas en las instituciones universitarias o parauniversitarias
era de 300 447, mientras que, de ese grupo, 7185 tenian entre 45 y 49 afos. De
esta manera, el porcentaje se obtiene al resolver la operacién X p Yy uo T X
primch b

U Entre los datos de las instituciones de ensefianza especial, el mayor es 10989
personas, que corresponde a las personas que tenian entre 10 y 14 ainos.

U Para la educacidn regular en general se tienen los siguientes datos: de 50 a 54 afos,
habian 5549 personas inscritas, de 55 a 59 anos, 3246 personas, de 60 a 64 anos,
1934 personas, de 65 a 69 anos, habian 872 personas, de 70 a 74 afios, 502
personas y mayores de 75 se tenia un total de 574 personas estudiando en el
sistema educativo regular. Asi, el total de personas mayores de 50 afios que estaban
inscritas en el sistema educativo regular corresponde a VLT W CT P WO TYX C

UTTGU X T P @X.X

U Para las personas que tenian entre 25 y 29 anos, el total era de 8244.

De la misma forma se trabaja al interpretar la informacion de los graficos. Por ejemplo,
con respecto al histograma adjunto se pueden contestar las siguientes preguntas:
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2)

3)

Longitud en kilbmetros de 15 caminos asfaltados
7
0w 6
o
g5
S
? 4
(2]
g3
g2
O
1
0
2,5-3,5 3,5-5,5 55-7,5 7,5-11,5
Longitud
1) éCuadl es la

clase con la mayor frecuencia de longitudes de los caminos asfaltados? Como la
columna de la primera clase es la mas alta, entonces la clase con la mayor frecuencia
es la de las longitudes entre 2,5 y 3,5 kildmetros.

¢Cual es el porcentaje de los caminos asfaltados cuya longitud esta entre los 5,5 y
los 7,5 kildbmetros? El total de caminos correspondea@ ¢ 1T ¢ p vy loscaminos
cuya longitud esta entre 5,5 y 7,5 kildmetros son 4, por lo que el porcentaje se
calcula al resolver 1 pu pmnmg @b

¢Cuantos caminos asfaltados tienen su longitud entre los 7,5 y los 11,5 kildmetros?
La respuesta corresponde a la frecuencia absoluta de esa clase, que corresponde a
2 caminos asfaltados.

Como ultimo ejemplo, se puede interpretar la informacién del siguiente poligono de
frecuencias:
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Kilogramos rebajados en un mes por 30 personas
12

10

(o]

Personas
(o))

1,5-2,5 2,5-3,5 3,5-4,5 4,5-5,5

Kilogramos v ,
¢ U éCual es la clase

donde se ubican los
kilogramos rebajados por la mayor cantidad de personas? La respuesta corresponde
a la clase con la mayor frecuencia absoluta, que es la tercera, es decir la clase que
va de 3,5 a 4,5 kilogramos.

U ¢Cuantas personas rebajaron entre 1,5 y 4,5 kilogramos? Para responder a esta
pregunta, es necesario identificar las clases involucradas: de 1,5 a 2,5, hay un total
de 6 personas. De 2,5 a 3,5, hay un total de 8 personas y, finalmente, de 3,5 a 4,5
hay un total de 10 personas. Asi, el total de personas que perdieron entre 1,5y 4,5
kilogramos correspondea¢@ Y p T ¢ T

U ¢Qué porcentaje de las personas perdid entre 4,5 y 5,5 kilogramos? El titulo del
grafico indica que el total de personas fue 30. Y, de acuerdo con los datos del grafico,
un total de 6 personas perdié entre 4,5 y 5,5 kilogramos. Asi, el porcentaje se
obtiene al resolver ¢ om pnm¢gmnpb

Muestras aleatorias

Como se dijo anteriormente, la muestra en un trabajo estadistico se utiliza cuando la
poblacién es muy grande como para estudiar a todos sus miembros uno por uno. Por
ejemplo:

1) Si en un grupo de estudio hay 8 miembros y se quiere saber cudl es su color favorito,
se les puede preguntar uno por uno.

2) Para estudiar la presencia de las caries en los estudiantes de secundaria, seria
necesario ubicar una muestra. Por ejemplo, estudiar a todos los estudiantes de un
cantdn o elegir un grupo en varios colegios para hacer el estudio de una forma mas
rapida.
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3) Cuando se hace una encuesta para saber cual emisora de radio es la mas escuchada,
se escoge una parte de la poblacion y se le consulta por medio de una llamada
telefénica. Las personas que reciben esa llamada son parte de la muestra.

El muestreo es la técnica utilizada para determinar la muestra a partir de una poblacién.
La forma mas utilizada para determinar una muestra es la aleatoria, es decir, con ayuda
del azar. Por ejemplo, elegir nUmeros telefénicos del directorio, sacar papeles con el
nombre de las personas de una urna o escoger de entre nUmeros de cédula.

Probabilidad
Existen dos conceptos para la probabilidad: la clasica y la frecuencial:
e La probabilidad clasica o Laplaciana se utiliza cuando el espacio muestral es

pequefo. Corresponde a dividir el total de eventos favorables por el total de eventos
posibles. Por ejemplo:

1) Al determinar la probabilidad de obtener un escudo al lanzar una moneda. Se tiene
un total de dos eventos posibles: se obtiene un escudo o se obtiene una corona. Sin
embargo, solo se tiene un evento favorable: obtener un escudo. La probabilidad en
este caso seria el resultado de p ¢ .

2) Al determinar la probabilidad de obtener un nimero mayor que 4 cuando se lanza
un dado. El total de eventos posibles es de seis: obtener un 1, un 2, un 3, un 4, un
5 o un 6. No obstante, el total de eventos favorables es de dos: se obtiene un 5 o
se obtiene un 6. La probabilidad en este caso correspondea¢ ¢ T1iv O

e La probabilidad frecuencial  se utiliza cuando el espacio muestral es muy grande. En
este tipo de casos, se elige una muestra y frecuencia relativa porcentual de los casos
favorables de esa muestra se utilizan como la probabilidad dada. Por ejemplo:

Una fabrica de llantas en Costa Rica produce como promedio diario 11 000
llantas. En el departamento de control de calidad realizan un muestreo de
los lotes producidos para determinarlos defectos. Segun algunos registros,
tomando en cuenta 33 000 llantas de tres dias diferentes, se dieron los
siguientes resultados de las llantas que presentaron defectos:

Defecto Cantidad de llantas
Separacion de banda rodadora 207
Bombas o erupciones 170
Pérdida de presion 130
Otros 142
Total 649

Determine:
e ¢(Cual es la probabilidad de que una llanta presente como defecto la

existencia de erupciones?
e ¢Cudl es la probabilidad de que una llanta en perfecto estado presente
pérdida de presion?
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Para determinar la primera respuesta, es necesario considerar que el total de eventos
posibles es de 649, pues esa es la cantidad de llantas defectuosas que se obtuvo en la
muestra. Asi, la frecuencia relativa corresponde a p X @ T wTit @y este valor se asigna a
la probabilidad solicitada.

Para responder a la segunda preguntase debe considerar que el total de eventos posibles
corresponde a las 33 000 llantas que se produjeron en los tres dias. De la misma forma,
es necesario notar que el total de eventos favorables es de 130, por lo que la probabilidad
solicitada corresponderia a la frecuencia relativa, calculada porp c To ot MM T 0 W
Finalmente, en la tercera pregunta se toma como total de eventos posibles las 33 000
llantas producidas y como total de eventos favorables las 649 llantas defectuosas. Asi, la
frecuencia relativa correspondiente a la probabilidad solicitada es ¢ T wo at T i p WX

Tipos de eventos
De acuerdo con lo estudiado en octavo ano, existen tres tipos de eventos: seguros,

probables e imposibles.
i Un evento seguro es aquel cuya probabilidad de ocurrencia es igual a 1. Es decir,

sin importar las condiciones que se presenten, siempre va a suceder este evento.

i Un evento probable es aquel que tiene casos favorables y casos no favorables. Por
esto, siempre su probabilidad va a dar un nidmero decimal ubicado entre 0 y el 1.

U Un evento imposible es un evento que no tiene ningun caso favorable en todo el
espacio muestral. Debido a esto, su probabilidad corresponde a 0.

Por ejemplo, se tiene la siguiente situacioén:

Una empresa de venta de vehiculos en Costa Rica desea realizar un
estudio con respecto al grado de conformidad que tienen sus clientes, de
acuerdo con su género, luego de 6 meses de tener el vehiculo, para tomar
medidas que acerquen mas a los clientes a la compafiia. Los resultados,
luego de entrevistar por teléfono a 2 540 clientes, fueron:

Grado de conformidad | Hombres | Mujeres | Total
Muy conforme 288 658 946
Conforme 320 422 742
Poco conforme 256 225 481
Nada conforme 156 215 371
Total 1020 1520 2540

indique su tipo:

empresa.

1. Que un cliente entrevistado sea hombre o mujer.
2. Que la persona entrevistada no haya comprado un vehiculo en la

Para cada uno de los siguientes eventos, determine la probabilidad e

3. Que un cliente se sienta poco conforme con el vehiculo adquirido.
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En el primer caso, todos los clientes entrevistados eran hombres o mujeres, por lo que la
probabilidad de este evento se obtiene al resolver ¢ v 1 T, L T MP. Como la probabilidad
obtenida es 1, el evento se clasifica como seguro.

En el sequndo caso, se aclara en el enunciado que se entrevistd Unicamente a personas
gue eran clientes de la empresa, por lo que los eventos favorables son 0 y la probabilidad
del evento es m ¢ v T 1O Asi, este evento se clasifica como imposible.

Finalmente, en el Ultimo caso se tiene un total de 481 clientes poco conformes con el
vehiculo, por lo que la probabilidad de este evento se obtiene al resolver t Y p¢ v T TP W
Como la probabilidad es un numero entre 0 y 1, el evento se clasifica como probable.

La ley de los grandes niumeros
Esta ley indica que, al aumentar la cantidad de veces que se realiza un experimento, la

probabilidad frecuencial de los eventos tiende a acercarse a la probabilidad clasica o
Laplaciana.

Por ejemplo, al lanzar una moneda al aire y anotar si se obtuvo escudo o corona en cada
lanzamiento, se obtuvo el siguiente resultado:

Numero de Cara Frecuencia relativa
lanzamientos | Escudo | Corona Escudo Corona
60 28 32 0,4667 0,5333
100 47 53 0,4700 0,5300
400 195 205 0,4875 0,5125
1000 499 501 0,4990 0,5010

Al comparar las frecuencias relativas, se puede observar como la probabilidad de obtener
una corona va disminuyendo al mismo tiempo que va aumentando la probabilidad de
obtener un escudo. Al llegar a los mil lanzamientos, las probabilidades de obtener escudo
O corona son casi iguales.

Si se comparan estos resultados con la probabilidad de obtener escudo o corona al lanzar
una vez una moneda, se tiene que hay un evento favorable para cada caso y en total son
dos casos posibles, por lo que ambas probabilidades obtenidas serian: p ¢ .

Como se puede observar, ambos casos se cumple la ley de los grandes numeros, pues
ambas probabilidades tienden a acercarse a miv.

Otro ejemplo corresponde a resolver la siguiente situacion:

Un grupo de estudiantes afirma que el candidato A obtendra cerca
de un 60% de los votos en las préximas elecciones. Para probarlo,
cada uno realizé una encuesta a diferente cantidad de personas,
preguntando por quién votarian. Luego presentaron los datos en una
tabla como la siguiente:

Namero de encuestados | Votos por el candidato A
100 56
150 89
200 123
250 142
300 178 165

¢Es posible llegar a la conclusion de los estudiantes a partir de la
informacion que recolectaron?, écomo?




De acuerdo con los datos de la tabla, se podria completar una tercera columna que

contenga la frecuencia relativa de los votos por el candidato A en cada encuesta:

Namero de Votos por el Frecuencia
encuestados candidato A relativa
100 56 0,560
150 89 0,593
200 123 0,615
250 142 0,568
300 178 0,593

De acuerdo con las frecuencias relativas calculadas, la respuesta seria que si es posible
concluir que el candidato obtendra cerca del 60% de los votos, pues la frecuencia relativa

es cada vez mas cercana a 0,60, que seria la probabilidad correspondiente
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