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Unidad 1 Números  
El conjunto de los números irracionales 
 
*  Repaso de conjuntos numéricos: 

 
1)  Números Naturales ( IN ):     0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  11,  12, ….. 

 
*Ejercicio:  Complete los espacios utilizando uno de los símbolos      según 

corresponda: 
 

a)  -10 ____IN c)  884 _____IN e)  
7

1
 _____IN  g)  24,00_____IN    

i )  
1

5
 _____IN  b)  

5

8
_____IN d)  

7

4
  ____IN  f)   

18

6
 _____IN                  

h)  9,25 _____IN 

 
 

2)  Números Enteros (  ): 
 
   …….  –7 , –6 , –5 , –4 , –3 , –2 , –1 , 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , ……  

 
*Ejercicio:  Complete los espacios utilizando uno de los símbolos      según 

corresponda: 
 

a)  
12

1
 _____  c)  8,72 _____  e)  

2

11
  _____  g)  

4

5
 _____  

 

b)  14, 6  _____   d)  8,727272… _____   f)  –24,0 ______  

 

 
*Nota:  Los números naturales son un subconjunto de los números enteros. 

Simbólicamente se escribe así: 

 
     

     IN   

3)  Números Racionales ( Q ): 

 
El conjunto de los números racionales está formado por todos los números naturales, 

los números enteros, las fracciones, los números con expansión decimal finita y los 
números con expansión decimal infinita periódica. 

 

*Ejemplos de números racionales:  
 

 
1

2
       

8

3
      0      1      –7      2,125      –9,6      12,314       5,03       

1
7

5
      

2
28

3
        
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*Ejercicio: Escriba      ó     según corresponda. 

 

a) –9  _____       g)  
2

9
   ______  IN 

 

 

b) 12  _____  –      h)  3,75 ______ Q.          
 

c)   8

3
 _____  Q +     i )  –2,9  ______   

 

d) –3 _____  IN     j )  47,28   _______ IN 

 

e) 
1

5
 ______        k)  

2
8

5
   ______  Q 

 

f) 16 ______  IN     l )  –15  ______  Q –   
 

*Nota:  El conjunto de los números naturales es un subconjunto del conjunto de los 

números  
  enteros,  y los números enteros son un subconjunto del conjunto de los números  

  racionales. Simbólicamente se escribe así: 
 

     IN       Q 

También se puede representar por medio de un esquema como el siguiente: 
 

 

        Q    
 

 

   
7

8
                –8   –7   –6   –5   –4   –3   –2   –1 

           –9              

           
1

4
         –10       IN     0   1   2   3 

          –11         4   5   6   7   8 

           
11

5
           .    9  10   11  12 ....   

         .    

   
3

7
           

      1,25  7,14   –2,74    –8,3       ........... 
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*Ejercicio:  Escriba      ó      según corresponda. 

 

a) IN          h)  Q –  ____ Q 

 

b) IN  _____  Q    i )     ____ IN 

 

c)    Q     j )  Q  ____   
 

d) Q+    Q –     k)  –  ____  

 

Historia 

 
Uno de los pueblos de Mesopotamia, los sumerios, 

determinó la relación: 
 

3
diámetrodellongitud

nciacircunfereladelongitud
 

 

Así, si la circunferencia medía 60 codos, el diámetro debía 
medir 20 codos. Descubrieron que si usaban otras unidades 

de medida, por ejemplo, la palma de la mano, la relación 
era la misma: si la longitud de la circunferencia era 150 

palmas, entonces el diámetro debía medir 50 palmas: De 
esta manera, los sumerios, habían encontrado un número 

que miles de años después sería llamado pi (π) por el gran 
matemático Suizo Leonard Euler (1707-1783).  

 
Posteriormente, alrededor del año 3 000 a.C., al aparecer 

las fracciones, fue posible efectuar mediciones con mayor 

precisión, lo que permitió a los matemáticos babilonios 
trabajar este cociente como: 

 

8

1
3

diámetrodellongitud

nciacircunfereladelongitud
 o lo que es igual a 3,12.. 

 

Paralelamente a la sumeria se desarrolló la civilización egipcia y alrededor del año 3 000 

a.C., en un intento por determinar el área del círculo sus matemáticos establecieron que 
pi (π) era igual a:   

1 19
3 3,16

6 6
   . 

 

Según la Biblia, durante el imperio de David y Salomón, los hebreos manejaron el 

número pi (π) como 3. 

El codo fue una unidad de 

longitud usada en varias 

culturas y era la distancia 

entre el codo y el final de la 

mano abierta. Variaba de 

un lugar a otro. La figura 

muestra el codo egipcio 

(0,45m) del Siglo XIV a.C. 

que se encuentra en el 

Museo de Louvre. París, 

Francia.  
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Durante miles de años se creyó erróneamente que el número pi (π) se podía escribir con 
una cantidad finita de decimales, es decir, que era un número racional. Esto, debido a 

que  los métodos de cálculo eran ineficientes y al hecho de que los matemáticos 
recientemente estaban descubriendo las diferentes clases de números. 

 
Debido a problemas económicos, políticos y de migración, estas civilizaciones 

desaparecieron y otras crecieron en su lugar. Una de ellas fue la griega y su cultura se 
extendió aproximadamente, del año 700 a.C. al año 300 d.C. Pero aún ellos, continuaron 

creyendo que pi (π) se podía expresar con una cantidad finita de decimales. Por 
ejemplo, Arquímedes de Siracusa (287-212 a.C.) lo calculó como: 

14,3
6

22

7

1
3  . 

Al desaparecer el imperio griego resurge el romano (II a.C.- V d.C.) cuyo aporte al 

desarrollo de la matemática fue muy pobre. Sus aportes se dieron en el campo de las 
leyes y la administración.  

Al surgir el imperio Árabe se enriquece la matemática y en particular el estudio del 
número pi (π). Cuando desaparece a fines del Siglo XV florece el Renacimiento en 

Europa y durante todo este tiempo los matemáticos continuaban creyendo que pi (π) era 
un número racional. 

Sin embargo, conforme la humanidad iba mejorando sus métodos de cálculo, los 
decimales de π iban en aumento y al no hallarse un periodo en su expansión decimal, se 

empezó a dudar de su racionalidad. 

 

Observe algunos datos indicando aproximaciones de π  

 

Los Hindúes Siglo I 3,004   

Los Chinos Siglo III 3,14159   

Los Hindúes Siglo IV 3,141692   

Los Chinos Siglo V 3,1415926   

Los Árabes Siglo XV 3,1415926535897932   

Los 

Italianos 

Siglo XVI 3,14159265358979323   

Los Belgas Siglo XVII 3,14159265...   35 

decimales 

Los ingleses Siglo 
XVIII 

3,14159265...   127 

decimales 

 

El matemático alemán Ferdinand Von Lindeman demostró, en 1882, que: el número π no 
era racional, por lo tanto dicho número no podía expresarse como una fracción y en  

consecuencia su expansión decimal tenía que ser infinita y no periódica. Es decir, se estaba 
en presencia de un número irracional. 

 

 

 

 

Babilonios, (4 000 a.C.), 3   

Babilonios, (3 000 a.C.), 3,12   

Egipcios, (3 000 a.C.), 3,16   

Hebreos, (4 000 a.C.), 3   

Griegos, (300 a.C.), 3,14   

 

 



6 

 

 

El número π es un número irracional. 

 
Actualmente con el desarrollo de la computación se han podido calcular para π, miles de 

decimales lo que permite reforzar la idea de que su expansión decimal es infinita y no 
periódica.  

 
En el siglo XVII, fueron descubiertos otros números irracionales, los que de inmediato 

gozaron de un gran interés. 

 
Al hablar de logaritmos (tema que se estudiará en décimo año) el matemático escocés 

John Napier (1550-1617) hace surgir el llamado, número e, cuyo nombre correcto es la 
constante de Neper y tiene una expansión decimal infinita y no periódica. El primer uso 

del número e, en una publicación, fue en Mechanica, de Euler , en 1736. 
 

Se puede referir a él como: 2,7182818284590452354...e  

  

Este número puede obtenerse de diferentes maneras, algunas de ellas son: 
 

 
1

1  con  .

n

e n IN
n

 
   
 

 

Observe que entre más grandes sean los valores asignados a n el número de decimales 
que se obtiene es mayor y consecuentemente, se logra una mejor aproximación para el 

número e. 
 

 
1 1 1 1 1

1 ...
1 1 1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4

e      
         

 

De manera que entre mayor sea la cantidad de términos que se consideren, mejor será la 

aproximación para .e  

 

Pronto se descubrieron una inmensa variedad de números irracionales, que se irán usando 
poco a poco en el desarrollo de los distintos temas que se estudiarán en los siguientes 

cursos de matemática. Basta que observe su calculadora y encontrará funciones 
logarítmicas y trigonométricas, que tal vez ahora no comprenda ni tenga idea de ellas, 

pero que corresponden a números irracionales. Por ejemplo: 

 
 log 2 0,301029995...  

 log21 1,322219295...  

 log 37 1,568201724...  

 ln5 1,609437912...  

 2 0,909297426...sen   

 cos20 0,408082061....  

 

Todos los números mencionados hasta ahora se conocen como números trascendentes. 
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Figura 3 

 

Otros números irracionales 
 

En sétimo y octavo año usted calculó la raíz cuadrada de 

números racionales como: 4, 49, 
16

9
, 0,25, 0,04, entre otros. 

Estos números tienen la característica de que se obtienen al 

elevar un número racional al cuadrado. 
 

Surge entonces la pregunta, ¿será posible calcular la raíz cuadrada de números racionales 

que no son cuadrados perfectos? Considere la siguiente situación: 
 

En la figura 3 se muestra un cuadrado formado por la unión de cuatro triángulos isósceles 
rectángulos, cuyos catetos tienen longitud 1: 

 

                        1            1  

                               1                   1                  

 

                               1                1 

               

                                  1         1     

 

 

Cada uno de estos triángulos tiene un área de: 
1 1

0,5
2


 . 

Como el área del cuadrado viene dada por la suma de las áreas de los cuatro triángulos 
se tiene que el área del cuadrado es igual a 2: 

 

0,5 0,5 0,5 0,5 2A       

 

Si x  representa la medida del lado del cuadrado que se muestra en la figura 3 (que 

corresponde a la hipotenusa de cada uno de los triángulos rectángulos) debe cumplirse 

entonces que 2 2x  . Luego se concluye que debe existir un número cuyo cuadrado sea 

igual a 2.  

 

El único número positivo cuyo cuadrado es igual a 2 se representa por 2 . 

 

El concepto de raíz cuadrada era  conocido por los sumerios alrededor del año 3 000 a.C. 
Esta Civilización, por métodos que aún se desconocen, llegó a resolver problemas 

prácticos de mucha complejidad para su época. Por la necesidad de calcular el área de la 
superficie cuadrada de un terreno, cuando conocían su lado, construyeron tablas de 

cuadrados. Crearon tablas de raíces, al darse cuenta de que si conocían el área de una 
superficie cuadrada, entonces sabían de inmediato la longitud de su lado. 

 

Recuerde: 

La raíz cuadrada de un 

número racional positivo 

a es el único número 

positivo b que elevado al 

cuadrado es igual a a . 
2a b b a    

Vale la pena 

recordar 

cómo 

calcular el 

área de las 

figuras 

geométricas 

que usen 
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Alrededor del siglo V a.C., los griegos habían demostrado que 2  no es racional, es decir, 

no es posible expresarlo como el cociente de dos números enteros: 2  es un número 

irracional.  

 

Un número irracional es aquel que no se puede expresar como el cociente de dos números 

enteros. Su expansión decimal es infinita y no periódica. 

 

Son números racionales  por ejemplo: 
3 -16 1

, -7, ,  4
7 125 2

  y también 1,327272727... ,

3,012012012... . 

Son números irracionales  por ejemplo: 2, , +e,  
3


    y también 1,320332033320... ,

51,01320425617... . 

 

¿Cómo determinar la expansión decimal de 2 ? O sea, ¿cómo resolver la ecuación 2 2x 

? o al menos ¿cómo encontrar un número racional que se aproxime lo más posible a la 
solución de esta ecuación? 

 

Para lograr una aproximación de 2  por números racionales, lo que es lo mismo, buscar 

los primeros dígitos de su expansión decimal, se escogen dos números tales que el 
cuadrado de uno de ellos sea menor que 2 y el cuadrado del otro sea mayor que 2, como 

se muestra a continuación: 
 

Si toma 1x   se tiene que 21 1  y si toma 2x   entonces 22 4 . Como 1< 2 < 4 el número 

que se busca debe ser mayor que 1 y menor que 2. Considere ahora 1,1x   y 1,9x   y 

realice los cálculos entonces 21,1 1,21  y 21,9 3,61 ; luego se puede concluir que el número 

está entre 1,1 y 1,9. 

 

De esta manera es posible acercarse más y más al número 2  tomando números mayores 

que 1,1 y menores que 1,9 y calculando sus cuadrados. En efecto: 
 

Si 1, 4x                                entonces                
2 1,96x   

Si 1,5x                                entonces                
2 2,25x   

Si 1, 41x                              entonces                
2 1,9881x   

Si 1, 45x                              entonces               
2 2,1025x    

Si 1,414x                            entonces                
2 1,9993x   

Si 1, 43x                              entonces                
2 2,0449x   
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Si 1,4142x                          entonces               
2 1,99996x   

Si 1,4143x                          entonces               
2 2,00024x   

Si se continúa averiguando números cuyos cuadrados se acerquen a 2, jamás se logrará 

determinar aquel cuyo cuadrado sea exactamente igual a él, ya que su expansión 
decimal es infinita y no periódica. Sin embargo, mediante el método anterior, se pueden 

determinar excelentes aproximaciones. Por ejemplo 1,4142135, se llama una 

aproximación por defecto, pues 21, 4142135 1,9999998  que es menor que 2. Si 2 

1,4142136 se llama una aproximación por exceso, dado que 21, 4142136 2,0000001  y es 

mayor que 2. 
 

Así x=1,4142135 satisface aproximadamente la ecuación 2 2x  . Lo mismo que x = - 

1,4142135, ya que 2( 1,4142135) 1,9999998  .  

 

Para expresar el número cuyo cuadrado es igual a 2, se escribe 2x   de lo que se 

concluye, que: 

 

 2 2x   si y solo si 2x    ó 2x    

 

Se dice también que la solución x es igual a más (menos) la raíz cuadrada de 2, lo que se 
acostumbra escribir como: 

 
2 2x   si y solo si 2x    

 

Ahora se sabe que 2  es un número irracional, y por ende su expansión decimal es infinita 

y no periódica, a veces usted se podría ver en la necesidad de acercarse a él mediante un 
número racional. En la práctica, si al resolver un problema del entorno aparece un número 

irracional, es necesario aproximarlo por exceso o por defecto a un racional. Puesto que no 

se acostumbra comprar en la ferretería 2 metros de cable o 10π 2m  de cerámica.  

 
Así, ya se está en capacidad de decir que el lado del cuadrado de la figura 3 mide 

aproximadamente 1,4142135 o que es igual a 2 .  

 

 

Ejemplo 1 

Determine la solución de la ecuación  
2 5x  . 

 

Solución 

Si 
2 5x  , entonces 5x    o bien x≈2,236068 o x≈-2,236068.  
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Determine la solución de la ecuación 
2 17x  . 

 

Solución 

Si 
2 17x  , entonces 17x    o bien x≈4,1231056 o 

 x≈-4,1231056. 
 

 

Además de 2 , existen muchas otras raíces cuadradas de números racionales que son 

irracionales. En general la raíz cuadrada de un número que no se pueda expresar como el 

cuadrado de otro racional es un irracional. Por ejemplo: 
 

 3  es irracional, porque 3 no es cuadrado perfecto. 

  
5

3
 es irracional, porque no existe ningún número racional que elevado al 

cuadrado sea igual a 
5

3
. 

 0,1  es irracional porque no existe ningún número 

racional que elevado al cuadrado sea igual a 0,1. 

 
También son números irracionales:   

 

 3 6  porque no existe ningún número racional que 

elevado al cubo sea igual a 6. 

 5 16  porque 16 no se puede expresar como una 

potencia de un número racional de exponente 5. 

 3
2

3
porque no existe ningún número racional que 

elevado a la 3 sea igual a 
2

3
. 

 7 10  porque no existe ningún número racional que 

elevado a la 10 sea igual a 7. 
La raíz cúbica de un número que no es el cubo de un número 

racional es irracional; la raíz cuarta de un número  que no es una potencia de cuatro de 

un número racional es un número irracional, etc. En general la raíz n-ésima, n a , de un 

número a , n  que no es una potencia de n  de un número racional, es un número 

irracional y son llamados números algebraicos. 

 

 

 

 

 

 

La raíz n-ésima, ,n n

par, de un número 

racional positivo a es el 

único número positivo 

que elevado a la n  es 

igual a a . 
nn a b b a    

La raíz n-ésima, ,n n  

impar, de un número 

racional a es el único 

número que elevado a la 

n  es igual a a . 
nn a b b a    
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Ejemplo  2 

Determine la solución de la ecuación 3 5x  . 

 
Solución 

 

Si 3 5x  , entonces 
3 5x  , puesto que  

3
3 5 5  . 

Determine el conjunto solución de la ecuación 4 7x  . 

 
Solución 

 

Si 4 7x  , entonces 4 7x   , puesto que   
4

4 7 7  . 

Por lo tanto el conjunto solución de la ecuación es: 

 4 47, 7 . 

Determine la solución de la ecuación 15 5x  . 

 

Solución 
 

Si 15 5x  , entonces 
15 5x   . 

 

 

Ejemplo  3 

Determine la longitud de los lados de un cuadrado cuya área es igual a 15 2cm . 

 
Solución 

 
Recuerde que si la longitud de los lados de un cuadrado es x cm  , entonces su área A es 

2A x . 

Por lo tanto, si el área es igual a 15 
2cm , se tiene que 

2 15x  , entonces la longitud de cada 

uno de los lados es 15x  . 

Observe que 15x    también es una solución a la ecuación planteada, pero en este caso 

no tiene sentido considerarla, ya que x representa la medida de un lado del cuadrado y 
por ende una magnitud positiva. 

 

 

Ejemplo  4 

De acuerdo con lo estudiado hasta ahora es claro cuáles, de los números que se 
muestran a continuación, son racionales o irracionales. 

 

a) 
2

0, 4
5
                                es un número racional 

 
b) 8,15436                               es un número racional 

 

Todo número, positivo o 

negativo, elevado a una 

potencia par es positivo. 

Todo número negativo 

elevado a una potencia 

impar es negativo.  

Todo número positivo 

elevado a una potencia 

impar es positivo. 
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c) -2, 10100100010000…        es un número irracional 

 

d) 1312 1,21063...                 es un número irracional 

 
e) 5, 1616161616…                es un número racional 

 
f) - 2                                        es un número irracional 

 

g) 3e                                         es un número irracional 

 
h) 2sen                                     es un número irracional 

 
 

Ejercicios 
1) Diga cuáles de los siguientes números son irracionales y explique su 

respuesta. 
 

a) 3,14    b) 225   c) 2,12122122212222…   d) 4 8  

e) -4,123123123123…   f) e     g)  
3


   h)  2 2  

i)  -1,4142    j)  log5    k) 5 32     l)  2 1e  

2) Use la calculadora para encontrar una expansión decimal que aproxime los 

siguientes números irracionales: 

 a)  e     b)  -2    c) 2e     d)  3 5 7   e) 
3 5

3
   f) sen 45° 

3) Determine la solución de las siguientes ecuaciones: 

     a) 3 8x     b)  6 2x     c)  7 1x     d)  5 25x     e)  5 32x    

 
 
 

El conjunto de los números irracionales, está formado por todos los números estudiados 

en esta sección y aquellos que comparten la característica de ser expresados como una 
expansión decimal infinita y no periódica. 

 
Por influencia del inglés, de la palabra ‘’Irrational’’, se utiliza el símbolo , para representar 

el conjunto de los números irracionales. Este conjunto no es posible representarlo por 
extensión.    

                            

 
Ejemplo  

1.  Simplifique al máximo cada expresión matemática.  Indique a su vez si cada expresión 
es un número racional o irracional. 
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a)  Ѝτω 
 

Solución 

Ѝτω χ χɴ ᴗ  Ȣ 
 
 

b)  Ѝψ 
 
Solución 

Ѝψ ςẗς ςЍςɴ  Ȣ 
 

c)  Ѝςυ 
 

Solución 

Ѝςυ ς Ѝςυɴ  Ȣ 
 

d)  ψ  
 
Solución 

ψ Ѝψ ς ςɴ ᴗ Ȣ 
 

 

e)  Ѝ ςυ 
 
Solución 

Ѝ ςυ  ɵᴙ  

 
 

f)  φτ  
 
Solución 

φτ Ѝφτ ς τɴ ᴗ Ȣ 
 

 

g)  Ѝσς 
 

Solución 

Ѝσς ς ςẗς ςЍςɴ  Ȣ 
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h)  ψ  

Solución 

ψ 
ρ

Ѝψ

ρ

ς

ρ

Ѝς

ρ

ς

ρ

ψ
ᶰᴗ Ȣ 

 

 

i)  Ѝφτ 
 

Solución 

Ѝφτ Ѝφτ Ѝς ςɴ ᴗ. 

 

 

j)   

Solución 

ρττ

τω

Ѝρττ

Ѝτω

ρς

χ
ᶰᴗ Ȣ 

 
 

k)  Ѝ σẗςẗυ  

Solución 

σẗςẗυ σẗσẗςẗυ  

σẗυ σẗς
 

χυ Ѝχς
 

ᶰ  Ȣ 
 

 
 

2.  Racionalice el denominador de las siguientes expresiones matemáticas 
 

a)   
Ѝ

 

Solución 

ρ

Ѝς

ρ

Ѝς
ẗ
Ѝς

Ѝς

Ѝς

ς
 Ȣ 

 

b)   
Ѝ

 

 

Solución 

υ

Ѝυ

υ

Ѝυ
ẗ
Ѝυ

Ѝυ

υ Ѝςυ

υ
Ѝςυ Ȣ 

 
 

c)    
Ѝ
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Solución 

ω

Ѝτυ

ω

Ѝυẗσ

ω

Ѝυẗσ
ẗ
Ѝυẗσ

Ѝυẗσ
 

 

ω 
Ѝυẗσ

υẗσ

σ

υ
Ѝχυɴ  Ȣ 

 
 

 
 

3. Simplifique al máximo  
ẗ

  e indique a su vez si la expresión es un número 

racional o irracional. 

 
Solución 

 
 

ςẗυ

χ

ςẗυ

χẗχ

ςẗυ

χ

ρ

χ
ᶰ ȟᴗ 

ςẗυ

χ
 
ρ

χ
ẗ
χ

χ

ςẗυ

χ
 Ѝχɴ Ȣ 

υππ

ςτσ
 Ѝχɴ  

 
4.  Discuta la validez o no validez de la siguiente proposición 

 

σ τ σ τ σ τ χȢ 
 
Solución 

La proposición es falsa porque  
 

σ τ σ τ Ȣ 
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  Propiedades del conjunto   

 
 

Algunas propiedades de las operaciones fundamentales en    son las siguientes: 

 La suma y resta de dos números irracionales no necesariamente es un número 
irracional.  Esto se expresa diciendo que la suma y resta en  no son cerradas.  Por 

ejemplo 

 

ς Ѝς ς Ѝς τɵ  Ȣ 
 

 La multiplicación y división de dos números irracionales no necesariamente es un 

número irracional.  Por ejemplo, 
Ѝ

Ѝ
ᶱ    y  ЍςẗЍςɵ   . 

 
 La suma y resta de un número irracional y un número racional es un número 

irracional. 
 

 La multiplicación y división de un número irracional y un número racional es un 
número irracional. 

 

 
1.  Utilice los símbolos ȟɴɵ ȟṒȟ según corresponda 

 
 

a)  
Ѝ

_____ᴗ . 

 

Solución 

ρ

Ѝς
Ѝς

 
ςɴ ᴗ Ȣ 

 
 

b)   
Ѝ

_____  . 

 
Solución 

Ѝφτ

ψ

ψ

ψ
ρ ρɴ ᴗ Ȣ 
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c)   ρ  ρ Ὡ _____  . 

 

Solución 
 ɴ. 

 
 

d)  ᴚ _____  ᴗ . 

 
Solución 

Ṓ. 

 
 

e)   _____  ᴙ . 

Solución 

Ṓ. 

 
 

f)   _____  ᴗ . 

 
Solución 

 . 

 

 

2.  Escriba F si la opción es falsa y V si la opción es verdadera dentro del paréntesis.  
Justifique su respuesta 

 
 

a)  (  )  Si ὼЍςɴ ᴗ  entonces ὼ es un número irracional. 

 

Solución 

Verdadero.  ὼ Ѝςɴ  . 
 

 

b)  (  )  La expresión   representa un número racional entero. 

 

Solución 

Falso.    representa un número racional no entero. 

 
 

c) (  ) La expresión    
Ѝ

Ѝ
 representa un número entero. 
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Verdadero.  
Ѝ

Ѝ
 Ѝψ ςɴ ᴚ . 

 
 

d)  (   )  La expresión υȟστυφχψτψωȣȢ, en la cual no se encuentra un periodo, representa un 

número racional.  

 
Falso.  El número es irracional. 

 

         

 

El Conjunto de los números reales 
 
En forma paralela a la aparición de las fracciones, surge el concepto de número irracional, 

de manera que cientos de años a.C., con excepción de los números negativos, ya se tenía 
idea, aunque no completa de lo que actualmente se llaman números reales. Recuerde 

que los números negativos aparecen tardíamente en la historia, pues se cree que los 
primeros en referirse a ellos fueron los hindúes alrededor del siglo V d. C. pero no fue sino 

a finales del siglo XV, que fueron aceptados como verdaderos números.  

 
A finales del siglo XIX, se tenía una idea bastante precisa de cómo eran todos los números; 

así que cuando Georg Cantor creó la teoría de conjuntos se empezó a hablar del Conjunto 
de los Números reales. 

¿Cómo está conformado entonces el conjunto de los números reales? 
 

Este conjunto está formado por todos los números que se han estudiado desde sétimo 
año hasta este momento. 

El conjunto de los números reales contiene a todos los números estudiados hasta ahora, 
es decir: 

 
ᴓṒὤṒᴗṒᴙ                   y                   )Ṓ2. 

 

La expansión decimal caracteriza a los números racionales y a los irracionales. 
Así; un número es irracional si su expansión decimal es infinita y no periódica, por el 

contrario la expansión decimal de un racional es infinita periódica o finita. 
De manera que, un número no puede ser al mismo tiempo racional e irracional. Dicho de 

otra forma, un número puede ser solamente racional o solamente irracional. 
Esto significa que la intersección de ambos conjuntos es vacía, es decir:  

 ᴗ᷊ .ɲ 

Se define la unión de ambos conjuntos como el conjunto de los números reales 
 ᴗ᷾ ᴙ. 
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       0,5    -1,2                                            2          2 3 1  

      
5

3
          -1            -2                         π              e         3 5   

                    ᴓ    0   2       -3                     2,101001…    

             -4             1                   

         ᴚ            3      4  …                            2 1             sen3          

                      

                              -5    …    
                                                                        log3         3 e    

 
       ᴗ                                                                                                            
         ᴙ 

 

 
Ejemplo  5 
Escriba la suma de dos números irracionales cuyo resultado sea un número racional. 

 
Solución 

 
Una posibilidad es sumar un número con su opuesto. Por ejemplo:       3 3   = 0  

  5 5 0    

Encuentre tres números reales que sean mayores que 2 y menores que 3. 

Solución 

 

Se pueden dar infinita cantidad de números. Por ejemplo:   

47
5, , , 17, 2,425, 2,734521786432...

3
e  

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 

 

Figura 4 
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Justifique,  si la siguiente afirmación es falsa o verdadera.  

7
3, 4, ,

2 3

 
 

 
. 

Solución  

La afirmación es falsa pues 
2


 es un número irracional, en este caso solo aparece 

escrito en forma de cociente pero no corresponde a una fracción pues no es el cociente 
de dos números enteros. 

 
Ejercicios  

4) Use los símbolos  , , , , ,  y complete las 

siguientes expresiones: 
  II   

II   II   

  II   
 

6) Encuentre tres números irracionales entre
1

2
y 1. 

 
7) Encuentre tres números irracionales entre -2 y-1. 

 
8) Escriba F si es falso o V si es verdadero 

(  ) 3 9
3, 3 5, 16,

3

 
  

 
        (  )  3 19

3, 16, 25,
3

 
  
 

 

(  ) 3 19
3, 16, 25,

3

 
  
 

      (  ) 3 19
3, 16, 17, ,

5


 
   
 

 

(  )                               (  )      

 

 

Caracterización del Conjunto de los números reales y la recta 
numérica 
 
Durante el siglo XIX, los matemáticos trabajaron con los números reales en forma 
intuitiva; pero el avance de las matemáticas y de otras disciplinas científicas les obligó a 

precisar con mayor rigor la verdadera naturaleza de ellos y desarrollaron la teoría de los 

irracionales.  
 

Continuidad e infinitud de los números reales 
 

Cantor y Dedekind lograron la construcción de los números reales, no de manera 
espontánea, sino utilizando todos los avances conseguidos desde la antigua Grecia y por 

matemáticos como Descartes, Newton, Leibniz, Euler, Lagrange, Gauss, Riemann, 
Cauchy y Weierstrass, por mencionar sólo a algunos de los más sobresalientes 

http://es.wikipedia.org/wiki/Ren%C3%A9_Descartes
http://es.wikipedia.org/wiki/Newton
http://es.wikipedia.org/wiki/Leibniz
http://es.wikipedia.org/wiki/Euler
http://es.wikipedia.org/wiki/Lagrange
http://es.wikipedia.org/wiki/Gauss
http://es.wikipedia.org/wiki/Riemann
http://es.wikipedia.org/wiki/Cauchy
http://es.wikipedia.org/wiki/Weierstrass


21 

 

 

 Georg Cantor fue el primero en hablar del Conjunto de los números reales y afirmó 
que era la unión de los racionales e irracionales. Luego Richard Dedekind esclarece el 

concepto de continuidad de los números reales al definir las famosas cortaduras, tema 
que en este curso no se trata debido a su nivel de dificultad y además porque al querer 

simplificar lo que no se puede se  incurre en errores graves 
En general, el estudio riguroso de la continuidad y la infinitud de exige tener amplios 

antecedentes de teoría de conjuntos y lógica matemática por lo tanto el tema se 
tratará de forma intuitiva. 

 
Dedekind, primero comparó los números racionales con los  

puntos de una recta y luego demostró que los “huecos” que quedaban en ella tenían que 
ser llenados, por fuerza, por los números irracionales. Establece así la teoría de que los 

números reales pueden ponerse en correspondencia con los puntos de una recta 
 

Por otra parte, Cantor se preocupó por estudiar el concepto de numerabilidad de los 

conjuntos infinitos, es decir, que los elementos de un conjunto infinito se pueden contar  
y definió el concepto de conjunto infinito, de la siguiente forma: 

 

Un conjunto es infinito cuando todo el conjunto tiene la misma cantidad de elementos que 

una de sus partes. 

 

Esto significa, que el conjunto de los números racionales es infinito porque tiene el mismo 
número de elementos que el conjunto de los números naturales. Esta aparente paradoja, 

“que el todo sea igual a una de sus partes”, causó una tormenta entre los matemáticos 
de la época.  

 
Con esto, Cantor logró contar los números racionales al establecer una  correspondencia 

biunívoca entre el conjunto de los números racionales y el conjunto de los números 
naturales. A este tipo de conjuntos infinitos los llamó numerables. 

 

Ejemplo  

Muestre que el conjunto de los cuadrados de los números pares es numerable. 

 
Solución 

 

Un conjunto es numerable si puede contarse, es decir, si se puede poner en 
correspondencia biunívoca con . 

1 2 3 4 5 6 … etc. 

      … etc. 

 
2

1 2   
2

2 2

 

 
2

3 2   
2

4 2

 

 
2

5 2   
2

6 2

 

… etc. 

 

 

Ejercicios 
9) Muestre que el conjunto de los números impares es numerable. 

http://es.wikipedia.org/wiki/Teor%C3%ADa_de_conjuntos
http://es.wikipedia.org/wiki/L%C3%B3gica_matem%C3%A1tica
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10) Muestre que el conjunto de los números múltiplos de 3 es 
numerable. 

 

 

Cuando, en 1847, Cantor demostró que el conjunto de los números racionales era 

numerable, es decir, que era un conjunto infinito tuvo que probar que existían conjuntos 
infinitos diferentes. Él demuestra efectivamente que el conjunto de los números reales no 

se puede contar, por lo tanto es de un “infinito diferente” que el infinito de los números 

racionales. También demostró que no era posible contar el número de números reales 
comprendidos entre dos números tan cercanos como 1 y 1,0000001. Imagine entonces 

cuán grande es el conjunto de los números reales. 
 

Densidad de  en  

 
Con la existencia del conjunto de los números reales cobra sentido hablar de la densidad 

pues se prueba que:  es denso en , esto es, que entre dos números reales siempre 

existe un número racional. 

 
 

Recta numérica 
Dada una recta cualesquiera se puede establecer una correspondencia biunívoca entre sus 

puntos y los números reales, es decir, que a cada punto de la recta se le asocia un número 
real y a cada número real le corresponde un punto de la recta. Históricamente este hecho 

se le atribuye a Richard Dedekind. A la recta con esta correspondencia se le conoce como 

recta numérica. 

 

Ejemplo  

Trace una recta numérica y ubique en ella, de manera aproximada, los siguientes 

números reales: 2,1, 3,0, 1, ,2, 2e    . 

 

  -e        -2      2   -1                   0                   1         3    2            

Para localizar estos puntos de la recta se busca una aproximación del número que se 
desea ubicar. 

Trace una recta numérica  y ubique en ella, de forma aproximada, los siguientes 

números reales:     3 11 ,  log17 ,    
2


,   

 

                     log17             0               1       
2


     2 3 11  
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Ejercicio  

 
11) Use aproximaciones para localizar en la recta numérica , de manera aproximada, 

los siguientes números:  55 2
, , 31,

2 3

e
e   

 

Con alguna frecuencia se utilizan nociones geométricas, con el fin de ubicar con mayor 

precisión puntos de la recta numérica que corresponden a números irracionales. 
 

Ejemplo 8. 

Localice en forma exacta a 2  y 2 en la recta numérica. 

 

Solución 

 

Si se desea localizar el punto de la recta que corresponde a 2  ó 2 , se usa regla 

y compás para trasladar el segmento que corresponde al lado del cuadrado, estudiado 

en la página 7 de esta semana, cuya longitud es 2 . 

 

 
 

 

Si se usa regla y compás y algunos otros resultados geométricos que se estudiarán en 

este curso, más adelante, se podrán localizar números tales como: 3 , 3 , 5 , 5 , 

6 , 6 , … , etc. Sin embargo, la posibilidad de localizar números en la recta numérica, 

de manera exacta, usando regla y compás está limitada a las raíces cuadradas, pues si 
las raíces tienen índice mayor que 2, la construcción con regla y compás es imposible. 

 
Practica  

1.Escriba entre cuáles números enteros consecutivos se encuentra cada una de las 
siguientes raíces: 

 
a) ______  21  ______  d)  ______  – 5 1000  ______ 

 
b) ______  4 925   ______  e)  ______  – 209   ______ 

 
c) ______  3 19   ______  f)  ______  3 254   ______ 

 

 
2.Clasifique los siguientes números como racionales o irracionales: 

 
a)  5   ______  e)  5 6 4  _______  i )  4,21 8  ________ 

 

b)  
3

7
  ______  f)   0 _______   j )  3

27

8


 _______ 
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c)  –7,5 ______  g)  3 1

2
 _______  k)  4

25

16
 _______ 

 

d)  – 3 12  ______ h)  – 529  _______  l )  0,12434343….. _______ 

 

 
*Ejercicio:  Escriba   “F”  o  “V”  según sea falso o verdadero: 

 

 a)  
2

3
     _____  h)  – 3 24   IR  _____      m)     II  ____ 

                 

 b)  64   IN  _____  i)  25   IR  _____       n)  IR  Q  _____ 

       
 c)  – 15    II   _____  j )   4 4096   IR _____     o)  IR    II  _____ 

       

d) –
1

4
   Q  _____        k )  IN    IR  _____      p)  II    Q  _____ 

 

e) 5 243    IR  _____ l )      II  _____      q)     IR _____ 

 

f) –0,812    II  _____        r)  Q    IR  _____ 

 

g) Si un número es racional, entonces también puede ser irracional.  _____ 
 

Aproximaciones  

Utilice su calculadora para obtener una aproximación racional para los números 

Ѝωωωωωωωωωωωρ y Ѝωωωωωωωωωωωω 

b. ¿Considera usted que los números anteriores son iguales 

 

En algunas ocasiones puede utilizarse la calculadora para obtener aproximaciones 
decimales a los números irracionales con el objeto de determinar su posición en la recta 

numérica. No obstante, debido a la limitada cantidad de dígitos que pueden mostrarse 
en las pantallas de las calculadoras, no siempre es posible utilizarlas para establecer el 

orden entre dos o más números. 

Por ejemplo, en muchas calculadoras los númerosЍωωωωωωωωωωωρ  y aparecen 

aproximados por el mismo número racional, a pesar de que ambas raíces son distintas. 
Si deseamos saber cuál de las raíces anteriores es mayor, la calculadora no será́ de 

mucha ayuda, por lo que tendremos que emplear un procedimiento distinto. 

 En este caso, como los índices de las raíces son iguales, bastará con que comparemos 

sus subradicales. 
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 Así́ Ѝωωωωωωωωωωωρ  y Ѝωωωωωωωωωωωω   pues  999 999 999 991 < 999 999 999 

999. 

Algunas veces es conveniente saber qué tan buenas son las aproximaciones que 
utilizamos. Si tenemos dos aproximaciones racionales de un mismo número, diremos 

que la mejor de estas aproximaciones es la que está más cerca de su verdadero valor. 

Cuando el valor que se utiliza para aproximar una cantidad es menor que su valor real, 

se dice que se tiene una aproximación por defecto. Si el valor aproximado es mayor que 
su valor real, se dice que se tiene una aproximación por exceso. 

  
 

 

¿Entre cuáles de los números racionales del arreglo anterior se ubica el númeroЍς ? 

Observe  
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Practica  
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2. Utilice su calculadora para obtener aproximaciones decimales para los siguientes números. 

 

2. ¿Cuál es el mayor de los números anteriores? 

4. Ordene de forma descendente (de mayor a menor) los números de la parte 1. 

5. Ubique los números de la parte 1 en la siguiente recta numérica. 
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Operaciones  

 
Para introducir una expresión radical en la calculadora el elemento más importante es el 

índice, pues éste nos determina cuál botón se utiliza. Dependiendo de la calculadora, los 

botones se pueden utilizar con raíces en su primera o segunda función. Algunas tienen 

hasta una tercera función. El color de la función determina cuál es el procedimiento para 

utilizarla: 

 

ü Si aparece en color blanco sobre el botón, 

se trata de la función principal, por lo que 

simplemente éste se presiona y se utiliza 

con normalidad. 

ü Si la función se ve en color amarillo, es la 

segunda función, por lo que es necesario 

oprimir primero SHIFT (ubicado arriba a la 

izquierda) y luego el botón ubicado debajo 

de dicha función. 

ü Si la función se presenta en color rojo, se 

trata de la tercera función, por lo cual es 

necesario oprimir primero ALPHA (ubicado 

a la derecha de SHIFT) y luego el botón 

ubicado debajo de dicha función. 

 

En la imagen adjunta, se aprecia la calculadora 

más reciente. En ésta, la raíz cuadrada (de índice 

ς) es una función principal. En ese mismo botón, 

la raíz cúbica (de índice σ) es la segunda función. 

 

A su derecha, se ubica el botón para elevar al 

cuadrado o al cubo (exponente ς y σ 

respectivamente). A la derecha de este botón se 

ubica el que permite elevar a cualquier potencia 

como función principal y radicar con cualquier otro 

índice como segunda función. 

 

De esta manera, se puede comprobar en la calculadora el resultado de  operaciones como 

las siguientes: 

1. ЍςχϽЍψ φЍς 

2. ЍςυπЍρφ χЍς 

3. ЍςτσЍτψ Ѝσ 
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4. 
Ѝ

 

5. ЍςχϽЍψρ σЍσ 

6. υЍς τ ςϽσ Ѝς ττ ςψЍς 

 

O también se pueden resolver problemas, como por ejemplo, determinar el valor de ὼ tal 

que ὼ σπ. Como la radicación corresponde a la operación inversa de la potenciación, se 

tendría que ὼ Ѝσπ ρȢπυυρρσπφσυσφςςχφȣ 

Practica  

Resuelva las siguientes operaciones con radicales: 
 

 

a)  2 5  + 7 5  =  

 

b)  5 3  – 9 3  =  

 

c)  4 10  + 2 10  – 5 10  = 

 

 

 

f)   4 3  – 8 2  – 7 2  = 

 

q)  
3

4
 – 

2
108

3
 – 

27

16
 = 

 

g)  2 3 4  – 5 3 3  + 3 3 4  = 

 

r)  – 
2

9
 + 

1 18

3 25
 – 

2

49
 = 

 

j)   3 8  + 2  = 

 

 

k)  6 27  – 5 48  = 

 

2 resuelva las siguientes operaciones  

a)  2 5   7 5  = h)  6 20   12 5  = 

 

b)  2 2   10  = 

 

i )  –12 3   4 75  = 

 

c)  – 5   3 30  = 

 

j )  15 3 21   –3 3 7000  = 

 

d)  – 3 9   –4 3 15  = 

 

k)  14 3 2   – 3 686  = 
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Cantidades muy grandes o muy pequeñas 

En este apartado se trata de resolver problemas con unidades de medida y sus múltiplos 
y submúltiplos. En la escuela se estudiaron tres múltiplos (kilo, hecto y deca) y tres 

submúltiplos (deci, centi y mili). Sin embargo, la lista es mucho más extensa. Para los 
múltiplos se tienen las siguientes equivalencias: 

 
Prefijo Símbolo Equivalencia con la unidad Potencia 

yotta ὣ ρ πππ πππ πππ πππ πππ πππ πππ πππ ρπ 
zetta ὤ ρ πππ πππ πππ πππ πππ πππ πππ ρπ 
exa Ὑ ρ πππ πππ πππ πππ πππ πππ ρπ 

peta ὖ ρ πππ πππ πππ πππ πππ ρπ 

tera Ὕ ρ πππ πππ πππ πππ ρπ 

giga Ὃ ρ πππ πππ πππ ρπ 
mega ὓ ρ πππ πππ ρπ 
kilo Ὧ ρ πππ ρπ 

hecto Ὤ ρππ ρπ 
deca Ὠὥ ρπ ρπ 

 
 

Para los submúltiplos se tienen las siguientes equivalencias: 
 

Prefijo Símbolo Equivalencia con la unidad Potencia 

deci Ὠ πȟρ ρπ 
centi ὧ πȟπρ ρπ 
mili ά πȟππρ ρπ  

micro ‘ πȟπππ ππρ ρπ  

nano ὲ πȟπππ πππ ππρ ρπ 

pico ὴ πȟπππ πππ πππ ππρ ρπ  

femto Ὢ πȟπππ πππ πππ πππ ππρ ρπ  

atto ὥ πȟπππ πππ πππ πππ πππ ππρ ρπ  

zepto ᾀ πȟπππ πππ πππ πππ πππ πππ ππρ ρπ  

yocto ώ πȟπππ πππ πππ πππ πππ πππ πππ ππρ ρπ  
 

Se debe recordar que al subir en cada tabla se debe dividir la cantidad dada por la 
equivalencia y al bajar se multiplica la cantidad dada por la equivalencia. 

 
Por ejemplo, se puede resolver el siguiente problema: 

 
 

 

 
 

 
 

Los ácaros son causantes de algunas enfermedades como alergias, 

sarna y demás. Un ácaro tiene una longitud de ςψ ‘ά. Si se hace una 
fila con ácaros, ¿cuántos se requieren para abarcar ρπ ὧά? 
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Para determinar la respuesta, es necesario tener las dos medidas en la misma unidad. La 

forma más fácil de hacerlo sería convertir ambas medidas a metros, que es la unidad de 
medida con la que se está trabajando. Así, se tiene que 

ςψ ‘ά ςψϽπȟπππ ππρ ά πȟπππ πςψ ά 
ρπ ὧά ρπϽπȟπρ ά πȟρ ά 

 

Luego, como la medida de la longitud de un ácaro es menor que la de la fila, se divide la 
medida de la fila por la longitud de cada ácaro: 

πȟρ

πȟπππ πςψ
συχρȟτςψυχ 

 
Por lo tanto, para cubrir los ρπ ὧά de la fila con ácaros, se requiere tener συχς de ellos. 
 

 

 

A practicar  

 
 

 

 

 



32 
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A practicar  

En la siguiente tabla se muestran las distancias medias al Sol de cada uno de los 
planetas del sistema solar 
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a. Cuál es la distancia en metros entre la Tierra y el Sol? 

 
b. .cuántos ceros consecutivos se ubican al final del número que representa la 

distancia en metros entre la Tierra y el Sol? 

 

c. "Justifique la validez de la igualdad              149 600 000 000 m = 1496. 108 m." 

 

d. ¿cuál es el factor de conversión correspondiente a los mega metros (Mm)? 
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Capítulo 2 Geometría 

 

Teorema de Pitágoras  
 

 

Distancia entre dos puntos en el plano cartesiano 
Para determinar la distancia que hay entre dos puntos del plano cartesiano, es necesario 

recordar cómo se obtiene esa distancia en la recta numérica. Por ejemplo: 
 
             φ  υ  τ σ  ς  ρ     π       ρ      ς      σ      τ       υ       φ 
 
              ὃ                 ὄ                                  ὅ                       Ὀ                         Ὁ 
 
Determine la distancia entre los puntos indicados: 

 

Puntos Cálculo Resultado 
ὃ y Ὀ ȿσ φȿ ȿσ φȿ ȿωȿ ω 
ὄ y ὅ ȿπ τȿ ȿπ τȿ ȿτȿ τ 
ὃ y Ὁ ȿφ φȿ ȿφ φȿ ȿρςȿ ρς 
ὄ y Ὀ ȿσ τȿ ȿσ τȿ ȿχȿ χ 

 

Al trabajar en el plano cartesiano, se debe trabajar por separado cada eje, recordando 
que todo par ordenado tiene la forma ὼȟώ. Por ejemplo, para determinar la distancia 

entre los puntos ὃχȟσ y ὄςȟχ, ubicados en el plano cartesiano en la figura adjunta. 

 
Sin embargo, para buscar la 

respuesta a este problema, es 
necesario ubicar un tercer punto 

que permita formar un triángulo 
rectángulo donde el segmento de 

recta formado por ὃ y ὄ sea la 

hipotenusa. Por ejemplo, ὅςȟσ. De 

esta manera, se puede trabajar por 

aparte cada uno de los ejes 
coordenados para determinar las 

distancias.  

 
Así, se tiene que la distancia entre 

los puntos ὃ y ὅ se calcula al 

resolver la operación ȿχ ςȿ ȿυȿ

υ, mientras que la distancia entre 

los puntos ὄ y ὅ se calcula al 

resolver la operación ȿχ σȿ ȿτȿ

τ. 
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Con estos resultados se tiene que con los puntos ὃ y ὄ es posible formar un triángulo 

rectángulo cuyos catetos tienen como medidas τ y υ. Como se trata de un triángulo 

rectángulo, se puede aplicar el teorema de Pitágoras. 
 

 
 

De este modo, se tiene que la distancia entre los puntos ὃ y ὄ se calcula al resolver 
τ υ ὃὄ  
ρφ ςυ ὃὄ  
τρ ὃὄ  

Ѝτρ ὃὄ 
 

O sea, la distancia que hay entre los puntos ὃ y ὄ es  

Ὠὃὄ ὃὄ Ѝτρ φȟτπσρςτȣ 

 
En general, dados dos puntos señalados por ὃὼȟώ  y ὄὼȟώ  se obtiene por medio de la 

fórmula Ὠὃὄ ὼ ὼ ώ ὼ . 

 
 

Distancia entre dos puntos 

Cuando los puntos se encuentran ubicados sobre el eje x o en una recta paralela a este 
eje, la distancia entre los puntos corresponde al valor absoluto de la diferencia de sus 

abscisas. 

Ejemplo: La distancia entre los puntos (-4,0) y (5,0) es 4 + 5 = 9 unidades. 

Cuando los puntos se encuentran ubicados sobre el eje y o en una recta paralela a este 

eje, la distancia entre los puntos corresponde al valor absoluto de la diferencia de sus 
ordenadas. 

Ahora si los puntos se encuentran en cualquier lugar del sistema de coordenadas, la 

distancia queda determinada por la relación: 

 

Para demostrar esta relación se deben ubicar los puntos A(x1,y1) y B(x2,y2) en el sistema 
de coordenadas, luego formar un triángulo rectángulo de hipotenusa AB y emplear el 

teorema de pitágoras. 

Ejemplo: Calcula la distancia entre los puntos A(7,5) y B (4,1) 
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d = 5 unidades 
 

 
Ejercicios   

1) Determine la distancia entre cada par de puntos dados usando la fórmula de distancia.  
1.1) (1,2) y (-3,4)     1.2) (-3,0) y (-4,6) 

 

1. Halla la distancia entre A y B en cada caso: 

    a. A(-7, 4), B(6, 4)      b. A(3, 4), B(3, 9)      c. A(-5, 11), B(0, -1) 

2. Calcula el valor de k para que la distancia de A(-1, 4) a B(k, 1) sea igual a 5. 

3. Halla las coordenadas de dos puntos tales que la distancia entre ellos sea igual a 4. 

4. Calcula el perímetro de los siguientes triángulos y clasifícalos según la longitud de sus 
lados: 

    a. A(-2, 2), B(1, 6), C(6, -6)      b. A(-5, -2), B(0, 6), C(5, -2) 

Hallar el área del triángulo ABC de vértices A(-1,1), B(2,4) y C(4,1) 
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Teorema de Pitágoras  

Los dueños de una mediana empresa comercial acaban de alquilar un edificio de una 
planta para instalar sus oficinas. La planta del edificio posee forma rectangular y mide 

36 metros de largo por 30 metros de ancho. Para acondicionar el local, compraron una 
antena que permite la conexión inalámbrica a internet. El alcance máximo de la antena 

es de 20 metros. 

Indique si la antena puede colocarse en algún punto del edificio de forma que se 

garantice una conexión a internet desde cualquier otro lugar de las oficinas. 
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Introducción: Teorema de Pitágoras 

En la siguiente figura se muestra un triángulo rectángulo, con hipotenusah y 

catetos c1 y c2  

 

El teorema de Pitágoras indica que 

h 2 = c 1 2 + c 2 2 

 
 

Presione el botón siguiente para practicar usar el teorema de Pitágoras para conseguir 
lados desconocidos en triangulos rectangulos: 

 

 
Método General para Encontrar la Distancia entre Dos Puntos 

El diagrama siguiente muestre dos puntos (a,c) y (b,d) en un sistema de coordenadas 
cartesianas, 
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Para obtener la distancia entre estos dos puntos podemos seguir los siguientes pasos: 

Paso1. 

Dibujar un triángulo rectángulo con coordenadas (a, c), (b, c) y (b, d) 
 

 

 

Paso 2. 
Encontrar las longitudes de los catetos del triángulo. 

 

 

Paso 3. 

Calcular la distancia utilizando la fórmula de Pitágoras. 

distancia =  ( b − a ) 2 + ( d − c ) 2 
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Ejemplo 1: Encuentre la distancia entre los puntos (1, 2) y (3, 5). 

 

Solución:  
 

Paso 1 - Dibujar el triangulo rectangulo con vertices (1,2), (3,2) y (3,5).  

 

 

 
Paso 2 - Encontrar las longitudes de los catetos del triángulo: Ver Diagrama arriba. 

 
Paso 3 - Usar el teorema de Pitagoras para calcular la distancia: 

c 1 =  3  

c 2 =  2 

distancia =  ( 3 ) 2 + ( 2 ) 2 = 13 

Ejemplo 2: Encuentre la distancia entre los puntos (-1, 2) y (3, -2). 

Solución:  

Paso 1 - Dibujar el triangulo rectangulo con vertices (-1,2), (3,2) y (3,-2).  
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Paso 2 - Encontrar las longitudes de los catetos del triángulo: Ver Diagrama arriba. 
 

Paso 3 - Usar el teorema de Pitagoras para calcular la distancia: 

c 1 = 2  

c 2 = 3 

distancia = ( 4 ) 2 + ( 4 ) 2 = 32 

 

 

 
Practica  
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*  Triángulos Rectángulos: 
 

 

          hipotenusa 

        cateto 

 

 

        cateto 

 

 

El teorema de Pitágoras se aplica solo para triángulos rectángulos, y dice lo siguiente:  

“En cualquier triángulo rectángulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los 

cuadrados de los catetos”.  Simbólicamente se escribe así: 
 

    c2  =  a2 + b2     donde  “c” representa la hipotenusa, y  “a”  y  “b”  representan los catetos 
 

 

 
          a          c 
 

 
                 b 

 

 
Ejemplos 

1.  Determine la medida de cada lado faltante en cada figura 
 

 

a)  

 

 

 

 

 

 

 

Solución 

ὧ Ѝσ τ υ. 
En general, si se conocen las medidas de los catetos ὥ  y ὦ entonces la medida de la 

hipotenusa es Ѝὥ ὦ. 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

τ 

ὧ 

ὃ 

ὄ 

ὅ 

σ 
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b) 

 

 

 

 

 

Solución 

ὥ Ѝψ τ Ѝτψ τЍσ. 

En general, si se conocen: la medida de un cateto ὥ  y la medida de la hipotenusa  ὧ 

entonces la medida del otro cateto es ЍὬ ὥ. 

 
 

 
Ejercicios  

1. Saber utilizar el teorema de Pitágoras para calcular el cateto o la hipotenusa de un 

triángulo rectángulo en el que conocemos dos de sus lados 

 
 
 

 
 

2. Saber determinar triángulos rectángulos en distintas figuras del plano para calcular, a 

través de Pitágoras, ciertas medidas desconocidas, asociadas a las figuras. 

 

τ 

ψ 

ὃ 

ὄ 

ὅ 

ὥ 
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3. Calcula el cuadrado de los tres lados de estos triángulos y comprueba en cuál de 

ellos de cumple el teorema de Pitágoras. 

 

 

4. Una escalera de 65 decímetros se apoya en una pared vertical de modo que el pie 

de la escalera está a 25 decímetros de la pared. ¿Qué altura, en decímetros 

alcanza la escalera? 

 

 
 

5. La cara frontal de una tienda de campaña es un triángulo isósceles cuya base mide 
1,6 metros y cada uno de los lados iguales mide 170 centímetros. Calcula la altura en 
centímetros de esa tienda de campaña. 
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6.. Considere el trapecio  ὥ ὃὄὅὈ. 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

De acuerdo con los datos de la figura, ¿cuál es la medida de ὃὄ ?   

(A) ς   
(B) τ 

(C) τ Ѝυ 

(D) τ Ѝρσ 
 

 
 

7..  Considere el  Ў ὃὄὅ. 
 
 

 

 
 
 

 

De acuerdo con los datos de la figura, si ὄὈ ς ϽὉὊ, entonces la medida de ὄὈ  es     

(A)  ρς 

(B) ςτ 

(C) ρς Ѝσ 

(D) ρς Ѝυ 

 

 

 

ὄ ὅ 

Ὀ ὃ ρς 

ρς 

τ 
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8..  Considere el rectángulo    ὃὄὅὈ. 

 

 

 

 

 

 

De acuerdo con los datos de la figura, si   ὉὊὋὌ es un rombo, ὉȟὊȟὋȟὌ son los puntos 

medios de los lados  ὃὄ
ͺͅͅͺͅ

ȟὄὅȟὅὈȟὃὈ respectivamente, ὄὅ ςπ  y  ὄὃ ρπ,  entonces 

aproximadamente la medida de ὊὋ  es 

(A)  φȟφφ 

(B) ρρȟρψ 

(C) 17,32 

(D) 23,36 

 

9..  Considere la siguiente figura. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

De acuerdo  con los datos de la figura, si el  ὥ ὃὄὅὈ es un rombo cuyas diagonales miden 

ρπ y ρς  y el  ὥ Ὀὅὓὔes un trapecio isósceles, entonces aproximadamente la medida de 

ὓὔ
ͺͅͅ ͺͅͅ

 es 

 

(A) υ 

(B) φ 

(C)  χȟψρ  

(D) ρυȟφς 

Ὀ 

ὅ 
ὃ 

ὄ 

ὓ 

ὔ 

Ὂ 

Ὃ Ὁ 

Ὄ Ὀ ὃ 

ὅ ὄ 
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10 .En un triángulo isósceles y rectángulo, los catetos miden 25 milímetros cada uno, 

¿Cuál es la medida de su hipotenusa? 
 

 
11La altura de una portería de fútbol reglamentaria es de 2,4 metros y la distancia 
desde el punto de penalti hasta la raya de gol es de 10,8 metros. ¿Qué distancia recorre 

un balón que se lanza desde el punto de penalti y se estrella en el punto central del 
larguero? 
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Trigonometría  
 

Conversiones de medidas de ángulos 
Hasta ahora, las medidas de los ángulos sólo se conocen en grados. Sin embargo, las 

medidas de los ángulos se pueden expresar en otra unidad llamada radianes (ὶὥὨ). La 

equivalencia se da al decir que “ ὶὥὨρψπЈ. Las conversiones se pueden dar en dos 

direcciones diferentes: de grados a radianes y de radianes a grados. Se estudia cada caso 

por separado. 
 

ü Si la medida ‌ está dada en grados, la medida en radianes se obtiene por medio de 

la siguiente fórmula: 

 

άὩὨὭὨὥ ὨὩὰ ÜὲὫόὰέ
‌ЈϽ“

ρψπ
 ὶὥὨ 

Por ejemplo, se pueden hacer las siguientes conversiones: 

 
Medida en grados Operación Resultado en radianes 

τ

“
Ј 

τ
“Ͻ“

ρψπ

τ

ρψπ

ρ

τυ
 

ρ

τυ
 ὶὥὨ 

ψυЈ 
ψυϽ“

ρψπ

ρχ“

σφ
 

ρχ“

σφ
 ὶὥὨ 

ρςυЈ 
ρςυϽ“

ρψπ

ςυ“

σφ
 

ςυ“

σφ
 ὶὥὨ 

 

 
ü Si la medida ‌ está dada en radianes, la medida en grados se obtiene por medio de 

la siguiente fórmula: 

 

άὩὨὭὨὥ ὨὩὰ ÜὲὫόὰέ
‌ ὶὥὨϽ“

ρψπ

Ј

 

 

Por ejemplo, se pueden hacer las siguientes conversiones: 

 
Medida en radianes Operación Resultado en grados 

υ“

τ
 ὶὥὨ 

υ“
τϽρψπ

“

ωππ“

τ“
ςςυ ςςυЈ 

σ

ς
 ὶὥὨ 

σ
ςϽρψπ

“

υτπ

ς“

ςχπ

“
 

ςχπ

“

Ј
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χ“

ςπ
 ὶὥὨ 

χ“
ςπϽρψπ

“

ρςφπ“

ςπ“
 φσЈ 

 
Ejercicios  

 

a) Convierta los siguientes ángulos a radianes: 

 

 

1)   60º ______________  2)  220º  ______________  3)  315º  _______________ 

 

 

 

 

 

 

 

 

b) Convierta los siguientes ángulos a grados: 
 

 

1)  2  ___________  2)  5

4
  ________________                           

3)  2

3
  _______________ 

 

 
3. Realice la conversión a Radianes de los siguientes ángulos 

( a )   45° 

( b ) – 132° 

( c )   90°  

( d )  140° 

(e) – 570° 

( f )   210° 

( g ) – 20° 

( h )  311° 

( i )   360° 

(  j ) 740° 

(k)– 2280° 

(  l ) 120° 

( m ) – 5° 

(  n )    8° 

(  ñ ) 190° 

 

4. Realice la conversión a Grados de los siguientes ángulos 

( a )  5  

( b )  – 
4

ˊ
 

( c )  
5

8ˊ
  

( d ) ˊ  

( e ) 7 

 
( f )  21 

( g ) – 
2

ˊ
 

( h )  
4

3ˊ
 

(i )  
3

17ˊ
 

( j ) – ˊ5  

( k )  
3

5ˊ
 

(l)  –
6

7ˊ
 

(m)–11́  

( n )  
3

ˊ
 

(ñ) –
2

9ˊ
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Razones trigonométricas 

Para definir adecuadamente las razones trigonométricas de un ángulo, es necesario 
determinar, en un triángulo rectángulo, qué nombre recibe cada lado del triángulo con 

respecto a los ángulos agudos. Así, se tiene que 
 

Figura 
Medida del lado 

Con respecto al ángulo dado 

 
     ‌ 
               ὧ 
 ὥ 
 
                ‍ 
             ὦ  

‌᷂ ‍᷂ 

ὥ Cateto adyacente Cateto opuesto 

ὦ Cateto opuesto Cateto adyacente 

ὧ Hipotenusa Hipotenusa 

 
La diferenciación anterior se debe a que las razones trigonométricas utilizan las medidas 

de los lados de un triángulo dependiendo de la posición que éstos ocupan con respecto a 
uno de los ángulos agudos. 

 
Las razones trigonométricas siempre se definen para un ángulo determinado. Si el ángulo 

se denota como —᷂, se tiene: 

 
Razón Abreviatura utilizada Definición 

Seno ÓÅÎ— ÓÅÎ— 
άὩὨὭὨὥ ὨὩὰ ὧὥὸὩὸέ έὴόὩίὸέ

άὩὨὭὨὥ ὨὩ ὰὥ ὬὭὴέὸὩὲόίὥ
 

Coseno ÃÏÓ— ÃÏÓ— 
άὩὨὭὨὥ ὨὩὰ ὧὥὸὩὸέ ὥὨώὥὧὩὲὸὩ

άὩὨὭὨὥ ὨὩ ὰὥ ὬὭὴέὸὩὲόίὥ
 

Tangente ÔÁÎ— ÔÁÎ— 
άὩὨὭὨὥ ὨὩὰ ὧὥὸὩὸέ έὴόὩίὸέ

άὩὨὭὨὥ ὨὩὰ ὧὥὸὩὸέ ὥὨώὥὧὩὲὸὩ
 

 
Para recordarlo con más claridad, se utiliza la abreviatura  

Ὓ ὅ Ὕ , que sirve para recordar la definición de todas las razones. Por ejemplo: 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

Figura 
Razones 

Para cada ángulo dado 

 
 
     ‌ 
               ὧ 
 ὥ 
 
                ‍ 
             ὦ  

‌᷂ ‍᷂ 

Seno 
ὦ

ὧ
 

ὥ

ὧ
 

Coseno 
ὥ

ὧ
 

ὦ

ὧ
 

Tangente 
ὦ

ὥ
 

ὥ

ὦ
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Las razones trigonométricas se utilizan para determinar las medidas faltantes en un 

triángulo, tanto de lados como de ángulos. Por ejemplo, si en la figura adjunta ὦ ςυ ὧά 
y ά᷂ ‍ τπЈ, se debe determinar los valores de ὦ, ὧ y ά᷂ ‌: 

 

Utilizando las razones trigonométricas, se tendría que  

ÃÏÓτπЈ
ςυ

ὧ
 

De donde se obtiene:  
ὧϽÃÏÓτπЈςυ 

ὧ
ςυ

ÃÏÓτπЈ

ςυ

πȟχφφπ
σςȟφσχπχυχσςȟφ 

 
Con los datos anteriores, se puede utilizar el teorema de Pitágoras para determinar el 

valor de ὥ: 
ὥ ςυ σςȟφ 
ὥ φςυρπφȟχφ 
ὥ ρπφςȟχφ φςυ 
ὥ τσχȟχφ 

ὥ τσχȟχφ ςπȟωςςχρτωςπȟω 

 
De la misma manera, como el ángulo no señalado es recto, su medida es ωπЈ, y, como la 

suma de las medidas de los ángulos internos de todo triángulo da como resultado ρψπЈ, se 

tiene que 
ρψπЈωπЈτπЈά᷂ ‌ 
ρψπЈρσπЈά᷂ ‌ 
ρψπЈρσπЈά᷂ ‌ 
υπЈ ά᷂ ‌ 

 

De esta manera, se tiene resuelto el triángulo: 
 

Símbolo Medida 
‌᷂ υπЈ 
‍᷂ τπЈ 
ὥ ςπȟω ὧά 
ὦ ςυ ὧά 
ὧ σςȟφ ὧά 

 
Al utilizar la calculadora, los botones útiles para resolver problemas con trigonometría son 

el que dice ίὭὲ para seno, el que dice ὧέί para coseno y el que dice ὸὥὲ para la tangente. 

Los cálculos se pueden hacer con las medidas de los ángulos tanto en grados como en 
radianes. 

 
Para tener la seguridad de que la calculadora está preparada para hacer los cálculos en 

grados, unidad más común en la resolución de la mayor parte de los ejercicios y problemas 
de trigonometría, en la parte superior de la pantalla debe aparecer una letra D, inicial del 

vocablo inglés degree (grado). Si, por el contrario, se observa una G (gradientes) o una 
R (radianes), antes de resolver cualquier operación se debe oprimir el botón SHIFT, 
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seguido del botón MODE (ubicado a la izquierda del botón de encendido (ON)) y luego el 

número 3. Además, si se desea trabajar con las medidas en radianes, se debe oprimir el 
botón SHIFT, seguido del botón MODE y luego el número 4. 

 
De igual manera, los tres botones trigonométricos (SIN, COS y TAN) tienen dos funciones 

cada uno. La primera función corresponde al caso en el que se tiene la medida del ángulo 
y se desea conocer el valor de su razón trigonométrica. Pero, cuando se tiene el valor de 

la razón trigonométrica y se desea conocer la medida del ángulo, se debe oprimir SHIFT 
antes de cualquiera de estos botones, con lo cual se verá el resultado como ÓÉÎ, ÃÏÓ o 

ÔÁÎ. 
 
Por ejemplo, si en la figura adjunta ὦ ςτ ὧά y ὥ χ ὧά, se debe determinar los valores 

de ὧ, ά᷂ ‍ y ά᷂ ‌: 
 
Utilizando las razones trigonométricas, se tendría que  

ÔÁÎ‍
χ

ςτ
 

De donde se obtiene:  
ÔÁÎ‍ πȟςωρχ 

‍ ÔÁÎπȟςωρχρφȟςφςЈ 

 
Con los datos anteriores, se puede utilizar el teorema de Pitágoras para 

determinar el valor de ὧ: 
χ ςτ ὧ 
τω υχφὧ 
φςυὧ 

ὧ Ѝφςυςυ 
 
De la misma manera, como el ángulo no señalado es recto, su medida es ωπЈ, y, como la 

suma de las medidas de los ángulos internos de todo triángulo da como resultado ρψπЈ, se 

tiene que 
ρψπЈωπЈρφȟςφςЈά᷂ ‌ 
ρψπЈρπφȟςφςЈά᷂ ‌ 
ρψπЈρπφȟςφςЈά᷂ ‌ 
χσȟχσψЈά᷂ ‌ 

 

De esta manera, se tiene resuelto el triángulo: 
 

Símbolo Medida 
‌᷂ χσȟςφςЈ 
‍᷂ ρφȟςφςЈ 
ὥ χ ὧά 
ὦ ςτ ὧά 
ὧ ςυ ὧά 
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Ejemplo 1 

Determine la medida del cateto AB  y encuentre las razones trigonométricas de 

. 

                                  B 

                                         

 

                                   x                  8 

 

 

                                                                                               

                                   A             2            C 

Solución 

 

Utilizando el teorema de Pitágoras para encontrar la medida del cateto x, se tiene: 
2 2 2

2

2

2 8

64 4

60

2 15

x

x

x

x

 

 



 

 

Ahora bien, como x es una distancia, entonces  2 15x . 

 

Por otra parte, las razones trigonométricas de  son las siguientes: 

 

    
2 1

csc 4
8 4

sen  

 

     
2 15 15 4 4 15

cos s c
8 4 1515

e  

 

     
2 1 15

tan cot 15
152 15 15

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ejemplo 2 

Recuerde: 

 
4 15 4 15

1515 15
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Determine las medidas aproximadas de AB  y AC  si 

  29m ABC  y d(B,C)= 9. 

                                 A 

 

 

                                 x                   y 

 

 

                                                        29 

                                  C            9             B 

Solución 

i)                                              ii) 

  

 



tan 29 9 tan 29
9

9 0,554

4,99

x
x

x

x

         

  





9 9
cos 29

cos 29

9

0,874

10,29

y
y

y

y

 

 

 

Ejemplo 3 

Si la altura de un triángulo isósceles sobre su lado desigual es 

10 cm y la base es 16 cm. Calcule la medida de sus ángulos 

internos. 

                                                                                 C 

  

 Solución                                                  

 

                                                                              10 

a)    
10

tan 51,3
8

                                

                                                                 A       8          8        B                                                                          

b) Como los ángulos de la base  

son congruentes      180 2 51,3 77,4m ACB                    

         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Recuerde: 

La suma de los ángulos 

internos de un 

triángulo es igual a 

180o. 

Dos ángulos son 

complementarios si la 

suma de sus medidas 

es 90o.  

Si   y  son ángulos 

complementarios 

entonces  

      90 y 90

y se dice que  es el 

complemento de   y 

viceversa. 
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Ejercicio:  De acuerdo con el criterio LLL, los dos triángulos siguientes son semejantes     

( ABC  JFK ).        Complete la información que se le pide.    

  
          J 
 
     
                  32 
            16 
     7           14 
    
      
   B     C     F     K 
 
 
 

  a)  sen 1 = ________      a)  sen  2  =  _________               

 

 
 

  b)  cos 1 = ________      b)  cos 2  =  __________ 

 

 
 

  c)  tan 1  = ________      c)  tan 2  =  __________ 

 
 
 
 
Conclusión: _______________________________________________________________   

 
          _______________________________________________________________ 
 
 

Ejercicios 

1) Utilice la  siguiente figura  para calcular la medida de los lados y de los ángulos faltantes en cada 

caso.  

a) c = 12 ;    27om A                 B 

 

b) a = 8 ;      54om B                 a              c 

 

c)  3c  ;    87om B  

                                                      C         b         A 

d)  3a ;     2b  

 

2) Utilice la calculadora y aproxime con tres decimales por exceso el valor de las seis 
razones trigonométricas de los ángulos dados en cada caso: 

             a)  18o          b) 73,5o          c) 35o       d)  85,2o     
 

 

7 3  16 3  

 1 2 

  A 
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3)  Para cada caso, encuentre el valor del ángulo agudo  , aproximando con dos 

decimales por exceso, que cumpla con la condición dada: 
          a)   0,42sen          b)  cos 0,8        c)  tan 8,32    

 

Practica 2  
 

1. Los catetos de un triángulo rectángulo miden 5 m y 7 m. Halla la hipotenusa y los 

ángulos. 

[sol]  8,60 m; 35,53º 

 
2. El cateto menor de un triángulo rectángulo mide 12 m y la hipotenusa 35 m. Halla el otro 

cateto y los ángulos. 

[sol]  32,88 m; 20,06º 
 

3. En un triángulo rectángulo sabemos que un ángulo mide 37º y el cateto contiguo 
15,4 m. Halla los otros dos lados y el otro ángulo agudo. 

[sol]  53º, 19,28 m, 11,60 m 

 
4. Queremos medir la altura de una torre de comunicaciones situada sobre nuestro 

mismo plano. Para ello situamos un teodolito a  50 metros de su base para medir el 
ángulo de elevación de su extremo superior. Sabiendo que dicho ángulo es de 58º y que 

el teodolito está sobre un trípode de 1,5 m de alto, ¿cuál es la altura de la torre? 
[sol]  81,52 m 

 
5. La torre de un castillo está situada al borde de un foso con agua. El ángulo de 

elevación de su extremo superior desde el otro borde del foso es de 62º. Si nos 
alejamos del foso 52 m, el ángulo de elevación es de 28º. Calcula la anchura del foso y 

la altura de la torre. 
[sol]  20,50 m, 38,56 m 

 
6. Cuando los rayos del sol inciden con un ángulo de 78º la torre Eiffel 

proyecta una sombra de 69,5 m. Calcula su altura aproximada. 

[sol]  327 m 
 

 

7.En la escena vemos un ejemplo resuelto 

sobre como calcular la altura de una torre  

 

Completa la resolución en este recuadro 
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Practica 3 

 

1. Expresa en radianes: 

a) 15º b)  120º 

c) 240º d) 345º 

2. Expresa en grados: 

a) 
15


 b)  

10

3
 

c) 
12

7
 d) 

6

11
 

3. Halla con la calculadora las siguientes razones trigonométricas 
redondeando a las centésimas: 

a) sen 25º b) cos 67º 

c) tg 225º d) tg 150º 

4. Un ángulo de un triángulo rectángulo mide 47º y el cateto 

opuesto 8 cm, halla la hipotenusa. 

5. La hipotenusa de un triángulo rectángulo mide 26 cm y un 

ángulo 66º. Calcula los catetos. 

6. Un ángulo de un triángulo rectángulo mide 44º y el cateto 

adyacente 16 cm, calcula el otro cateto. 
 

 

7. En un triángulo rectángulo los catetos miden 15 y 8 cm, halla 
los ángulos agudos. 

8. La hipotenusa de un triángulo rectángulo mide 45 cm y un 
cateto 27 cm, calcula los ángulos agudos. 

9. En un triángulo isósceles los ángulos iguales miden 78º y la 
altura 28 cm, halla el lado desigual 

10. Los lados iguales de un triángulo isósceles miden 41 cm y 
los ángulos iguales 72º, calcula el otro lado. 

11. El cos de un ángulo agudo es 3/4, calcula el seno del ángulo. 

12. La tangente de un ángulo agudo es 12/5 calcula el seno. 
 

 

 
Ángulos Complementarios 

 
 

 En cualquier triángulo rectángulo los dos ángulos agudos son complementarios (al 
sumarlos da 90º). 
 

Ejemplos: 

 
   18º 

 
            47º 

 
          
          
       72º 

      47º + 43º = 90º    61º + 29º = 90º 
       18º + 72º =  90º    
  
 
 
 

 Si el ángulo      es uno de los ángulos agudos de un triángulo rectángulo, 

entonces simbólicamente su ángulo complementario se representa por   90º – . 

  43º   61º  29º 
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                 
 
 
 
 
                    
        
         
 
 
 

Seno  y  Coseno de ángulos complementarios: 

 
 

 En cualquier triángulo rectángulo se cumplen las fórmulas siguientes: 
 
 

  1)    sen   =  cos (90º – ) 
 

             

  2)    cos   =  sen (90º – )  
  

                 b         c 

 
 
 
   
 

Ejemplo  

Determine las medidas aproximadas de  ,  y AB  si  d(B,C)= 

5 y d(A,C)=10.       B     

                                                                    

                                                                            x 

                                             5                             

 
                                                                                                      

                                               C                      10                           A 

 

Solución 

i)      
5 1

tan 0,5 26,565
10 2

. 

 

ii) Como   es el complemento de  ,  

     90 (90 26,565) 63,435 . 

 

90º -  

  90º –  
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 a 
 
 
 
      
       
      
       
      
       
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ejercicios: 
 

 
1) De acuerdo con los datos del siguiente triángulo, complete la información que se le 

pide: 
 
 

a) sen  =  _______ cos  = ________ 

         6 15           

 

b) cos  =  _______ sen  = ________     
 
                     24 
 

 
2) Complete: 

 

a)  Si  sen  = 
2

5
,  entonces   cos (90º – ) = _______ 

 

b) Si  cos  =  0, 625,  entonces  cos (90º – ) = _______ 
 

c) Si  cos (90º – ) = 
1

4
,  entonces  sen  = ________ 

iii) Para calcular d(A,B) se puede proceder al menos de 

dos formas diferentes, como se muestra a 
continuación. Suponga que d(A,B) = x.  

 
1) Utilizando el teorema de Pitágoras: 

                                          

 



   

2 2 2

2

5 10

125

125 5 5

x

x

x

 

 

Ahora bien, como x es una distancia, entonces 

 5 5 11,1803x . 

 

2) Utilizando las razones trigonométricas 
 

                                    

 



 

10
cos

10

cos 26,565

10
11,1857

0,894

x

x

x

 

Observe que al hacer aproximaciones las magnitudes 

pueden variar un poco. Aunque en este caso los dos 

primeros decimales son iguales. 

      
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d) Si sen (90º – ) = 0, 75, entonces  cos  = ________ 

 

 
 

3) De acuerdo con los datos de la figura siguiente, complete la información que se le 
pide: 

 
 
 
 

                  

           
                   18        30 
          
 

                              
          

         12 2            12 6  

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Ángulos de elevación y  de depresión 
 

Se conoce como visual a la recta que parte del ojo del observador  hacia el objeto 
observado; si esta recta tiene la dirección del agua en reposo la llamaremos horizontal. 

 

 

 

 

                                   elevación        horizontal 

                                  depresión 

 

 

 

  

Se llama ángulo de elevación al que forma la horizontal con la visual que se halla por 
encima del horizonte y en el mismo plano vertical. 

 

Se llama ángulo de depresión al que forma la horizontal con la visual que se halla por 
debajo del horizonte y en el mismo plano vertical.  

 

 

a) cos  = ______ 

 

b) sen  = ______ 

 

c) tan  = ______ 

 

d) tan  = ______ 

 

e) sen  = ______ 

 

f) cos  = ______ 

 

g) tan  = ______ 

 

h) cos  = ______ 

 

   
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Ejemplo  

Un faro construido al nivel del mar tiene su 
observatorio a 16m de alto. Si desde él se observa una 

boya con un ángulo de depresión de 49o, ¿cuál es la 

distancia entre la boya y la base del faro? 

Solución 

Como primer paso conviene hacer un esquema que ilustre la 

situación.                     A 

                                             49o 

     

                             16m 

                             (faro) 

                                                                   

                                       B         x           C      (boya) 

Sea x la distancia entre la boya y la base del faro. 

Observe que la medida del ángulo BAC es 41o, ya que 

es el complemento de 49o. Y el ángulo BCA es 

congruente con el de depresión, por ser ángulos 
alterno internos. También se puede ver que BCA y  

BAC son complementarios. 

 

Se tiene entonces que se puede trabajar con 

cualquiera de los dos ángulos agudos del triángulo 
rectángulo ABC. 

 
Usando la información del BCA se tiene: 

 

  

  

16 16
tan 49

tan 49
16

13,91
1,15

o

o
x

x

x
 

Por lo tanto la distancia entre la boya y la base del faro 

es de aproximadamente 13,91m. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ejemplo  

Juan desea estimar la altura del campanario de una iglesia pero, por razones 

que no se exponen, no hay manera de llegar directamente a él. 

Recuerde: 

 

Si dos rectas paralelas son 

intersecadas por una 

transversal, los ángulos 

alternos internos que se 

forman son congruentes. 
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                                            D 

 

                                         C 

 

                  A                      B 

 

Para lograr su objetivo Juan realiza el siguiente plan: marca un punto B en 

el suelo exactamente debajo del campanario y otro punto A a 13m de 
distancia, también en el suelo, como se muestra en el dibujo de arriba. El 

punto más alto en el campanario lo llama D y C  es un punto elegido en la 

base del campanario del segmento  BD. 
 

Luego desde A mide los ángulos de elevación DAB y CAB y obtiene los 

siguientes resultados:   42om DAB  y   34om CAB . Llama x la altura del 

campanario y y la distancia desde el suelo a la base del campanario. 

 

                                                                           D 

                                                                           x 

                                                                           C 

                                                                          

 

                                                                            y 

 

                         

                          A                   13m                 B 

 

Primero calcula el valor aproximado de y: 

 

    

  

tan 34 13 tan 34
13

13 0,67 8,71

o oy
y

y
 

 
Usando que  8,71y  establece esta otra relación: 

 


 

   

   

8,71
tan 42

13

13 tan 42 8,71

13 0,9 8,71 2,99

o

o

x

x

x

 

 

Juan establece que la altura del campanario es aproximadamente 2,99m. 
 

 

Ejemplo  
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Ejercicios 
 

1) Una escalera de mano se apoya contra una pared de un edificio y forma con el piso 
un ángulo de 75o. Si el pie de la escalera dista 1,5m de la base de la pared, calcule: 

a) la altura que alcanza la escalera sobre la pared, 
b) la longitud de la escalera. 

2) Pedro encuentra que al mirar por un teodolito el tope de un monumento, el ángulo de 
elevación es de 16o. Si el piso es horizontal y el teodolito se encuentra a 1,4m del suelo, 

calcule la altura total del monumento si Juan se encuentra a 7m de la base del 
monumento. 

Desde un punto en el suelo, el ángulo de elevación a la parte superior de una torre 

es de 30o. Si un observador ubicado en dicho punto avanza 100 m hacia la torre y 
vuelve a observar la cima de ésta, encuentra que ahora el ángulo de elevación es de 

60o. Encuentre la altura de la torre. 

 

Solución 

 

Para resolver este problema se puede hacer un esquema como el siguiente: 

 

 

 

 

                             h 

 

                                          
                                                  60o        30o 

                                    A        y        B    100          

 
Se va a llamar h la altura de la torre y y la medida del segmento AB. Usando el esquema 

anterior se deducen las siguientes relaciones: 

     tan60 tan60 3o oh
h y y

y
 (1) 

Por otro lado: 

   


tan 30 100
100 tan 30

o

o

h h
y

y
 

Como   3h y , sustituyendo se tiene 


     

    

3
100 100 3

1

3

2 100 50

y
y y y

y y

 

 

Así la altura de la torre es 50m. 
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3) Determine, con dos decimales, el ángulo de elevación del sol si una mujer de 1,6m 
proyecta una sombra de 3m. 

 
I) Plantea y resuelve las siguientes situaciones:  

 
1) Una persona  de 1,60 m  observa el asta de una bandera con un ángulo de 

elevación de 30º , si se encuentra a 3 m del pie del asta ¿Qué altura tiene el asta 
de la bandera? 

 
2) Desde una determinada posición en un camino, una persona observa la parte más 

alta de una torre de alta tensión con un ángulo de elevación de 25º. Si avanza 45 
m en línea recta hacia la base de la torre, divisa ahora su parte más alta con un 

ángulo de elevación de 55º. Considerando que la vista del observador está a 1,70 
metros del suelo.¡Cuál es la altura de la torre? 

 

      
3) Desde un avión que se encuentra a 4500 m de altura se observan dos autos   

corriendo en la misma dirección y sentido con un ángulo de depresión de 62º y         
      35º. Determina la distancia en que se encuentran los dos autos. 

 
II) Marca la alternativa correcta: 

 
      1) La cumbre de un cerro se ve desde un punto P del llano bajo un ángulo de   

          elevación de 35º . Al acercarse horizontalmente 2700 m, el ángulo de elevación 
es  

          58º. Entonces la altura del cerro es: 
           

A) 3360 m               B) 821,7 m        C) 2100 m         D) 210 m        E) 336 m 
 

     4) Desde una distancia de 48 metros de una pared se encuentra apoyada una escala    

         con un ángulo de 30º  con respecto al pie de la escalera. A que altura se 
encuentra 

         la escalera del suelo. 
 

A) 48m                    B) 48 m3           C) 16 m           D) 16 3  m      E) 
3

16
 m 

 
                        

 
 

 
 

Practica 2                         
 

1) Una persona de 1.20 m. de estatura observa la parte más alta de un árbol con un 
ángulo de elevación de 50º. ¿Cuánto mide el árbol si está a 6 m de él? 
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2) Desde la parte más alta de un edificio de 30 m de altura se observa un automóvil 
con un ángulo de depresión de 30º. ¿A qué distancia se encuentra el automóvil del 

edificio? 
 

3) Una persona observa un avión que vuela a 600 m de altura, con un ángulo de 
elevación de 37º. ¿Qué distancia hay en ese momento entre el avión y la persona? 

 
4) Dos observadores que están en una misma línea con la base de un edificio, miran 

la parte más alta de éste con ángulo de elevación de 30º y 53º. Si los observadores 

están distanciados 39.28 m, calcula la altura del edificio. ( 7321.13   ) 

 

5) Desde el borde de un acantilado de 500 m de altura sobre el nivel del mar, el ángulo 
de depresión de dos botes situados en un mismo plano vertical con el observador, 

miden 45º y 30º. ¿Cuál es la distancia entre los botes? 
 

6) Una persona situada a 10 m de la base de un árbol, observa la parte más alta de 

éste con un ángulo de elevación de 45º. Calcular la altura del árbol. 
 

7) Desde la cúspide de un monumento de 30 m de altura, se observan dos objetos con 
ángulos de depresión de 45º y 30º. Hallar la distancia que los separa. 

 
8) Un globo sale de la tierra desde un punto A  se eleva con velocidad uniforme. Al 

cabo de 1.5 minutos, un observador situado a una distancia de 200 m de A, observa 
el globo con un ángulo de elevación de 60º. ¿A qué velocidad en km/h se eleva el 

globo? (v=e/t) 
 

9) Una persona cuya estatura de 1.60 m observa la parte más alta de un poste con un 
ángulo de elevación de 37º y su parte más baja con un ángulo de depresión de 45º. 

Calcular la altura del poste. 
 

10) En un globo de observación situado directamente encima de un lago, los 

instrumentos miden una altura de 600 m. El ángulo de depresión del globo en el 
cruce de dos carreteras es de 20º. Calcular la distancia desde el lago hasta el cruce 

de carreteras. 
 

11) Dos aviones se dirigen a un aeropuerto desde direcciones opuestas y a una 
misma altura. El piloto A informa que está a 2.5 km de la torre con un ángulo de 

elevación de 7º30’. El piloto B informa que está a 5 km de la torre, ¿cuál es el ángulo 
de elevación? 

 
 

12) Para medir el ancho de un río un topógrafo se sitúa en una orilla y mira derecho 
a un árbol en la orilla opuesta. Luego el topógrafo camina 200 m por la orilla y 

vuelve a mirar el mismo árbol, con un ángulo de 3º. ¿Cuál es el ancho del río? 
 

Ley de senos usando ángulos agudos 



72 

 

 

Hasta ahora se ha estudiado como despejar medidas desconocidas de lados o ángulos de 
un triángulo rectángulo usando las razones trigonométricas. ¿Pero qué hacer cuando el 

triángulo no es rectángulo, esto es, obtusángulo o acutángulo? 

 
Las razones trigonométricas se definen para ángulos agudos, por lo que en esta ocasión 

solamente se verá como despejar triángulos donde todos los ángulos son agudos 
(acutángulos) o si el triángulo es obtusángulo solamente se podrá trabajar con los ángulos 

agudos. Más adelante, probablemente en undécimo año, se definirán las funciones 
trigonométricas y en ese momento se ampliará el concepto de ángulo, de esta manera se 

podrá calcular seno, coseno, tangente de valores mayores o iguales a 90o (


2
 radianes) o 

menores o iguales a cero. 
 

En seguida se va a deducir una ley que es llamada ley de senos. Para ello considere el 
siguiente triángulo en el que sus ángulos agudos tienen medidas   ,   y    y h es la 

medida de la altura sobre el lado AB. 

                                              C 

 

 

                                   b        h                          a     

 
                                                                               

                             A                         c                                 B 

De este dibujo se observa que  
h

sen
b

 y   
h

sen
a

. Despejando h en ambas igualdades e 

igualando se tiene: 
 

       y  sen b h sen a h     sen b sen a 

 
Por último, dividiendo ambos lados de la igualdad por  a b 
 

    
  

 

sen b sen a sen sen

a b a b a b
 

 
 

 
 

 

Si se repite el proceso, pero esta vez trazando la altura sobre el lado CB cuya  medida es  , se tiene: 

                                 C 

                                    

 

                      b                               a 

 

Recuerde: 

Un triángulo es 

acutángulo si todos sus 

ángulos son agudos. 

Un triángulo es 

obtusángulo si tiene un 

ángulo obtuso. 
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                                                               

                  A                   c                               B 

 

 sen
c
 y           y  sen sen c sen b

b
 

 

    sen c sen b; 

 

y dividiendo ambos lados de la igualdad por  b c 
 

    
  

 

sen c sen b sen sen

b c b c b c
  

 

Finalmente, por la transitividad de la relación de igualdad, como  
 


sen sen

a b
 y  

 


sen sen

b c
 se tiene la relación que se llama la ley de senos: 

 
  
 

sen sen sen

a b c
 

 
Ejemplo  

Determine los lados y ángulos faltantes del triángulo ABC, si  

    16, 35   y  65o oa m BAC m ABC . 

                                              B 

                                a=16     65o 

                                                            c 

                     C                                       

                                              b                  35o         

Solución                                             A 

Como la suma de las medidas de los ángulos internos de un triángulo es 180o, para 
calcular la medida del ángulo faltante  

se procede así:   180 (35 65 ) 80o o o o.  De donde   80om ACB . 

 
Luego utilizando la ley senos dos veces se despejan las medidas desconocidas de los 

lados. 
 

 
    

35 65 65 16 0,91 16
25,54

16 35 0,57

o o o

o

sen sen sen
b

b sen
 

 
    

80 35 80 16 0,98 16
27,51

16 35 0,57

o o o

o

sen sen sen
c

c sen
 

 
Ejemplo 7 

Recuerde: 

La suma de los ángulos 

internos de un 

triángulo es 180o. 
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Determine   y  BC m ABC en el triángulo ABC, si 

    10, 37   y  45o oAB m BAC m BCA . 

                                                  

                                                    B 

Solución                          

                                    10                                   

                                     37o                           45o                      

                            A                                                     C                  

 

Como la suma de los ángulos internos de un triángulo 

es 180o,      180 (37 45 ) 98o o o om ABC . 

 

Hasta este momento no se conoce el significado de 

98osen , aunque usted podría usar una calculadora 

para determinar este valor. Por esta razón no se 
usará este ángulo en la ley de senos para calcular BC. 

 
Se tiene entonces: 

 
    

37 45 10 37 10 0,6
8,57

10 45 0,7

o o o

o

sen sen sen
BC

BC sen
 

Así  BC  es aproximadamente 8,57  y   98om ABC . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ejemplo  

Para determinar la distancia entre dos puntos, A y B, en lados opuestos de un 
lago, Raquel ubicó un punto C a una distancia de 28m, al mismo lado donde está 

marcado el punto A. Luego obtuvo que    85  y  69o om BAC m ACB . Como el 

triángulo que formó en su estrategia resultó acutángulo decidió utilizar la ley de 

senos para despejar la distancia buscada. 
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                                                 B  

 

 

                                           x 

 

                                            85o            69o 

                                    A                            C 

                                                     28m 

Primero tuvo que calcular la medida del ángulo ABC: 
 

  180 (85 69 ) 26o o o o 

 
Luego planteó y resolvió la ecuación: 

 


   


 

69 23 28 69

28 23

28 0,93
66,77

0,39

o o o

o

sen sen sen
x

x sen

x

 

 

Raquel obtiene que la distancia entre los puntos A y B es de aproximadamente 66,77m. 

 

Ejemplo  

Un poste telegráfico que está inclinado formando un ángulo de 11o con la vertical,  emite una 

sombra de 8m de largo sobre el suelo horizontal cuando el ángulo de elevación al sol es de 

23o. Determine la longitud del poste. 

 

                 

                  A 

 

          11o 

 

                                          23o        

            B                                     C 

 

Solución 

 

Dado que la medida del ángulo ABC es:    90 11 79o o om ABC ,  

    180 (79 23 ) 78o o o om BAC . 

 

Suponga que x es la longitud del poste y utilizando la ley de senos se despeja: 
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
   


 

78 23 11 23

11 78

11 0,39
4,38

0,98

o o o

o

sen sen sen
x

x sen

x

 

Finalmente se obtiene que la longitud del poste es aproximadamente 4,38m. 

 

Ejercicios 

1) Determine los lados y ángulos faltantes del triángulo ABC, 

si     24, 38   y  71o oBC m BAC m ABC . 

 

2. Determine los lados y ángulos faltantes del triángulo ABC, 

si     50, 62   y  71o oAC m BAC m BCA . 

 

3) Determine los lados y ángulos faltantes del triángulo ABC, 

si     50, 62   y  71o oAC m BAC m BCA . 

4.Encuentre las partes restantes de cada uno de los triángulos. No se te olvide parar y 

razonar para saber si hay un triángulo, ninguno o dos triángulos. 

 
1)  20°,  80° y c = 7 

2)  40°,  76° y a = 10 

3)  49° 40´ ,  60°20´  y c = 540 

4)   60°, a = 15  y b = 10 

5)  112, a = 7 y b = 18 

6)   81°, c = 11  y  b = 12 

7)  47.73°, b = 131.07 c = 97.83 

8)   121.624° b = 0.283 c = 0.178 

9)  53°20´, a = 140  y c = 115 

10)  15° , a = 12  y c = 8 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

LEY DE SENOS 2 

PROBLEMAS 
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1) Dos piedras se encuentran a la orilla de una playa a una distancia uno de otro de 

1.8 Km. en los puntos A y B, y se encuentra una bolla situada en un punto C. Si la 
piedra A mide un ángulo CAB igual a 79.3° y el que está en B mide un ángulo CBA 

igual a 43.6°, ¿a qué distancia está la bolla de la costa? 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

2) Un poste forma un ángulo de 79° con el piso.  El ángulo de elevación del sol desde 
el piso es de 69°. Encuentre la longitud del poste si su sombra es de 5.9 m. 

 

 
 

 
3) Si medimos los ángulos de elevación de una montaña desde lo más alto y desde la 

base de una torre de 20  metros de alto y éstos son 38.5° y 40.2° respectivamente 
¿Cuál es la altura de la montaña? 

 
4) Un hombre de 5 pies 9 pulgadas de altura se para en un andén que se inclina hacia 

abajo con un ángulo constante.  Un poste vertical de luz situado directamente detrás 
de él proyecta una sombra de 18 pies de largo.  El ángulo de depresión desde la 

mayor altura del hombre, hasta la punta de su sobra es de 31° encuentre el ángulo 
 , como se muestra en la figura, formado por el andén y la horizontal. 

 
 

 

 
 

 
 

       sombra 
 

 
 

 
5) Si el hombre del problema anterior esta a 22 pies del poste de luz sobre el andén, 

encuentre la altura del poste. 

 

 

Visualización espacial  

 

Pirámides rectas 

 

35° 

  
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Sus elementos son: 

ü Vértice o cúspide: el punto más alto de 

la pirámide. 

ü Arista: es el segmento en el que se 

unen dos caras laterales (las 

triangulares). 

ü Altura: es la distancia vertical desde la 

base hasta la cúspide. 

ü Apotema: es la altura del triángulo 

formado en cada cara lateral. 

Se va a trabajar únicamente con dos casos 
de pirámides: con la base cuadrada o cuando 

la base es un triángulo equilátero. Pero, como ambos casos son diferentes, se estudian 
por separado: 

1)  Con base cuadrada  

Si la medida del lado de un lado de la base se representa por ὰ y la medida de la altura se 

representa con Ὤ, para calcular la apotema de la pirámide se tiene la siguiente figura: 

De esta manera, se puede aplicar el teorema de Pitágoras 

para determinar la medida de la apotema: 

Ὤ
ὰ

ς
ὥὴέὸὩάὥ 

Así, con las medidas del lado de la base y de la apotema 

de la pirámide se pueden calcular el área basal, el área 
lateral y el área total de la pirámide. 

Para el área basal, basta con calcular el área del cuadrado: 
ὃ ὰ 

El área lateral se obtiene al calcular el área de los cuatro 
triángulos formados en cada uno de los lados del cuadrado, 

donde la base corresponde a la medida del lado de la base 
y la altura corresponde a la medida de la apotema de la 

pirámide: 

ὃ τϽ
ὰϽὥὴέὸὩάὥ

ς

τϽὰϽὥὴέὸὩάὥ

ς
ςϽὰϽὥὴέὸὩάὥ 

El área total se calcula sumando el área basal con el área lateral: 
ὃ ὰ ςϽὰϽὥὴέὸὩάὥ 

Por ejemplo, se puede resolver el siguiente problema: 

 
 

 
 

 
Como el problema se trata sobre la cartulina necesaria para la envoltura del regalo, se 

debe determinar el área total de la pirámide. Para esto se tiene que la medida del lado de 
la base es υ y la de la altura es φ, por lo que se tiene: 

Ana le obsequió a su tía un regalo en una envoltura con forma de 
pirámide recta de base cuadrada. Si el lado de la base es υ ὧά y la 

altura de la pirámide mide φ ὧά, entonces, ¿cuál es, en centímetros 

cuadrados la cantidad mínima de cartulina que contiene esa 
envoltura? 
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φ
υ

ς
ὥὴέὸὩάὥ 

ὥὴέὸὩάὥτςȟςυ φȟυ 

Así, ya se pueden calcular las áreas solicitadas: 
ὃ υ ςυ 

ὃ ςϽὰϽὥὴέὸὩάὥςϽυϽφȟυ φυ 
ὃ ςυ φυ ωπ 

Finalmente, la respuesta solicitada es ωπ centímetros cuadrados. 

 

2)  Con base triangular  

Si la medida del lado de un lado de la base se representa por ὰ y la medida de la altura se 

representa con Ὤ, para calcular la apotema de la pirámide se tiene la siguiente figura: 

De esta manera, se puede aplicar el teorema de Pitágoras 

para determinar la medida de la apotema: 

Ὤ
ὰЍσ

φ
ὥὴέὸὩάὥ 

Así, con las medidas del lado de la base y de la apotema 

de la pirámide se pueden calcular el área basal, el área 
lateral y el área total de la pirámide. 

Para el área basal, basta con calcular el área del triángulo:  

ὃ
ὰЍσ

τ
 

El área lateral se obtiene al calcular el área de los tres 

triángulos formados en cada uno de los lados del triángulo 
equilátero, donde la base corresponde a la medida del lado 

de la base y la altura corresponde a la medida de la apotema de la pirámide: 

ὃ σϽ
ὰϽὥὴέὸὩάὥ

ς

σϽὰϽὥὴέὸὩάὥ

ς
 

El área total se calcula sumando el área basal con el área lateral: 

ὃ
ὰЍσ

τ

σϽὰϽὥὴέὸὩάὥ

ς
 

Por ejemplo, se puede resolver el siguiente problema: 

 

 
 

 
 

Como se tiene que la medida del lado de la base es φ y la medida de la altura es ςЍφ, se 

obtiene que: 

ςЍφ
φЍσ

φ
ὥὴέὸὩάὥ 

ςτ σ ὥὴέὸὩάὥ 
ςχ ὥὴέὸὩάὥ 

ὥὴέὸὩάὥЍςχ σЍσ 
 

¿Cuál es el área total de una pirámide de base triangular si la 

medida del lado de su base es φ y la medida de su altura es ςЍφ? 
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Así, ya se pueden calcular las áreas solicitadas: 

ὃ
φЍσ

τ

σφЍσ

τ
ωЍσ 

ὃ
σϽφϽσЍσ

ς

υτЍσ

ς
ςχЍσ 

ὃ ωЍσ ςχЍσ σφЍσ 

Finalmente, la respuesta solicitada es σφЍσ. 
 

Prismas rectos 
Sus elementos son: 

ü Dos bases iguales que no necesariamente son cuadriláteros. 

ü Caras laterales: rectángulos que se 

forman en cada uno de los lados de 

cualquier base. 

ü Arista: segmento en el que se unen dos 

caras laterales. 

ü Altura: distancia vertical u horizontal 

que separa las dos bases. 

Se va a trabajar con tres tipos de prismas: 

cuadrados, rectangulares y cuando las bases son triángulos equiláteros. 
 

1)  Prismas cuadrados  

Estos prismas se caracterizan porque cada una de sus bases es cuadrada. El área basal, 

a diferencia de las pirámides, considera las dos bases, por lo cual se diferencia el área de 
una base (ὃ) del área basal (ὃ ), que incluye el área de las dos bases. 

 
Así, se tiene que: 

ὃ ὰ 
ὃ ςϽὃ ςϽὰ 

Para el área lateral, se tienen cuatro rectángulos cuya base corresponde a un lado del 

cuadrado y cuya altura corresponde a la altura del prisma, por lo que: 
ὃ τϽὰϽὬ 

Y así, el área total del prisma corresponde a la suma del área basal y el área lateral: 
ὃ ςϽὰ τϽὰϽὬ 

Por ejemplo, se puede resolver el siguiente problema: 
 

 
 

Antes de presentar la respuesta, es necesario aclarar que σς ὧά corresponde al área de 

una de las bases, es decir, ὃ . Así, se debe despejar la medida del lado de la base: 
ὃ ὰ σς 

ὰ Ѝσς τЍς 
De igual manera, es necesario calcular la medida de la diagonal del cuadrado. Pero, para 
calcularla, se tiene la siguiente figura: 

En un prisma recto de base cuadrada, el área de una de sus bases es 

σς ὧά, y la medida de la altura del prisma es el doble de la longitud 

de la diagonal de la base, entonces, ¿cuál es el área total del prisma? 
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Aplicando el teorema de Pitágoras, se obtiene que 

τЍς τЍς ὨὭὥὫέὲὥὰ 

σς σς ὨὭὥὫέὲὥὰ 
φτ ὨὭὥὫέὲὥὰ 

ὨὭὥὫέὲὥὰЍφτ ψ 
Y, como la altura del prisma mide el doble de la diagonal 

de la base,  
Ὤ ςϽὨὭὥὫέὲὥὰςϽψ ρφ 

De esta manera, se pueden sacar las áreas faltantes: 
ὃ ςϽὃ ςϽσς φτ 

ὃ τϽτЍςϽρφ ςυφЍς 

ὃ φτ ςυφЍς 
 

2)  Prismas rectangulares  

Como su nombre lo indica, cada base de este tipo de prismas corresponde a un rectángulo. 

Como sus lados son diferentes (largo ὰ y ancho ὥ), esto se debe considerar a la hora de 

calcular las áreas. Así: 
ὃ ὰϽὥ 

ὃ ςϽὃ ςϽὰϽὥ 
Para el área lateral, se tienen dos rectángulos cuya base es el largo del rectángulo basal 
y dos rectángulos cuya base corresponde al ancho del rectángulo basal, y los cuatro 

rectángulos laterales tienen como altura a la altura del prisma, por lo que: 
ὃ ςϽὰϽὬ ςϽὥϽὬ 

Y así, el área total del prisma corresponde a la suma del área basal y el área lateral: 
ὃ ςϽὰϽὥ ςϽὰϽὬ ςϽὥϽὬ 

Por ejemplo, se tiene el siguiente problema: 

 
 

 
 

 
 

 
 

Como las medidas de las dimensiones están claramente dadas en el problema, se puede 
hacer el cálculo directo de las áreas: 

ὃ τϽς ψ 
ὃ ςϽὃ ςϽψ ρφ 

ὃ ςϽτϽφ ςϽςϽφ τψ ςτ χς 
ὃ ρφ χς ψψ 

Así, se tiene que, en total, se necesita ψψ ὧά de plástico para cubrir la candela. 

 

3)  Prismas triangulares  

Este tipo de prismas tiene en cada base un triángulo equilátero. Así, se tiene que: 

Determine la cantidad de plástico, en centímetros cuadrados,  

necesaria para envolver una candela en forma de prisma rectangular 
con las siguientes dimensiones: ς ὧά de ancho, τ ὧά de largo y φ ὧά de 

altura. 
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ὃ
ὰЍσ

τ
 

ὃ ςϽὃ ςϽ
ὰЍσ

τ

ὰЍσ

ς
 

Para el área lateral, se tienen tres rectángulos cuya base corresponde a un lado del 

triángulo equilátero y cuya altura corresponde a la altura del prisma, por lo que: 
ὃ σϽὰϽὬ 

Y así, el área total del prisma corresponde a la suma del área basal y el área lateral: 

ὃ
ὰЍσ

ς
σϽὰϽὬ 

Por ejemplo, se tiene el siguiente problema: 
 

 
 

 
 

 

Aplicando las fórmulas, se tiene que: 

ὃ
ςЍσ

τ

τЍσ

τ
Ѝσ 

ὃ ςϽὃ ςϽЍσ ςЍσ 
ὃ σϽςϽσπ ρψπ 

ὃ ςЍσ ρψπρψσȟτφτρπςρψσȟυ 
De esta manera, es claro que, aproximadamente, se necesita un total de ρψσȟυ ὧά de 

cartón para envolver el chocolate. 
 

 

 

 

 

 

 

Ejecute  

 
 

Determine la cantidad de cartón, en centímetros cuadrados,  necesaria 

para elaborar la envoltura de un chocolate, que tiene forma de prisma 
triangular en el que la medida del lado de la base es de ς ὧά y que tiene 

σπ ὧά de altura. 
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Unidad 3 Relaciones y algebra 

              Función  Cuadrática  

Función cuadrática 
La función cuadrática tiene como forma general Ὢὼ ὥὼ ὦὼὧ, con ὥȟὦȟὧ números 

reales y con la condición de que ὥ π. 
 
Por ejemplo,  

Î άὼ ςὼ υ ὼ σ ςὼ υ ὼ σ ὼ ςὼ ς tiene la forma άὼ ὥὼ ὦὼ

ὧ, por lo que se cataloga como cuadrática. 

Es con el físico y astrónomo italiano 
Galileo Galilei (1564-1642) que el 

concepto de función cuadrática adquiere 
relevancia cuando el descubrió́ la 

trayectoria que describían los cuerpos en 
caída libre y demostró́ que la velocidad 

aumentaba en razón al cuadrado del 

tiempo, es decir, V = k . t2. Sus ideas 
fueron tan avanza- das para su tiempo 

que fue perseguido por la Inquisición, ya 
que estas iban en contra de lo establecido 

por la Iglesia Católica. 

u Gracias a Galileo se pudo analizar el 

recorrido que des- cribe el lanzamiento de 
un proyectil, pues debido a la fuerza de 

gravedad, estos no se desplazan en 
forma rectilínea, sino que su movimiento 

lo que describe es una parábola. 

 Muchos son los fenómenos de la 

naturaleza y de la vida cotidiana donde 
las funciones cuadráticas están presentes, 

por ejemplo, la trayectoria que describe 

el balón cuando un jugador de voleibol 
hace un saque, el movimiento de un 

conejo cuando este se desplaza de un 
lugar a otro, el nado de los delfines y el 

salto de un motociclista en un deporte 
extremo, representan tras- rectorías 

parabólicas. 
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Î ὴὼ ὸ υ ὸ ρπὸ ςυ no tiene la forma ὴὸ ὥὸ ὦὸὧ, por lo que no es 

una función cuadrática. 

 

ü Situaciones modeladas con funciones cuadráticas  

Las ganancias de una empresa están modeladas por la fórmula      Ὣὼ ὼ τὼ ρ, 
donde ὼ corresponde a la cantidad de unidades producidas de cien mil en cien mil y Ὣὼ 

son las ganancias que van de un millón de colones en un millón. Represente la función 

cuadrática presentada en el ejemplo. 
 

Como ὼ representa unidades producidas, solo se pueden representar valores naturales, 

para lo cual se elabora la siguiente tabla: 
Valor de ● Cálculo para ▌● Par ordenado 

π Ὣπ π τϽπ ρ ρ πȟρ 
ρ Ὣρ ρ τϽρ ρ ς ρȟς 

ς Ὣς ς τϽς ρ σ ςȟσ 

σ Ὣσ σ τϽσ ρ ς σȟς 

τ Ὣτ τ τϽτ ρ ρ τȟρ 

υ Ὣυ υ τϽυ ρ φ υȟφ 

 
Representación tabular de Ὣὼ: 

ὼ π ρ ς σ τ υ 
Ὣὼ ρ ς σ ς ρ φ 

 

Con estos valores, se puede graficar la función dada, por medio de la figura adjunta: 
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Interprete  

Bajo ciertas condiciones la distancia d en metros a la que se encuentra un objeto por 

encima del suelo viene dada por la fórmula d(t) = –2t2 + 20t, donde t es el tiempo en 
segundos. 
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¿Qué relación observa entre el tiempo y la distancia? 

______________________________ 

  
¿Cuál es la razón por la que los valores correspondientes a la distancia se repiten? 

 
______________________________________________________________________ 

¿Cuál es la altura máxima que alcanza el objeto? ¿En qué tiempo se da? 
  

_____________________________________________________________________ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

En la figura adjunta se muestra la representación gráfica de los valores obtenidos en la 

tabla anterior utilizando el software Graph. 
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¿Será posible con la gráfica determinar la 

altura del objeto a los 3,5 segundos? ¿Cuál 
será́ la altura máxima? Si su respuesta es 

afirmativa, entonces determine la 
altura.____________________ 

  
 

 
 

¿Cuál es el tiempo que tarda el objeto en el 
aire? ¿Se podrá́ determinar la altura del 

objeto a los 20 segundos? Justifique su 
respuesta.____________________________ 

  
 

 

 

¿Cuál de las dos representaciones brinda más 

información sobre la situación planteada, la 
tabla de valores o la gráfica? Justifique su 

respuesta. 

 

Una función cuadrática es toda función que pueda escribirse de la forma f(x) = ax2 + bx 
+ c, donde a, b, c  ɴR, a = ̸ 0. 

 Por ejemplo, las funciones f(x) = 2x2 + 5x – 10 y g(t) = -8t2 son funciones cuadráticas. 

Sin embargo, la función h(x) =  no es cuadrática, ya que no se puede escribir 

en la forma f(x) = ax2 + bx + c. 

  En la función cuadrática f(x) = ax2 + bx + c, a se conoce con el nombre de término 
cuadrático, b 

es el término lineal y c es el término constante. 

 La gráfica de la función cuadrática y = f(x) = ax2 + bx + c se llama parábola y su forma 

se ilustra en las siguientes figuras. 
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Para construir la gráfica 

de una función 

cuadrática se hace uso 
de una tabla de valores 

como la mostrada 
anteriormente. Sin 

embargo, más adelante 
se estudiaran las 

características de la 
gráfica de esta función 

que le permitirán 
construir la parábola sin 

necesidad de acudir a la 
tabla. 

 La función cuadrática 
más sencilla es f(x) = x2. 

Para construir su gráfica 

se puede utilizar una 
tabla de valores como la 

que se indica a 
continuación 

 

La gráfica de la función cuadrática f(x) = x2 se ilustra en la figura adjunta. 

En este caso se dice que la parábola es 

cóncava hacia arriba. 

 

 



93 

 

Para construir la gráfica de la 

función h(x) = –x2, también se 
hace uso de una tabla de valores 

como en el caso anterior 

 

 

 

 

 

 
 

En este caso se 

dice que la parábola es cóncava hacia abajo. 
 

 
 

 

 

Factorización de polinomios 
 

Factorizar un polinomio en  ᴙ consiste en expresarlo como el producto de dos o más 

polinomios de un grado menor o igual que él.  Cada uno de esos polinomios se llama factor 

del polinomio.   

 

En esta sección se estudian los siguientes métodos de factorización: factor común, 

diferencia de cuadrados, agrupamiento, y trinomio cuadrático.   

 

Factor común 
 

El objetivo de este método es aplicar la siguiente propiedad: 

 

╪ᶅȟ╫ȟ╬ɴ ᴙȟ╪╫ ╪╬ ╪╫ ╬Ȣ 

 

Este método se aplica cuando los términos de un polinomio poseen letras en común o 

cuando los números de cada término no son coprimos (máximo común divisor diferente 

de ρ). 
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Ejemplo 1.1  

Factorice ρπὼώ ρυὼώ. 

 

Solución 

ρπὼώ ρυὼώ 

υὼώ ςώ σὼ Ȣ 

 

Ejemplo 1.2  

Factorice  υὼὼ ώ χὥὼ ώ. 

 

Solución 

υὼὼ ώ χὥὼ ώ 

ὼ ώ υὼ χὥȢ 

 

Ejemplo 1.3  

Factorice  υὼὼ ώ χὥώ ὼ. 

 

Solución 

υὼὼ ώ χὥώ ὼ 

υὼὼ ώ χὥὼ ώ 

ὼ ώ υὼ χὥȢ 

 

Diferencia de cuadrados 

 

El objetivo de este método es aplicar la siguiente propiedad: 

 

●ᶅȟ◐ᶰᴙȟ● ◐ ● ◐ ● ◐Ȣ 

 

Este método se aplica cuando se tienen dos términos y ambos poseen raíz cuadrada 

exacta. 

 

Como nemotecnia, se aplica el siguiente esquema: 

 

● ◐ 

       ●      ◐                                 
       ●      ◐ 

 

entendiendo que Ѝὼ ὼ, ώ ώ , y los signos que están a la par del número ώ se alternan.  

Luego, ambos factores se copian en línea recta, para luego poner ὼ ώ ὼ ώ ὼ ώȢ 
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Ejemplo 1.4  

Factorice  τὼ ωώ. 

 

Solución 

Siguiendo el esquema  

● ◐ 

     ●      
◐                                 

     ●      
◐ 

 

se obtiene que τὼ ωώ ςὼ σώ ςὼ σώ. 

 

 

Ejemplo 1.5  

Factorice τὼ ρ τὼ. 

 

Solución 

Siguiendo el esquema  

● ● 
          ●           ●                  
          ●        ●                  

 

se obtiene que τὼ ρ τὼ τὼ ρ ςὼ τὼ ρ ςὼ φὼ ρ ςὼ ρ. 

 

Agrupamiento 
 

El objetivo de este método es aplicar la siguiente propiedad: 
 

ὥᶅȟὦȟὧȟὨᶰᴙ,  ὥὧὥὨ ὦὧὦὨ ὥ ὦ ὧ Ὠ. 

 
 

Ejemplo 1.6  

Factorice ὦὼὦώ ὥὼ ὥώ. 
 
Solución 

ὦὼὦώ ὥὼ ὥώ 
ὦὼ ώ ὥὼ ώ 
ὼ ώ ὦ ὥȢ 

 

 
 

 

Ejemplo 1.7  
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Factorice ὴὼ ήὼὴώ ήώ. 
 
Solución 

ὴὼ ήὼὴώ ήώ 
ὴὼ ὴώ ήὼήώ 
ὴὼ ώ ήὼ ώ 
ὼ ώ ὴ ήȢ 

 
 

Ejemplo 1.8  

Factorice  ὼ ὼ ςὼ ςȢ    
 

Solución 
ὼ ὼ ςὼ ςȢ    
ὼ ςὼ ὼ ςȢ    
ὼ ὼ ς ὼ ς 
ὼ ς ὼ ρ 

 

 

 

 
 

Factorización por el método por inspección 
 

Este método se aplica para factorizar polinomios cuadráticos donde Ў es un número 

cuadrado perfecto. Se presentan dos casos, donde el polinomio es mónico (tiene 
coeficiente principal igual a ρ) o si no es mónico. 

 
Caso 1 

 

Este caso se aplica cuando el polinomio es mónico, esto es, cuando tiene la forma ὼ
ὦὼὧ.   Para factorizar dicho polinomio, se deben buscar dos números reales ά y ὲ  tales 

que άẗὲ ὧ  y  ά ὲ ὦ, con lo que se obtiene que:  

 
ὼ ὦὼὧ ὼ ά ὼ ὲȢ 

 
 Si ὧ πȟὦ π los dos números άȟὲ son positivos. 

 Si  ὧ πȟὦ π  los dos números άȟὲ son negativos.   

 Si  ὧ π, los dos números άȟὲ tienen signos opuestos. 

 

Como nemotecnia, a veces se ponen los números ά y ὲ como lo muestra el siguiente 

esquema 
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ὼ ὦὼὧ 

    ὼ                 ά                                 

    ὼ                  ὲ 

 
entendiendo que se deben buscar dos números ά y ὲ, tales que multiplicados den ὧ y 

sumados resulten igual a ὦ.  Luego, se copian los factores en línea recta por lo que se 

obtiene:   
 
ὼ ὦὼ ὧ ὼ ά ὼ ὲȢ 

 

Ejemplo 1.9  

Factorice en forma completa  ὼ φὼ υ. 
 

Solución 
El discriminante del trinomio ὼ φὼ υ es Ў φ τẗρẗυ ρφ, por lo que el trinomio se 

puede factorizar por inspección.  Siguiendo el esquema de esta sección, con υϽρ υ y  υ
ρ φ 
 

ὼ φὼ υ 

    ὼ                 υ                                 

    ὼ                 ρ 

 

se tiene que ὼ φὼ υ ὼ υ ὼ ρ Ȣ 
 
 

Ejemplo 1.10  

Factorice en forma completa  ὼ ὼ φ. 
 

Solución 
El discriminante del trinomio  ὼ ὼ φ es Ў ρ τẗρẗφ ςυ, por lo que el trinomio 

se puede factorizar por inspección.  Siguiendo el esquema de esta sección, con σϽς φ 
y  σ ς ρ 
 

ὼ ὼ φ 
     ὼ               ς                                 

     ὼ            σ 

 

se tiene que ὼ ὼ φ ὼ σ ὼ ς. 
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Ejemplo 1.11  

Factorice en forma completa  ὼ φὼ ω. 
 
Solución 

El discriminante del trinomio ὼ φὼ ω es Ў φ τẗρẗω π, por lo que el trinomio se 

puede factorizar por inspección.  Siguiendo el esquema de esta sección, con σϽσ ω y  
σ σ φ  

 
ὼ φὼ ω 

    ὼ              σ                                

    ὼ              σ 

   
se tiene que ὼ φὼ ω ὼ σ ὼ σ ὼ σ  Ȣ 
 

Caso 2 
 

Este caso se aplica cuando el polinomio no es mónico, esto es, cuando tiene la forma ὥὼ
ὦὼὧ.   Para factorizar dicho polinomio, se deben buscar cuatro números reales άȟὲȟὴ y ή  
tales que  άẗὲ ὧ,   ὴẗή ὥ  y que cumpla ὴẗὲ ήẗά ὦ, con lo que se obtiene que:  

 
ὥὼ ὦὼὧ ὴὼ ά ήὼὲȢ 

 
 Si ὧ πȟὦ π los dos números άȟὲ son positivos. 

 Si  ὧ πȟὦ π  los dos números άȟὲ son negativos.   

 Si  ὧ π, los dos números άȟὲ tienen signos opuestos. 

 
 

Como nemotecnia, a veces se ponen los números άȟὲȟὴ y ή  como lo muestra el siguiente 

esquema 

 
ὥὼ ὦὼὧ 

   ὴὼ                ά                                 

   ήὼ                 ὲ 

 

entendiendo que se deben buscar dos números ά y ὲ, tales que multiplicados den ὧ; 
además que se deben buscar dos números ὴ y ή tales que ὴẗή ὥ, y también que al 

multiplicar los números ὴȟὲ y άȟή en cruz y luego sumarlos se obtenga ὦ, ie ὴẗὲ ήẗά
ὦ. 
 
Luego, se copian los factores en línea recta por lo que se obtiene   

 
ὥὼ ὦὼ ὧ ὴὼ ά ήὼὲȢ 
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Ejemplo 1.12  

Factorice ςὼ ρρὼ υ. 
 
Solución 

El discriminante del trinomio ςὼ ρρὼ υ es  Ў ρρ τẗςẗυ ψρ, por lo que el 

trinomio se puede factorizar por inspección.  Siguiendo el esquema de esta sección, con 
υϽρ υ,  ςϽρ ς y ςϽυ ρϽρ ρρ  

 
ςὼ ρρὼ υ 
    ς ὼ                
ρ                                 

    ρ ὼ                
υ 

 
se obtiene que ςὼ ρρὼ υ ςὼ ρ ὼ υȢ 
 

Ejemplo 1.13  

Factorice φὼ χὼ ς. 
 

Solución 
El discriminante del trinomio φὼ χὼ ς es  Ў χ τẗφẗς ρ, por lo que el trinomio 

se puede factorizar por inspección. Se debe observar que   
 

φὼ χὼ ς φὼ χὼ ςȢ 
 

Siguiendo el esquema de esta sección, con σϽς φ, ςϽρ ς y σϽρ ςϽς χ 
 

 φὼ χὼ ς 

 σ ὼ              ς                                 

 ς ὼ              ρ 

 
se obtiene que φὼ χὼ ς σὼ ς ςὼ ρ ς σὼ ςὼ ρ Ȣ 
 

 
Combinación de factorización de polinomios 

 
En esta sección, se aplicará una combinación de métodos para factorizar polinomios.   

 
 

Ejemplo 1.14  

Factorice ὼ τὼώ τώ. 
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Solución 

El discriminante del trinomio ὼ τὼώ τώ es Ў τώ τẗρẗτώ π, por lo que el 

trinomio se puede factorizar por inspección.  Siguiendo el esquema visto, con ςώϽςώ
τώ y  ςώ ςώ τώ 
 

ὼ τὼώ τώ 

 ὼ                 ςώ                                

 ὼ                 ςώ 

  se tiene que 
 
ὼ τὼώ τώ ὼ ςώ ὼ ςώ ὼ ςώ  Ȣ 

 

 

Ejemplo 1.15  

Factorice ὼ ς ὼ τὼ τ. 

 

Solución 
ὼ ς ὼ τὼ τ 
ὼ ς ὼ ς  
ὼ ς ρ ὼ ς  
ὼ ς σ ὼȢ 

 

 
 

 
 

Ejemplo 1.16  

Factorice ὼ ς ώ ςὼς ώ ς ώ. 
 
Solución 

ὼ ς ώ ςὼς ώ ς ώ 
ς ώ ὼ ςὼ ρ 
ς ώ ὼ ρ Ȣ 

 

 

Ejemplo 1.17  

Factorice ςὼ ὼ σ ὼ φὼ ω. 
 

Solución 
ςὼ ὼ σ ὼ φὼ ω 
ςὼ ὼ σ ὼ σ  
ὼ σ ςὼ ὼ σ 
ὼ σ ςὼ σ ὼ ρȢ 
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Ejemplo 1.18  

Factorice ςὼ ςὼώ ώ ρ 
 

Solución 
ςὼ ςὼώ ώ ρ 

ςὼώ ρ ώ ρ ώ ρ 
ώ ρ ςὼ ώ ρȢ 

 

 

Ejemplo 1.19  

Factorice ὼ ρφώ ρπὼ ςυ. 
 
Solución 

ὼ ρφώ ρπὼ ςυ 
ὼ ρπὼ ςυ ρφώ 
ὼ υ ρφώ 

ὼ υ τώ ὼ υ τώȢ 
 
 

 

Ejemplo 1.20  

Factorice ρφὼ ώ ψὼ ρ. 
 

Solución 
ρφὼ ώ ψὼ ρ 
ρφὼ ψὼ ρ ώ 
τὼ ρ ώ 

τὼ ρ ώ τὼ ρ ώȢ 
 

Ejemplo 1.21  

Factorice ὥὥ ρ ὦὦ ρ 

 

Solución 
ὥὥ ρ ὦὦ ρ 
 ὥ ὥ  ὦ ὦ 
 ὥ  ὦ ὥ ὦ 

ὥ ὦ ὥ ὦ ὥ ὦ 
ὥ ὦ ὥ ὦ ρȢ 

 

Ejercicios 2.1  

 

a. Factorice los siguientes polinomios cuadráticos: 

a. ὼ ςὼ ρ 

b. ὼ τὼ τ 

c. ὼ τ 

d. ὼ τ 
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e. ὼ σὼ ρπ 

f. ὼ ὼ ρ 

g. ὼ ὼ ρ 

h. ὼ τὼ τ 

i. σὼ ὼ ς 

j. ὼ ωὼ ψ 

k. ςὼ υὼ σ 

l. σὼὼ ς σ 

m. σὼ ρσὼ ρπ 

n. ωὼ σὼ  

o. ςὼ σὼ ρ 

p. ὼ  

q. φὼ ὼ 

r. ώ ςώ ρυ 

s. ὼ ὼώ σπώ 

t. φὼ ρρὼώ τώ 

u.  ὼ ὼ  

 
b. Factorice por fórmula general υὼ χὼ φ. 

c. Factorice por fórmula general υ ὼὼ φ. 

d. Factorice los siguientes polinomios por factor común:  

 

a. ώ ώ 

b. ρυὼ σὼ 

c. ὼώ ώ 

d. υὼώ ρπὼώ 

e. ψᾀὼ τὼᾀ 

f. σπὥὦ ρπὥὦ 

g. υᾀ ψᾀ ᾀ 

h. ρφὼώ ψὼώ τὼώ 

i. ὥὼ ώ ὦὼ ώ 

j. ὴὼ ώ ὦώ ὼ 

k. ςὥά υ ὥ ς ά υ 

 

e. Factorice por agrupamiento: 

 

a. ὼὼ ρ ὼ ρ 

b. ὼὼ ρ ρ ὼ 

c.  ὼώ ὼ άώ ά 

d. ὼὥ ὼὦώὥ ώὦ                                                                                                                                                                  

e. ὼὼ ώ ὼ ώώ 
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f. ὥὼ ὥώ ὦὼὦώ 

g. ώᾀ ς ὼᾀ ς 

h. ώᾀ ς ὼς ᾀ                                                                                                                                                                                            

i. ὼὼ ς χώς ὼ υᾀὼ ς   

j. άὲ ρ άὲ ὲ 

k. ςὥὼ σ φὥ ὼ 

l. ὼ ὼ ςὼ ς 

m. τὼ ψὼώ τὼώ ψώ 

n. ψὼ τὼώ ψὼ τὼώ 

o. ςὥά ά ςὥὲ ρ ςὥ ὲ 

p. ὥ ὥ ὥ ρ                                                             

 

f.  Factorice por diferencia de cuadrados: 

 
a. τά ωὲ 

b. ρφὼ ςυώ 

c.  ςὼ σ ωὼ 

d. τὼ ὼ τ  

e. ὼ τώ ςὼ ώ  

f.  

g. ώ ώ 

h. ρφ ᾀ 

i. ωὼ ὼ ς  

 

g. Factorice: 

 

a. ὼ φὼώ ω ωώ 

b. ςώ ςώ 

c.  

d. ώ τ ὼ τὼ 

e. ὼ ρφώ ρπὼ ςυ 

f. φὼ ὼ ςὼ 

g. ὼ ρ ώ ώ ώ ρ 

h. σὼ ρ φὼ ρ 

i. τὼ ςτὼ σφ ώ 

j.  

k. ςὼ ρ ὼ σ σ ὼ 

l. ὼ ὼ ὼ 

m. ὼ ώ ὼ ώ 

n. ὼ ςὼ τὼ ψ 
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o. ρψ ςὼ ς  

p. ςὼώ ς ὼώ ώ 

q. ρφὼ ρφ ωώ ςτώ 

 
h. Factorice: 

 
a. φτ ὼ. 

b. Ὧ ὴ Ὧ ὴ . 

c. ὼ ωώ σὼ ωώ 

d. ὥ ὼ ώ ςὼώ 

e. σὼ ώ ςὼ ώ  

f. ὼ ς ὼ τὼ τ 

g. ὼ ρφώ ὼ τώ 

h. ὥὥ ρ ὦὦ ρ. 

i. τὼ ςτὼ σφ ώ 

j. ὼ ὼώ ςώ τ 

k. ὼτ ὼ τ ώ  

l. σὼ ςχ σὼώ ωώ 

m. ὼ ώ τ τώ 

n. φὼ υ ςυ ὼ  

o. ὼ ρ ώ ςὼώ 

p. ὼὼ ρ ώώ ρ 

q. τὼ υ σςυὼ  

r. τὼ ὼ ρ ὼ ρ 

s. ὼ σὼ ςὼ φ 

t. τὼ τὼώ ςυ ώ 

u. σὼ ρςὼ ὼ τ 

 
 

 

 

Completar cuadrados en una expresión algebraica 

Como se mencionó anteriormente, los primeros dos productos notables son ὼ ώ ὼ
ςϽὼϽώ ώ y ὥ ὦ ὥ ςϽὥϽὦ ὦ. Pero, cualquier trinomio de la forma ὼ ὦὼὧ se 

puede transformar en una expresión de la forma ὼ ςὬὼ Ὤ ὧ Ὤ ὼ Ὤ Ὧ. Para 

lograrlo, se debe asumir que ὦὼ corresponde al término del medio del producto notable, 

es decir, ὦὼ ςὬὼ. Al resolver esta ecuación, se obtiene el valor de Ὤ, para luego sumar y 

restar su cuadrado. Finalmente, el valor de Ὧ se obtiene al resolver ὧ Ὤ. 

 

Por ejemplo, al completar los cuadrados de ὼ ψὼ ρτ, se tendría que 

ψὼ ςὬὼ
ψὼ

ςὼ
Ὤ τ Ὤ 

De esta manera, se tiene que Ὤ τ ρφ, con lo que  
ὼ ψὼ ρτ ὼ ψὼ ρφ ρτ ρφ ὼ τ ς 
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Otro ejemplo es completar los cuadrados de ὼ φὼ χ, donde 

φὼ ςὬὼ
φὼ

ςὼ
Ὤ σ Ὤ 

De esta manera, se tiene que Ὤ σ ω, con lo que  
ὼ φὼ χ ὼ ψὼ ω χ ω ὼ σ ς 

 

Como último ejemplo, se tiene completar los cuadrados de la expresión ὼ σὼ ς, donde 

σὼ ςὬὼ
σὼ

ςὼ
Ὤ

σ

ς
Ὤ 

De esta manera, se tiene que Ὤ
σ

ς

ω

τ
, con lo que la respuesta es 

ὼ σὼ ς ὼ σὼ
ω

τ
ς
ω

τ
ὼ
σ

ς

ρ

τ
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ejemplo:  

Usando la completación de cuadrados factorice cada una de las siguientes expresiones:  

  

Solución:  
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Por lo que la factorización de  o sea:  
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Por lo que la factorización de  o sea:  

  

 

 

 

 

      

  
 

 

      

  
 

 

      

  
 

 

      

  
 

 

      

  
 

 

      

  
 

 

      

  
 

 

      

  
 

 

o sea:    
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 División de monomios 
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Se puede decir que hay 3 reglas básicas usadas para simplificar fracciones o cocientes de 

monomios. La primera de ellas es la propiedad para multiplicar fracciones. Esta propiedad 
permite expresar una fracción como un producto. 

 

Propiedad para multiplicar fracciones 

 
Si , , ,a b x yson números reales con  0 y 0b y , entonces 

 
ax a x

by b y
 

 

 

Ejemplo  

Utilice la propiedad anterior para expresar cada una de las expresiones como un 
producto de fracciones 

 


  


15 3 5 3 5

28 4 7 4 7
 o bien 

 


  


15 5 3 5 3

28 4 7 4 7
 o bien 

 


  


15 3 5 3 5

28 2 14 2 14
 

 

 

 

Si se asume x y  en la propiedad para multiplicar fracciones, se obtiene una regla para 

simplificar fracciones. 
 

Propiedad de cancelación, conocida como ley de 

cancelación. 
 

Si , ,a b xson números reales con  0 y 0b x , entonces 

    1
ax a x a a

bx b x b b
 

 

Esta propiedad permite dividir el numerador y el denominador de una fracción por 
cualquier número diferente de 0. 

 
Como usted observó siempre que se trabaja con fracciones se hace énfasis en que los 

denominadores deben ser diferentes de 0. De aquí en adelante, en esta lección, se asumirá 
que todo denominador es distinto de cero 
 

Ejemplo  

Recuerde: 

Si , , ,a b c dson números 

reales con  0 y 0b d  


 



a c a c

b d b d
 

 

 

 

Recuerde: 

Si a  es un número real 

 0a   1
a

a
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Utilizando la propiedad de cancelación y los axiomas de campo, se simplifican 

fracciones o lo que es equivalente se efectúa la división de monomios.  
 

a) 

  
           

  2

porque la multiplicación es con-
mutativa y asociaciativa en 

9 3 3 33 3 3 3
1 1

15 3 5 3 5 5 5 5

xy x y y y y yx

x x x x x x x x   

 

b) 
   

       


8 2 5 3 35
3 3

5 5 5

porque la multiplicación es conmutativa
y asociativa en 

1 1
1

x y x x y y y x yx
x y x y

x y x y x y
 

c)      


2 2 2

7 2 5 2 5 5 5

1 1 1
1

a a a

a a a a a a a
 

 

De los ejemplos anteriores se desprende la siguiente regla:  
 

Propiedad de división de potencias. 
 

Sean ym nenteros positivos,  , 0a a : 

 

 Si n m , 


n
n m

m

a
a

a
 

 Si m n , 


1n

m m n

a

a a
 

 Si m n ,  1
n

m

a

a
 

 

 
Observe que esta regla permite efectuar la división de potencias y expresar la solución 

usando exponentes positivos o 0. 
  

Se dice que un cociente de monomios está simplificado cuando cada base aparece solo 
una vez, cuando no hay potencias negativas y cuando toda fracción numérica está 

expresada en su forma más simple. 
 

 
 

 

 
 

 
 

 
Ejemplo  
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Utilice las propiedades de cancelación y de división de potencias, y los axiomas de campo 
para efectuar la división de monomios. Asuma que los denominadores son distintos de 0. 

 
Solución. 

 

a) 

6 2 4 4 4

2 2 2 2 2 2

porque la multiplicación es con-
mutativa y asociaciativa en 

27 3 9 9 9

6 3 2 2 2

x z x x z x z x z

x y x y y y

    
  

       

 

b) 





     



12 12
12 9

7 9 7 9 7 1

42 7 6 7 6 1 1

49 7 7 7 7

ab ab
b

a b c a b c a c
 

 

         
3

3

6 6

6 1 1 6
1

7 7

b
b

a c a c
 

 

Observe que al dividir un monomio por un monomio el resultado no siempre es 
un monomio. 
 

Simplifique la siguiente fracción 
 

 





5

10

a b

a b
. 

 

Solución 
 
Observe que las expresiones del numerador y el denominador no son monomios, sin 

embargo se usa la propiedad de división de potencias. 

 

 

     



 

  

5

10 10 5 5

1 1a b

a b a b a b
 

 

Ejercicios 

1) Escriba la fracción 
24

105
 como el producto de 

fracciones, de 3 maneras distintas. 

 
2) Simplifique cada expresión. Asuma que los 

denominadores son distintos de 0. 

a) 
28

2

a

a
      b) 

6

5

10

bc

b
     c) 

 

 

7

5

st

st
     d)  

 





3

12

a b

a b
 

 

e) 
 

 





15

3

a b

a b
     f) 





5

2

2,4 10

4,8 10
   g) 

   

 

5 4

23

3 2

6

a a

a
  

 



112 

 

  

h) 
 

 

24

32

13

26

c d

cd
    i) 

 

 


42

52

8

4

x y

x y
 

 

 

División de un polinomio por un monomio 

Para efectuar la división de un polinomio por un monomio se utiliza la propiedad distributiva de la 

multiplicación respecto de la adición y se convierte el procedimiento en una división de monomios. 

 
Ejemplo  

Para dividir el binomio 5 33x x por el monomio 23x se puede expresar como una 

fracción y se utiliza la distributividad de la multiplicación respecto de la adición: 

 


   

   

  

5 3
5 3

2 2

5 3

2 2

5 3 3

2 2

3 1
3

3 3

1 1 3

3 1 3 1

3

3 3 3

x x
x x

x x

x x

x x

x x x
x

x x

 

 

 
Ejemplo  

Para dividir el polinomio   5 2 3 4 3 24 6 2 3x y x yz xyz y  

por 
24x yz se procede de manera similar: 

 

 

  


   

   

   

   

  

5 2 3 4 3 2

2

5 2 3 4 3 2

2

5 2 3 4

2 2

3 2

2 2

5 2 3 4 3 2

2 2 2 2

3 3 2

2

4 6 2 3

4

1
4 6 2 3

4

1 1
4 6

4 4

1 1
2 3

4 4

4 6 2 3

4 4 4 4

33

2 2 4

x y x yz xyz y

x yz

x y x yz xyz y
x yz

x y x yz
x yz x yz

xyz y
x yz x yz

x y x yz xyz y

x yz x yz x yz x yz

x y yxz z

z x x z

 

 
 

Ejercicios  
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3) Efectúe cada una de las siguientes divisiones: 

 
a)      5 3 3 2 3(8 12 16 3 ) 4x y x yz xyz y x y  

 

b)    4 2 2 4 6 8 2 2(32 96 48 ) 16x z x y x y x y  

 
c)    4 2 3 4 2(45 75 30 ) 15a b a b a a  

  

 

División de un polinomio por un polinomio 
 

El proceso para dividir un polinomio por un polinomio es muy parecido al que se utiliza 
para dividir un número por otro. 

 
Por ejemplo al dividir 762 por 3 se procede de la siguiente manera:  
                                            762     32  

                                       -64       23 
                                        122 
                                           -96 
                                         26 

 

Se tiene entonces que: 762 =  32 23 26  o que  
762 26

23
32 32

  

 

La división de polinomios       26 8 8 3 1x x x  se realiza de la siguiente manera: 

 
Paso1: En este caso tanto el dividendo como el divisor son polinomios en una variable. Se 

debe verificar que estén ordenados, de acuerdo con el grado de la variable, de mayor a 

menor. Si no lo están se ordenan. 
 

Paso 2. Se busca un monomio que al multiplicarlo por 3x  resulte 26x , esto es, 2x . Ya que 

  23 2 6x x x  

 

                       
  26 8 8 3 1

2

x x x

x
 

Paso3. Se multiplica el divisor por 2x  y se coloca el resultado debajo del dividendo y luego 

se resta.  

                            

                      

  

 

 

2

2

6 8 8 3 1

6 2 2

0 6 8

x x x

x x x

x

 

Paso 4. Se busca un monomio que al multiplicarlo por 3x  resulte 6x  y se procede como 

en el paso 3. 
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 

 

  

  

 

 



2

2

6 8 8 3 1

6 2 2 2

0 6 8

6 2

0 6

x x x

x x x

x

x

 

Paso 5. Se continúa el proceso hasta que en el residuo se tiene un polinomio cuyo grado 

es estrictamente menor que el grado del polinomio divisor. En este caso el grado del 
divisor es 1 y el grado del residuo es 0, por lo que se termina la división. 

 
Se tiene entonces que el cociente de la división es  3 1x  y el residuo es 6.  

 
De este procedimiento se desprende que: 

 

         26 8 8 3 1 2 2 6x x x x  

 
o también se escribe:  

 

 
 

  
 

26 8 8 6
2 2

3 1 3 1

x x
x

x x
. 

 

En este caso, como el residuo es diferente de 0, el trinomio   26 8 8x x no es dividido en 

forma exacta por el binomio  3 1x . Es decir el trinomio   26 8 8x x no es divisible por 

el binomio  3 1x . 

 

Cuando se efectúa una división, es posible expresar  

 
dividendo = cociente divisor + residuo  

 

o bien 

 
dividendo residuo

cociente
divisor divisor

. 

 

 

 

La división de polinomios,       212 19 21 3 7x x x  se realiza de la siguiente manera: 

 

Paso 1: Primero se verifica que estén ordenados en potencias decrecientes. Si no lo están se ordenan. 

 

Paso 2. Se busca un monomio que al multiplicarlo por 3x  resulte 212x .  



115 

 

                       
  212 19 21 3 7

4

x x x

x
 

Paso 3. Se multiplica el divisor por 4x , se coloca el resultado debajo del dividendo y se resta.  

                             

                      

  

 

 

2

2

12 19 21 3 7

12 28 4

0 9 21

x x x

x x x

x

 

Paso 4. Se busca un monomio que al multiplicarlo por 3x  resulte 9x  y se procede como en el paso 3. 

 

                      

 

 

  

  

 

  

2

2

12 19 21 3 7

12 28 4 3

0 9 21

9 21

0

x x x

x x x

x

x

 

 

Se tiene entonces: 

 

               212 19 21 3 7 4 3 0 3 7 4 3x x x x x x . 

 

Se desprende que: 

 

    
 

    
 

212 19 21 0
4 3 4 3

3 7 3 1

x x
x x

x x
. 

 

En este caso, como el residuo es 0, el trinomio   212 19 21x x  es dividido en forma exacta 

por el binomio  3 7x .  

 

Cuando el residuo es igual a 0 se dice que el divisor divide al dividendo en forma exacta 
y tanto el cociente como el divisor son factores del dividendo, esto es, el polinomio 

 212 19 21x x  es divisible por 3x + 7. A sí  4 3x  y  3 7x  son factores de   212 19 21x x  

y una factorización de   212 19 21x x es   4 3 (3 7)x x  . 

 

Enseguida se hace la división de polinomios       3 5 4 24 10 3 4 5x x x x x : 

 

Paso 1: Primero verificar que estén ordenados en potencias decrecientes de x. Si no lo 
están se ordenan. 

 

        5 4 3 210 3 4 5 4x x x x x  
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Paso 2. Se busca un monomio que al multiplicarlo por  25x  resulte  510x .  

                       
    5 4 3 2

3

10 3 4 5 4

2

x x x x x

x
 

Paso 3. Se multiplica el divisor por 
32x , se coloca el resultado debajo del dividendo y se 

restan los polinomios.  

 

 

    

  

 

5 4 3 2

5 4 3

4 3

10 3 4 5 4

10 8 2

0 5 4

x x x x x

x x x

x x

 

Paso 4. Se busca un monomio que al multiplicarlo por  25x  resulte   45x  y se procede 

como en el paso 3. 
 

 

 

    

   

 

  

5 4 3 2

5 4 3 2

4 3

4 3

10 3 4 5 4

10 8 2

0 5 4

5 4

0

x x x x x

x x x x

x x

x x

 

 

Se tiene entonces:  
 

                  5 4 3 2 3 2 2 3 210 3 4 5 4 2 0 5 4 2x x x x x x x x x x x  

de donde: 
  

 
 

5 4 3
3 2

2

10 3 4
2

5 4

x x x
x x

x x
 

En este caso, como el residuo es 0, el trinomio   5 4 310 3 4x x x  es dividido en forma 

exacta por el binomio  25 4x x  y tanto  25 4x x  como 3 22x x  son factores de 

  5 4 310 3 4x x x .  El trinomio   5 4 310 3 4x x x  es divisible por   25 4x x . 

 

 
División de polinomios cuando hay más de una variable  

 

Se va a realizar la división:       2 22 11 3 2x y xy x y  

 
Paso 1: Se ordena el dividendo y el divisor respecto de una de las variables, según 

potencias decrecientes. En este caso se elige respecto de x . 

 

      2 22 3 11 2x xy y x y  

 

Recuerde: 






5
3

2

10
2

5

x
x

x
 

 

 Recuerde: 






4
2

2

5

5

x
x

x
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Paso 2. Se busca un monomio que al multiplicarlo por x  resulte 22x : 
22

2
x

x
x

 

 

                       
  2 22 3 11 2

2

x xy y x y

x
 

Paso 3. Se multiplica el divisor por 2x , se coloca el resultado debajo del dividendo y se 

resta.  

                             

                      

  

 

 

2 2

2

2

2 3 11 2

2 4 2

0 7 11

x xy y x y

x xy x

xy y

 

 
Paso 4. Se busca un monomio que al multiplicarlo por x  resulte 7xy  y se procede como 

en el paso 3. 
 

                      

 

 

  

  

 

 



2 2

2

2

2

2

2 3 11 2

2 4 2 7

0 7 11

7 14

0 3

x xy y x y

x xy x y

xy y

xy y

y

 

 

Paso 5. El grado de la variable x en el divisor es 1 y  en el residuo es 0 (    00 0 1 0x ), por 

lo que se termina la división. 

 

Se tiene así que: 
 

         2 2 22 3 11 2 2 7 3x xy y x y x y y  

 

de donde: 
 

 
 

  
 

2 2 22 3 11 3
2 7

2 2

x xy y y
x y

x y x y
 

 
Si para realizar esta misma división se ordena el dividendo y divisor según potencias 

decrecientes de la variable y  se obtiene: 

 

 
Paso 1:  

Recuerde: 


7

7
xy

y
x
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        2 211 3 2 2y xy x y x  

 

Paso 2. Se busca un monomio que al multiplicarlo por  2y  resulte  211y : 





211 11

2 2

y
y

y
. 

 

                       

    2 211 3 2 2

11

2

y xy x y x

y
 

 

Paso 3. Se multiplica el divisor por 
11

2
y , se coloca el resultado debajo del dividendo y se 

restan los polinomios.  

 

                           

    

 
   
 

 

2 2

2

2

11 3 2 2

11 11
11

2 2

5
0 2

2

y xy x y x

y xy y

xy x

 

                      

Paso 4. Se busca un monomio que al multiplicarlo por 2y  resulte 
5

2
xy  y se procede 

como en el paso 3: 

 
  

     
  

5 5
5 1 5 52 2

22 2 2 1 4 4
1

xy xy x x
x

y y
. 

 

    

 
    
 

 

 
  
 



2 2

2

2

2

2

11 3 2 2

11 11 5
11

2 2 4

5
0 2

2

5 5

2 4

3
0

4

y xy x y x

y xy y x

xy x

xy x

x

 

Paso 5. El grado de la variable y en el divisor es 1 y  en el residuo es 0, por lo que se 

termina la división. 
Se tiene entonces:  

    
        

 

2 2 211 5 3
11 3 2 2

2 4 4
y xy x y x y x x  
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de donde: 

 

    
   

    

2
2 2

3
11 3 2 11 5 4

2 2 4 2

xy xy x
y x

y x y x
 

 

Ejercicios 
4) Compruebe que: 

a)          2 2 22 3 11 2 2 7 3x xy y x y x y y  

      b)   
        

 

2 2 211 5 3
2 11 3 2

2 4 4
y x y x x y xy x  

 
5) Efectúe las divisiones. 

a)       2 9 20 5x x x  

b)        3 22 3 5 3a a a a  

c)       2 23 6 8 3x y xy x y  

d)        3 2 22 3 4 3x x x x  

6) ¿Es 3x  un factor de 2 12x x  ? Justifique su       

respuesta. 

 

Expresiones algebraicas en ᴙ 

 
Se llama expresión algebraica al número real que resulta al operar números y letras que 

representan números reales, por medio de las operaciones fundamentales (suma, la resta, 
la multiplicación, la división, las potencias y las raíces). 

 
A los números se les llama constantes y a las letras se les llama variables.  Las expresiones 

algebraicas separadas por el signo más o el signo menos se llaman términos algebraicos.  
 

Un monomio es una expresión algebraica constituida por un solo término donde: 
 

1. No aparecen letras en el denominador. 

2. Los exponentes de las variables del numerador son números naturales o números 
enteros positivos. 

 
Una expresión algebraica formada por la suma o resta de monomios con diferentes 

factores literales se llama polinomio o expresión algebraica polinómica.  Los polinomios se 
clasifican en: 

 
1. monomio. 
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2. binomio: Consiste en la suma o resta de dos monomios. 

3. trinomio: Consiste en la suma o resta de tres monomios. 
4. polinomio de más de tres términos: Consiste en la suma o resta de cuatro o más 

monomios. 
 

Se llama expresión algebraica polinómica fraccionaria a aquella donde el numerador y el 
denominador son polinomios. 

 
Simplificación de expresiones algebraicas polinómicas 

 
 

Para simplificar expresiones algebraicas fraccionarias polinómicas se factoriza el 
numerador y el denominador y luego se aplica la ley de la cancelación de la multiplicación 

que expresa lo siguiente: 
 

ὥᶅȟὦȟὧɴ ᴙ, ὥ π  

.   

 

 

Ejemplo 1.22  

Simplifique al máximo  Ȣ 

Solución 
 

ςὼ χ

τὼ χ σὼ ς
 

ρ

ςσὼ ς
Ȣ 

 
 

 

Ejemplo 1.23  

Simplifique al máximo  Ȣ 

 
Solución 

ὼ σὼ ρπ

ςὼ σὼ ς
 

ὼ ς ὼ υ

ςὼ ρ ὼ ς
 

ὼ υ

ςὼ ρ
Ȣ 

 

Ejemplo 1.24  

Simplifique al máximo  Ȣ 
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Solución 
ὼ ὼ

ὼ τὼ σ
 

ὼρ ὼ ρ ὼ

ὼ σ ὼ ρ
 

ὼρ ὼ ὼ ρ

ὼ σ ὼ ρ
 

ὼρ ὼ

ὼ σ
Ȣ 

 
 

 
 

 

Ejemplo 1.25  

Simplifique al máximo  Ȣ 

 

Solución 
 

ὼς σὼ τ φὼ

σὼώ ςώ φὼ τ
 

ὼς σὼ ςς σὼ

σὼώ ς ςώ ς
 

ς σὼ ὼ ς

ώ ς σὼ ς
 

ὼ ς

ώ ς
Ȣ 

 
 

Operaciones con expresiones algebraicas polinómicas 
 

 

 

Suma y resta de expresiones algebraicas polinómicas 
 

Para  sumar y restar expresiones algebraicas polinómicas se debe aplicar la siguiente propiedad: 

 

 

ὥᶅȟὦȟὧɴ ᴙ, ὦὨ π  
ẗ ẗ

ẗ
.   

 

 

Ejemplo 1.26  

Simplifique al máximo  Ȣ 

 

 

Solución 
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ὼ

ὼ ρ

ς

ὼ ρ
 

 
ὼὼ ρ ςὼ ρ

ὼ ρ ὼ ρ
 

ὼ ὼ ςὼ ς

ὼ ρ ὼ ρ
 

ὼ ὼ ς

ὼ ρ ὼ ρ
Ȣ 

 

 

 

 

Ejemplo 1.27  

Simplifique al máximo   

 

Solución 
σὼ

ὼ τ

φὼ

τ ὼ
 

σὼ

ὼ τ

φὼ

ὼ τ
 

σὼ φὼ

ὼ ς ὼ ς
 

σὼὼ ς

ὼ ς ὼ ς
 

σὼ

ὼ ς
Ȣ 

 

Ejemplo 1.28  

 

Simplifique al máximo 
ς

ὼ ς

ὼ τ

ὼ ὼ ς
 

 

Solución 

 
ς

ὼ ς

ὼ τ

ὼ ὼ ς
 

ς

ὼ ς

ὼ τ

ὼ ς ὼ ρ
 

ςὼ ρ ὼ τ

ὼ ς ὼ ρ
 

ςὼ ς ὼ τ

ὼ ς ὼ ρ
 

ὼ ς

ὼ ς ὼ ρ
 

    
ρ

ὼ ρ
Ȣ 

 

 

Ejemplo 1.29  

Simplifique al máximo   

 

Solución 
ς

ὼ τ

ρ

ςὼ τ
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ς

ὼ ς ὼ ς

ρ

ςὼ ς
 

ςẗς ὼ ς

ςὼ ς ὼ ς
 

            
τ ὼ ς

ςὼ ς ὼ ς
 

ς ὼ

ςὼ ς ὼ ς
 

ρ

ςὼ ς
 

ρ

ςὼ τ
Ȣ 

 

 

Ejemplo 1.30  

Simplifique al máximo  Ȣ 

 

 

Solución 
ςὼ φὼ ρ

ςὼ χὼ τ

ςὼ

ςὼ ρ
 

ςὼ φὼ ρ

ςὼ ρ ὼ τ

ςὼ

ςὼ ρ
 

ςὼ φὼ ρ ςὼὼ τ

ςὼ ρ ὼ τ
 

ςὼ φὼ ρ ςὼ ψὼ

ςὼ ρ ὼ τ
 

ςὼ ρ

ςὼ ρ ὼ τ
 

ρ

ὼ τ
Ȣ 

 

 

 

Multiplicación de expresiones algebraicas polinómicas 
 

Para  multiplicar expresiones algebraicas polinómicas se debe aplicar la siguiente propiedad: 

 

ὥᶅȟὦȟὧɴ ᴙ, ὦὨ π ẗ
ẗ

ẗ
.   

 

 

Ejemplo 1.31  

Simplifique al máximo  ẗ Ȣ 

 

Solución 
ὼ φὼ ω

ὼ ρ
ẗ
ςὼ ς

ὼ σ
 

ὼ σ ὼ σ

ὼ ρ ὼ ρ
ẗ
ςὼ ρ

ὼ σ
 

ςὼ σ

ὼ ρ
Ȣ 

Ejemplo 1.32  

Simplifique al máximo  ẗ  
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Solución 
ὼ σὼ

ὼ ω
ẗ
σ ςὼ ὼ

ὼ ὼ
 

ὼὼ σ

ὼ σ ὼ σ
ẗ
ὼ ςὼ σ

ὼὼ ρ
 

ὼὼ σ

ὼ σ ὼ σ
ẗ
ὼ ρ ὼ σ

ὼὼ ρ
 

ρȢ 
 

 

Ejemplo 1.33  

Simplifique al máximo  Ͻ Ȣ 

 

Solución 

 
ὼ ώ

ὼ ςὼώ ώ
Ͻ
ὼ ώ

σὼ σώ
 

ὼ ώ ὼ ώ

ὼ ώ
ẗ
ὼ ώ

σὼ ώ
 

ρ

σ
Ȣ 

 

 

Ejemplo 1.34  

Simplifique al máximo  ẗ  

 

Solución 
υὼ

ὼ σὼ
ẗ
ὼ ὼ ρς

υὼ ςπὼ
 

υὼ

ὼ ὼ σ
ẗ
ὼ τ ὼ σ

υὼὼ τ
 

 
ρ

ὼ
Ȣ 

 

 

División de expresiones algebraicas polinómicas 
 

Para  dividir expresiones algebraicas polinómicas se debe aplicar la siguiente propiedad: 

 

ὥᶅȟὦȟὧɴ ᴙ, ὦὨ π 
ẗ

ẗ
.   

 

Ejemplo 1.35  

Simplifique al máximo Ȣ 

 

Solución 
ὼ ρ

ὼ ρ

ςὼ ς

ὼ ςὼ ρ
 

ὼ ρ

ὼ ρ
ẗ
ὼ ςὼ ρ

ςὼ ς
 

ὼ ρ ὼ ρ

ὼ ρςὼ ρ
 

ὼ ρ

ς
Ȣ 
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Ejemplo 1.36  

Simplifique al máximo  . 

 

Solución 
υὼ

ὼ σὼ

υὼ ςπὼ

ὼ ὼ ρς
 

υὼ

ὼ ὼ σ
ẗ
ὼ τ ὼ σ

υὼὼ τ
 

 
ρ

ὼ
Ȣ 

 

Ejemplo 1.37  

Simplifique al máximo . 

 

Solución 
ὼ ώ

ὼ

ὼ ὼώ

ὼ ώ
 

ὼ

ὼ ώ
ẗ
ὼ ώ ὼ ώ

ὼὼ ώ
 

 
ὼὼ ώ

ὼ ώ
Ȣ 

 

 

Ejercicios 2.2  

 

 

1. Simplifique al máximo: 

 

a.  

 

b.  

 

c.  

 

d.  

 

e.  

 

f.  

 

g.  

 

h.  

 

i.  
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j.  

 

 

 

2. Simplifique al máximo: 

 

 

a.    

 

b.  

 

c.  

 

d.  

 

e.  

 

f.  

 

g.  

 

h.  

 

i.  

 

j.  

 

k.  

 

l.  

 

m.  

 

n.   

 
 

3. Simplifique al máximo: 

 

a. Ͻ  

 

b. Ͻ  
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c. ẗ  

 

d. ẗ  

 

e. ẗ  

 

f. ẗ  

 

g. ẗ   

 

h. ẗ  

 

i. ẗ  

 

j. ẗ  

 

k. ẗ  

 

 

 

 

4. Simplifique al máximo: 

 

a.  

 

b.  

 

c. ὼ σ 

 

d.  

 

e.  

 

f.  

 

g.   

 

h.  
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i.  

 

j.  

 

k. ὼ ώ  

 

l.  

 

m.  

 

n.  

 

 

Racionalización 
Consiste en eliminar las expresiones radicales en uno de los términos de una fracción, 

puede ser del numerador o del denominador. Se trabajan dos casos diferentes: raíz de un 
monomio y sumas o restas con al menos una expresión con una raíz cuadrada. 

 

ü Raíces de monomios  

En este caso, únicamente se trabaja con la racionalización de los denominadores. La 

esencia del procedimiento es extraer cada uno de los elementos del radical, multiplicando 
tanto el numerador como el denominador por una expresión radical, donde cada número 

y cada variable tengan como exponente la resta del índice del radical menos el exponente 
original que tiene dentro del radical. Por ejemplo: 

 

Expresión 
Factor 

racionalizador 
Multiplicación Simplificación 

ςὼ σώ

σώЍςὼ
 ς ὼ Ѝςὼ 

ςὼ σώ

σώЍςὼ
Ͻ
Ѝςὼ

Ѝςὼ
 

ςὼσώϽЍςὼ

σώЍςὼϽЍςὼ

ςὼ φὼώ

σώЍςὼ
 

ςὼ φὼώ

σώϽςὼ

φὼώ

σώ
 

σὼ

Ѝσςὼ

σὼ

ςЍὼ
 ὼ Ѝὼ 

σὼ

ςЍὼ
Ͻ
Ѝὼ

Ѝὼ
 

σὼϽЍὼ

ςЍὼϽЍὼ

σὼЍὼ

ςЍὼ
 

σὼЍὼ

ςὼ

σὼЍὼ

ς
 

ςρ

Ѝτω

ςρ

Ѝχ
 χ Ѝχ 

ςρ

Ѝχ
Ͻ
Ѝχ

Ѝχ
 

ςρϽЍχ

ЍχϽЍχ

ςρЍχ

Ѝχ
 

ςρЍχ

χ
σЍχ 
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Expresión 
Factor 

racionalizador 
Multiplicación Simplificación 

ρπὼ

Ѝςυὼ

ρπὼ

Ѝυὼ
 υ ὼ υὼ 

ρπὼ

Ѝυὼ
Ͻ
Ѝυὼ

Ѝυὼ
 

ρπὼϽЍυὼ

ЍυὼϽЍυὼ

ρπὼЍυὼ

Ѝυὼ
 

ρπὼЍυὼ

υὼ
ςὼ υὼ  

ςὼЍςυὼ 

Ѝὼ ώ

ὼώ
 ὼ ώ ὼώ 

Ѝὼ ώ

ὼώ
Ͻ
ὼώ

ὼώ
 

Ѝὼ ώϽὼώ

ὼώϽὼώ
 

ὼϽὼώ ώϽὼώ

ὼώ
 

ὼώ ὼώ

ὼώ

ὼώ ώЍὼ

ὼώ
 

Ѝὼ Ѝὼ

Ѝὼ
 

ὼЍὼ ὼЍὼ

Ѝὼ
 

ὼ Ѝὼ 
ὼЍὼ ὼЍὼ

Ѝὼ
Ͻ
Ѝὼ

Ѝὼ
 

ὼЍὼ ὼЍὼϽЍὼ

ЍὼϽЍὼ
 

ὼЍὼϽὼ ὼЍὼϽὼ

Ѝὼ
 

ὼϽὼ ὼϽὼ

ὼ

ὼ ὼ

ὼ
 

ὼ ὼ 

 

ü Sumas o restas con al menos una expresión con una raíz cuadrada  

En este caso se debe indicar si la racionalización se hace en el numerador o en el 
denominador. En ambos casos se trabaja igual. Se busca que en el término racionalizado 

se obtenga la tercera fórmula notable, para eliminar las expresiones radicales. La fórmula 
utilizada es ὥ ὦ ὥ ὦ ὥ ὦ, por lo que el término para racionalizar se deduce de la 

siguiente manera: 
 

Término a 

racionalizar 

Factor 

racionalizador 

Fórmula 

obtenida 

ὥ ὦ ὥ ὦ ὥ ὦ 

ὥ ὦ ὥ ὦ ὥ ὦ 

 
Por ejemplo: 
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Expresión 
Término a 

racionalizar 

Factor 

racionalizador 
Resultado 

Ѝὼ ώ

ὼ ώ ώЍὼ
 Numerador Ѝὼ ώ 

Ѝὼ ώ Ѝὼ ώ

ὼ ώ ώЍὼ Ѝὼ ώ
 

Ѝὼ ώ

ὼ ώ ώЍὼ Ѝὼ ώ
 

ὼ ώ

ὼώ ώЍὼ Ѝὼ ώ
 

Ѝὼ ώ

ςЍὼ ώ
 Denominador ςЍὼ ώ 

Ѝὼ ώ ςЍὼ ώ

ςЍὼ ώ ςЍὼ ώ
 

Ѝὼ ώ ςЍὼ ώ

ςЍὼ ώ
 

Ѝὼ ώ ςЍὼ ώ

τὼ ώ
 

Ѝὥ Ѝσ

Ѝὥ Ѝσ
 Denominador Ѝὥ Ѝσ 

Ѝὥ Ѝσ Ѝὥ Ѝσ

Ѝὥ Ѝσ Ѝὥ Ѝσ
 

Ѝὥ Ѝσ

Ѝὥ Ѝσ
 

Ѝὥ Ѝσ

ὥ σ
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Expresión 
Término a 

racionalizar 

Factor 

racionalizador 
Resultado 

ЍὬ ω σ

Ὤ
 Numerador ЍὬ ω σ 

ЍὬ ω σ ЍὬ ω σ

ὬЍὬ ω σ
 

Ὤ ω σ

ὬЍὬ ω σ
 

Ὤ ω ω

ὬЍὬ ω σ
 

Ὤ ω ω

ὬЍὬ ω σ
 

ρ

ЍὬ ω σ
 

Ѝὼ Ѝὼ ρ

Ѝὼ
 Numerador Ѝὼ Ѝὼ ρ 

Ѝὼ Ѝὼ ρ Ѝὼ Ѝὼ ρ

ЍὼЍὼ Ѝὼ ρ
 

Ѝὼ ὼ ρ

ЍὼЍὼ Ѝὼ ρ
 

ὼ ὼ ρ

ЍὼЍὼ Ѝὼ ρ
 

ὼ ὼ ρ

ЍὼЍὼ Ѝὼ ρ
 

ρ

ЍὼЍὼ Ѝὼ ρ
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Ecuaciones cuadráticas  
 

 
Una ecuación cuadrática es una expresión que se puede reducir a la forma: 

 

I.  ὥὼ ὦὼὧ π 

 

con ὥȟὦȟὧ constantes reales, ὥ π y ὼ una variable.  Se llama solución o raíz de la 

ecuación cuadrática a un número real ὸ que cumpla la igualdad ὥὸ ὦὸὧ π. El 

conjunto de las soluciones  de la ecuación  (1.1) se denota por Ὓ.    
 
El discriminante del trinomio cuadrático ὥὼ ὦὼὧ se denota por Ў y se define como: 

 
Ў
ὦ τὥὧ Ȣ 

 
Mediante el discrimínate, Ў, se puede obtener el número de soluciones de (1.1).  En efecto: 

 
I. Si  Ў π entonces la ecuación (1.1) posee dos raíces reales distintas. 

II. Si Ў π entonces la ecuación (1.1) posee dos raíces reales iguales y la raíz real 

obtenida es de multiplicidad dos. 
III. Si Ў π entonces la ecuación (1.1) no posee raíces reales por lo que Ὓ .ɲ 

 

Por tanto, la ecuación cuadrática (1.1) posee cero soluciones reales o dos soluciones 
reales, y en el caso de existir, dichas son: 

 

ὼ
ὦ  ЍЎ

ςὥ
  Ï  ὼ

ὦ  ЍЎ

ςὥ
Ȣ 

 

 
 

Ejemplo 1.38  

Sea la ecuación ὼ ςὼ ρ.  Determine si ρ es una solución de dicha ecuación. 

 

Solución 

ρ ςϽρ σ ρ.  Por tanto, ρ no es solución de tal ecuación. ʉ 

 

 

Ejemplo 1.39  

Si σ es una raíz de la ecuación σὼ ρρὼ Ὧ π, determine el valor de Ὧ . 
 

Solución 
σ es una raíz de la ecuación  si y solo si  σϽσ ρρϽσ Ὧ πᵼςχ σσ Ὧ πᵼὯ φȢʉ  
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Ejemplo 1.40  

Determine el número de soluciones de la ecuación ςὼ ὼ φ sin necesidad de resolverla. 

 
Solución 

La ecuación ςὼ ὼ φ se transforma en ςὼ ὼ φ π.  Además, Ў ρ τϽςϽφ τω, 
por lo que tal ecuación posee dos soluciones. ʉ 

 

 

Ejemplo 1.41  

Determine el conjunto solución de ὼ ςὼ σ π.  
 
Solución 

ὼ ςὼ σ π 

ὼ
 Ѝ ϽϽ

ẗ
  Ï ὼ

 Ѝ ϽϽ

ẗ
  

ὼ ρ Ï ὼ σ 
 

Por lo tanto,  Ὓ ρȟσ.  ʉ

 

 

Ejemplo 1.42  

Determine el conjunto solución de ςὼ φὼ ρ σὼ 

 

Solución 

ςὼ φὼ ρ σὼ 

φὼ ςὼ σὼ ρ π 
φὼ ὼ ρ π 

ὼ
ẗ ẗ

ẗ
 o ὼ

ẗ ẗ

ẗ
 

ὼ   o ὼ . 

 

Luego, Ὓ ȟ Ȣʉ  

Ejemplo 1.43  

Determine el conjunto solución de σὼ ωὼ ὼ σ . 

 

Solución 

σὼ ωὼ ὼ σ  

σὼ ωὼ ὼ ςϽὼϽσ σ 

σὼ ωὼ ὼ φὼ ω 

σὼ ωὼ ὼ φὼ ω π 
ςὼ σὼ ω π 

ὼ
ẗẗ

ẗ
 o ὼ

ẗẗ

ẗ
 

ὼ   o ὼ σ. 

 

Luego, Ὓ ȟσȢʉ  

 

 

 

Ejemplo 1.44  
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Determine el conjunto solución de ὼὼ ρ ςὼ ρ ρ. 
 

Solución 
ὼὼ ρ ςὼ ρ ρ 
ὼ ὼ ςὼ ς ρ 
 ὼ σὼ ρ π 

ὼ
ẗẗ

ẗ
 o ὼ

ẗẗ

ẗ
 

ὼ
Ѝ

 o ὼ
Ѝ
Ȣ 

 

Por tanto,  Ὓ
Ѝ
ȟ
Ѝ

. ʉ 

 
 

Ejemplo 1.45  

Resuelva  ὼὼ ς τὼ σ ς 
 
Solución 

ὼὼ ς τὼ σ ς 
ὼ ςὼ τὼ ρς ς 
ὼ ςὼ τὼ ρςς π 
ὼ φὼ ρπ πȢ 

 

Asimismo, Ў φ τẗρẗρπ τȢ Luego, Ὓ Ȣʉ  
 
 

Ejemplo 1.46  

Determine el conjunto solución de ς ὼ ρ ὼ ρ. 

 
Solución 

ς
ὼ

ς
ὼ ρ ὼ ρ 

 
τ ὼ

ς

ςὼ ρ

ς
 

 τ ὼ ςὼ ρ 
τ ὼ ςὼ ς 
τ ὼ ςὼ ς π 
ςὼ ὼ φ π 

ὼ
Ѝ ẗ ẗ

ẗ
 o ὼ

Ѝ ẗ ẗ

ẗ
 

ὼ ς o ὼ Ȣ 
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Por tanto,  Ὓ ςȟ . ʉ 

 
 
 

Ejemplo 1.47  

Determine el conjunto solución de  ρ. 

 
Solución 

σ ὼ

ς

ὼὼ ρ

σ
ρ 

σσ ὼ ςὼὼ ρ

φ

φ

φ
 

σσ ὼ ςὼὼ ρ φ 
ω σὼ ςὼ ςὼ φ 
ςὼ σὼ ςὼ ω φ π 

ςὼ υὼ σ π 

ὼ
Ѝ ẗ ẗ

ẗ
 o ὼ

Ѝ ẗ ẗ

ẗ
 

ὼ  Ï ὼ σ. 

 

Por lo tanto,  Ὓ ȟσ. ʉ 

 
 
 

Ejercicios 2.3  

 

1. Sea la ecuación ὼ ςὼ σ π.  Determine las soluciones de la ecuación 
y explique el significado del conjunto solución de tal ecuación. 

2. Sea la ecuación ὼ σ π.  Determine las soluciones de la ecuación y 

explique el significado del conjunto solución de tal ecuación. 

3. Sea la ecuación ςὼ ρ π.  Determine si σ es una solución de tal 
ecuación. 

4. Sea la ecuación ὼ ςυ π.  Determine si υ es una solución de tal 
ecuación. 

5. Determine el número de soluciones de la ecuación ςὼ ὼ φ sin 
necesidad de resolverla. 

6. Determine el número de soluciones de la ecuación ὼ φ π sin 
necesidad de resolverla. 
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7. Determine el número de soluciones de la ecuación ὼ ςὼ ρ π sin 
necesidad de resolverla. 

8. Una raíz de la ecuación σὼ ρπὼ Ὧ π es σ.  Determinar la otra raíz y 

hallar el valor de Ὧ. 
 

9. Resolver las siguientes ecuaciones en ᴙ: 

I. ὼ ρππ 
II. ὼ φτ π 

III. ὼ ρπππ 
IV. σὼ ω 
V. ὼ ω ρφπ 

VI. ὼ ςυ π 
VII. ςὼ σ υ 

VIII. ὼ ὼ φ π 
IX. ςὼ ὼ φ 
X. ωὼ φὼ ρ π 

XI. ὼ ὼ φ π 
XII. ὼ φὼ ρς ς 

XIII. ὼρπὼ υτ 
XIV. ὼ ὼρ σὼ 

XV. ςὼ φὼ ρ σὼ 
XVI.  ὼὼ τ ςὼὼ τ 

XVII. φὼ υ ςυὼ π 
XVIII. ὼ ρ ὼ σς ὼ 

XIX. ὼ ς ὼ ς σὼ ς  

XX. ὼὼ ρ ςὼ ρ ρ 
XXI. ὼς σὼ ὼ 

XXII. τὼ ρ ςὼ σ ὼ σ ὼ ρ 

XXIII. ςὼ τ σσψ 
XXIV. ςὼ ρ φὼ ς 
XXV. ρπὼὼ ς σὼ ρ π 

 

10. Resolver las siguientes ecuaciones en ᴙ: 

1) ὼ φ ψπ 

2)  ὼ ρ 

3)  ὼ ρ  

4)  ὼ ρ σ  
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5)  σὼ ρ ρ 

6) υ ρσ 

7)  ὼ σ ὼ σ  

8)  ςὼ τ  

9)  ς 

10)   

11)  

 

Problemas que involucren ecuaciones cuadráticas  
 

 

 

En este apartado se aprenderá a resolver problemas con ecuaciones cuadráticas.  Para 
ello, se utilizará el método de los cuatro pasos de George Pólya (1887-1985), que 

consiste en lo siguiente: 
 

1) Entender el problema. 

2) Configurar un plan. 
3) Ejecutar el plan. 

4) Mirar hacia atrás. 
 

 

Ejemplo 1.48  

Determinar el valor de la constante Ὧ de tal manera que las raíces de la ecuación σὼ
τὼ Ὧ π sean iguales. 

 
Solución 

La ecuación posee las raíces iguales si el discriminante del trinomio σὼ τὼ Ὧ es igual a 

π.  Entonces,  

 
Ў τ τẗσẗὯ π 

ρφ ρςὯ π. 
ρςẗὯ ρφ 

Ὧ
ρφ

ρς
 

Ὧ
τ

σ
Ȣ 

 

Por lo tanto, si Ὧ   las raíces de la ecuación dada son iguales. ʉ 
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Ejemplo 1.49  

Determine el valor de Ὧ para que la ecuación ὼ Ὧ ρὼ Ὧ ς π posea una raíz nula.  

 
Solución 

Si Ὧ ς π, esto es, para Ὧ ς la ecuación poseerá una raíz nula. ʉ 

 

 

Ejemplo 1.50  

Determine para que valores la ecuación τὼ ὼ Ὧ π no posee raíces reales. 

 

Solución 
La ecuación τὼ ὼ Ὧ π no posee raíces reales sii Ў π.  Luego: 

Ў ρ τϽτϽὯ π 
ρ ρφὯ π 
ρφὯ ρ 

Ὧ . 

 

Por tanto, si Ὧᶰ ȟЊ  la ecuación no posee raíces reales. ʉ 

 

Ejemplo 1.51  

La suma de dos números es υ y su producto es ψτ.  Hallar dichos números. 

 
Solución 

Sea ὼ un número y υ ὼ el otro número.  De acuerdo con las condiciones del problema se 

construye la siguiente ecuación: ὼυ ὼ ψτȢ  Al resolverla se obtiene: 

 
ὼυ ὼ ψτ 
υὼ ὼ ψτ 
ὼ υὼ ψτ πȢ 
ὼ χ o ὼ ρςȢ 

 
Luego, los números son ρς y χ. ʉ 

 
 

Ejemplo 1.52  

La suma de dos números es ρπ y la suma de sus cuadrados es υψ. Halle ambos números. 

 
Solución 

Sea ὼ  un número y ρπ ὼ el otro número.  De acuerdo con las condiciones del problema 

se construye la siguiente ecuación: ὼ ρπὼ υψȢ  Al resolverla se obtiene: 

 
ὼ ρπὼ υψ 

ὼ ρππςπὼ ὼ υψ 
ὼ ρππςπὼ ὼ υψ π 

ςὼ ςπὼ τς π 
ὼ ρπὼ ςρ πȢ 
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ὼ χ Ï ὼ σ Ȣ 
 

Luego, los números son χ y σ. ʉ 

Ejemplo 1.53  

El producto de dos naturales consecutivos equivale a la suma de esos números aumentada 

en ρω. De ellos, ¿cuál es el número mayor? 

 
Solución 

Sea ὼ el número natural menor.  De acuerdo con las condiciones del problema se construye 

la siguiente ecuación: ὼὼ ρ ὼ ὼ ρ ρω.  Al resolverla se obtiene: 

 
ὼὼ ρ ὼ ὼ ρ ρω 
ὼ ὼ ςὼ ςπ 
ὼ ὼ ςὼ ςπ π 
ὼ ὼ ςπ π 
ὼ τ o ὼ υȢ 

 
La solución ὼ τ se descarta por ser ὼ un número natural.  Así, el número mayor es φ. ʉ 

 
 

 
 

Ejemplo 1.54  

El perímetro de un jardín rectangular es de σπ ὧά y su área es de υτ ὧά.  ¿Cuáles son sus 

dimensiones? 
 

Solución 
Sea ὼ la medida del ancho y ρυ ὼ la medida del largo.  De acuerdo con las condiciones 

del problema se construye la siguiente ecuación ὼρυ ὼ υτȢ  Al resolverla se obtiene: 

 
ὼρυὼ υτ 
ρυὼ ὼ υτ 
ὼ ρυὼ υτ πȢ 
ὼ φ o ὼ ωȢ 

 
Por lo tanto, la medida del ancho es φ y la medida del largo es ω. ʉ 

 

 
 

Ejemplo 1.55  

El producto de dos números negativos es ψπ. El número mayor excede en seis a la quinta 

parte del número menor. ¿Cuál es el número menor? 

 
Solución 
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Sea ὼ el número menor.  Luego si ώ representa el número mayor entonces ώ φ .  De 

acuerdo con las condiciones del problema se construye la siguiente ecuación:  ὼφ

ψπ.  Al resolverla se obtiene:  

   

ὼφ
ὼ

υ
ψπ 

φὼ
ὼ

υ
ψπ 

ὼ

υ
φὼ ψπ π 

ὼ σπὼ τππ

υ
π 

ὼ ρπ o ὼ τπȢ 
 

La solución ὼ ρπ se descarta por ser ὼ un número negativo.  Así, el número menor es 

τπ.  ʉ

 

Ejemplo 1.56  

La medida del largo de un rectángulo excede en τ a la medida del ancho. Si la medida del 

ancho y la del largo se aumentan en τ, entonces el área resultante es el doble que el área 

del rectángulo original. ¿Cuál es la medida del largo del rectángulo original? 
 

Solución 

Sea ὼ la medida del largo y ὼ τ la medida del ancho del rectángulo original. Entonces, 

por las condiciones del problema se forma la ecuación ὼ τ ὼ τ τ ςὼὼ τ.  Al 

resolverla se obtiene:  

 
ὼ τ ὼ τ τ ςὼὼ τ 
ὼὼ τ ςὼὼ τ 
ὼ τὼ ςὼ ψὼ 
ὼ τὼ ςὼ ψὼ π 

ὼ ρςὼ π 
ὼ π Ï ὼ ρς Ȣ 

 
La solución ὼ π se desecha porque el largo es mayor que π.  Por lo tanto, la medida del 

largo del rectángulo original es ρς. ʉ 

 
 

Ejemplo 1.57  

La hipotenusa de un triángulo rectángulo es una unidad más larga que uno de los catetos 
y σς unidades más larga que el otro ¿cuánto mide el cateto menor? 

 
Solución 

 
Sea ὼȡ la longitud de la hipotenusa; ὼ ρȡ la longitud de un cateto mayor y ὼ σςȡ la 

longitud del cateto menor.  Luego, por el teorema de Pitágoras se forma la ecuación 

ὼ ρ ὼ σς ὼ.  Al resolverla se obtiene:  
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ὼ ρ ὼ σς ὼ 

ὼ ςὼ ρ ὼ φτὼ ρπςτὼ 
ὼ φφὼ ρπςυπȢ 
ὼ ςυ Ï ὼ τρ Ȣ 

 
La solución ςυ se desecha porque al sustituir ὼ ςυ en la medida del cateto menor se 

obtiene  ςυσς χ π.  Por lo tanto, la medida del cateto menor es τρ σς ω. ʉ 

 
 

Ejercicios 2.4  

 
1) Hallar el valor de la constante Ὧ de tal manera que las raíces de la ecuación σὼ

τὼ Ὧ π sean iguales. 

2) Determine el valor de Ὧ de tal manera que 3 sea una raíz de la ecuación ὼ ςὼ

Ὧ π . 

3) Determinar el  valor de Ὧ de tal forma que la ecuación  ὼ ὼ Ὧ π tenga una raíz 

nula. 

4) Determinar el intervalo al que pertenece Ὧ de tal forma que la ecuación  Ὧὼ φὼ

υ π tenga sus raíces reales. 

5) Determinar el valor de la constante Ὧ de tal manera que las raíces de la ecuación 

σὼ σὼ Ὧ π  no sean reales. 

6) Determinar el intervalo al que pertenece Ὧ de tal forma que la ecuación  ὼ υὼ

Ὧ π no tenga sus raíces reales. 

7) Toda ecuación cuadrática se puede expresar en la forma ὼ ίὼὴ π, donde ί es 

la suma de las raíces y ὴ es el producto de ellas.  Determine, sin resolver la ecuación 

ςὼ ὼ φ π el valor del producto de las raíces. 

8) Determine el producto y la suma de las raíces de la ecuación τὼ ὼ σ π, sin 

necesidad de resolverla. 

9) La suma de dos números es ςσ y el producto es ρπς. ¿Cuáles son esos números? 

10) El producto de dos números negativos es ωπ.  El número mayor excede en χ a 

un tercio del número menor.  ¿Cuál es el número menor? 

11) El cuadrado del mayor de dos números positivos y consecutivos excede en ρππ 

al cuádruplo del mayor de ellos. ¿Cuál es el menor de esos números?   

12) El producto de dos números positivos es ς. Si el número mayor excede en  

al menor, entonces, ¿cuál es el número mayor? 

13) La diferencia de dos números es  .  Si el doble del número menor excede en 

σ al número mayor, entonces determine el número menor. 

14) Divida τπ en dos partes de modo que la suma de los cuadrados de estas partes 

sea igual a ψππ. 

15) La suma de los cuadrados de tres números es υτω.  Si el segundo es dos tercios 

del primero y el tercero es la mitad del primero, entonces ¿cuáles son los números?.  
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Si ὼ denota al primer número, determine una ecuación que permite resolver el 

problema. 

16) El producto de dos números enteros positivos es ςρφπ y el número menor es 

las tres quintas partes del número mayor. ¿Cuál es el número mayor?  

17) Si la medida del radio de un círculo se aumente en , entonces su área es . 

¿Cuál es la medida del radio del círculo original? 

18) Las longitudes de los lados de un triángulo rectángulo son φ ὼ, ρσ ὼ y ρτ

ὼ.  ¿Cuál es la longitud de la hipotenusa? 

19) Si la edad de ὓ excede en φ años a la edad de ὔ y la suma de los cuadrados 

de ambas es ςφπ años, entonces ¿Cuál es la edad en años de ὓ? 

20) El perímetro de un rectángulo es χφ y su área es de σφπ.  ¿Cuál es la medida 

del ancho del rectángulo? 

21) La diferencia entre el largo y el ancho de un rectángulo es χ. Si el área del 

rectángulo es χψ, entonces, ¿cuál es la medida del largo? 

22) El área de un rectángulo es ρυ.  Si la medida del largo es igual a τ aumentado 

en el triple de la medida del ancho,  entonces ¿cuál es la medida del largo del 

rectángulo?  

23) La medida del ancho de un rectángulo equivale a las tres cuartas partes de la 

medida del largo. Si el área es ρπψ, entonces, ¿cuál es la medida del ancho del 

rectángulo? 

24) La medida del largo de un rectángulo excede a la medida del ancho en seis 

unidades. Si la medida del ancho se aumente en dos unidades y la del largo se 

disminuye en tres unidades, el área será de σπ unidades cuadradas. ¿Cuál es la 

medida del largo del rectángulo original? 

25) Un trozo de alambre de ςπ ά de largo se corta en dos y cada pedazo se dobla 

para que tome la forma de un cuadrado. Si la suma de las áreas formadas por los 

cuadrados es de ρσ ά .  ¿Cuánto mide cada pedazo? 

26) Un trozo de alambre de ρππ ὧά de largo se corta en dos y cada pedazo se dobla 

para que uno forme un cuadrado y otro forme un círculo.  Si la suma de las áreas 

formadas es σωχ ὧά, entonces, ¿Cuánto mide cada pedazo? 

27) Si la longitud de cada lado de un cuadrado se aumenta en  φ,  entonces el área 

del cuadrado que se forma es cuatro veces el área del cuadrado original.  ¿Cuál es 

el perímetro del cuadrado original? 

28) Si cada una de las longitudes de dos lados opuestos de un cuadrado se duplica 

y cada una de las longitudes de los otros lados se disminuye en ς ὧά, entonces el 

área del rectángulo resultante es de σς ὧά mayor que el área del cuadrado original. 

29) Si la longitud de cada lado de un cuadrado aumenta en 12, y se obtiene otro 

cuadrado con un área igual, nueve veces al área del cuadrado inicial, entonces, ¿cuál 

es el área del cuadrado inicial? 
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30) Un terreno rectangular de υπ ά por ςτ ά se cubre completamente de zacate y 

se rodea por una acera de cemento de ancho uniforme. Si el área cubierta por dicha 

acera es de τψπ ά , entonces ¿cuál es la medida del ancho de la acera? 
 

 

Función cuadrática 
 

 

Se llama función cuadrática o parábola a la función Ὢ tal que 

 

Ὢȡὃ ᴙ 

Ὢὼ ὥὼ ὦὼὧ 
 

donde ὥȟὦȟὧɴ ᴙ , ὥ π y ὼ  es una variable. 

 

 

Para graficar una parábola se necesitan tres elementos: la(s) intersección(es) con el eje ὼ, la intersección con el eje ώ y el vértice. 

 

Una parábola es cóncava hacia arriba (tiene la forma ἇ)  si ὥ π.  Una parábola es cóncava hacia abajo (tiene la forma Ẕ)  si ὥ π. 
 

La intersección con el eje ● se determina resolviendo la ecuación Ὢὼ π. πȟὧ es el punto de intersección con el eje ώ. 

 

Toda parábola tiene o un punto máximo o un punto mínimo.  Este punto corresponde al vértice:  

 

ὠ ȟ  , con ɝ ὦ τὥὧ. 

 

Si ╪  el vértice es un punto máximo y si ╪  el vértice es un punto mínimo.  

 

 

a recta ὼ  se llama eje de simetría. 

 

 

Resumen función cuadrática: Sea Ὢȡᴙ ᴙ tal que Ὢὼ ὥὼ ὦὼ ὧ.  Luego: 

 

 

 si ╪ π si ╪ π 
Concavidad Hacia arriba. Hacia abajo. 

Ámbito de Ὢ ɝ

τὥ
ȟЊ  Њȟ

ɝ

τὥ
 

Ὢ crece en ὦ

ςὥ
ȟЊ  Њȟ

ὦ

ςὥ
 

Ὢ decrece en 
Њȟ
ὦ

ςὥ
 

ὦ

ςὥ
ȟЊ  

Vértice ὦ

ςὥ
ȟ
ɝ

τὥ
 

(Punto mínimo) 

ὦ

ςὥ
ȟ
ɝ

τὥ
 

(Punto máximo) 

 

 

 

 

 Ejemplo 1)  

Efectúe la gráfica de Ὢὼ ὼ ςὼ ρ. 

 

Solución 

Intersección con el eje ὼ: ρȟπ.  

Intersección con el eje ώ:  πȟρ. 

 

 

 Ejemplo 10)  

Sea Ὢȡςȟσ ᴙ tal que Ὢὼ ὼ.  Determine si es cierto 

que Ὢὼ π ὼᶅȟὼɴ Ὀ. 

 

Solución 



144 

 

Vértice:  ȟ ȟ ρȟπ.  

La gráfica de la función Ὢ es: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Ejemplo 2)  

Efectúe la gráfica de Ὢὼ ςὼ ςὼ τ. 
Solución 

ςὼ ςὼ τ ςὼ ς ὼ ρ 

 

y ɝ ὦ τὥὧ τ τẗςẗτ σφ .  
 

Intersección con el eje ὼ: ςȟπ y  ρȟπ. 

Intersección con el eje ώ:  πȟτ. 

Vértice: ȟ ȟ πȢυȟτȢυ  

La gráfica de la función Ὢ es: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Ejemplo 3)  

Efectúe la gráfica de Ὢὼ ὼ ὼ φ. 
 

Solución 

ὼ ὼ φ ὼ ς ὼ σ 

 

y ɝ ὦ τὥὧ ρ τẗρẗφ ςυ .  
 

Intersección con el eje ὼ: ςȟπ y  σȟπ. 

Intersección con el eje ώ:  πȟφ. 

Vértice: ȟ ȟ πȢυȟφȢςυ  

La gráfica de la función Ὢ es: 

 

 

 

 

 

 

 

Cierto.  Ὢς τȟὪσ ω  y Ὢὼᶰ ωȟτ  y así 

Ὢὼ π ὼᶅȟὼɴ Ὀ. ʉ 

 

 

 Ejemplo 11)  

Determine dónde la función Ὢὼ ὼ ςὼ σ es creciente. 

 

Ὢ  Uen Њȟ Њȟ
ẗ

Њȟρ. ʉ 

 

 

Ejemplo 12)  

Sea Ὢὼ ὥὼ ὦὼὧ con ὥ π.  Si Ὢπ ρ y el vértice 

de la gráfica de Ὢ es ρȟπ, determine el valor de ὥ y concluya si 

la gráfica es cóncava hacia abajo o hacia arriba.   

 

Solución 

ὠ ȟ τȟπ.  Luego ȟ πᵼɝ π.  ρᵼὦ

ςὥ.  

Ὢπ ρᵼὧ ρ.  Así Ὢὼ ὥὼ ςὥὼ ρ y  ɝ ὦ
τὥὧ τὥ τὥ πᵼὥ π o ὥ ρ.  Puesto que ὥ π 
entonces ὥ ρ y la gráfica es cóncava hacia abajo. ʉ 

 

 Ejemplo 13)  

Determine el vértice de la función Ὢὼ σὼ ς ὼ σ  y 

concluya si la función posee un máximo o un mínimo. 

 

Solución 

Ὢὼ σὼ σὼ ρψ.    
 

ὠ
ὦ

ςὥ
ȟ
ɝ

τὥ

σ

φ
ȟ
ςςυ

ρς

ρ

ς
ȟ
ςςυ

ρς
 

ρ

ς
ȟ
χυ

τ
Ȣ 

 

Como la gráfica de Ὢ es cóncava hacia abajo entonces la función 

posee un máximo absoluto. ʉ 

 Ejemplo 14)  

Determine si Ὢȡᴙ ᴙ tal que Ὢὼ ὥὼ ὦὼὧ es 

inyectiva. 

 

Solución 

No es inyectiva. ʉ 

 

 

 Ejemplo 15)  

Determine el eje de simetría de Ὢὼ  

 

Solución 

ὼ
ὦ

ςὥ

υ
ς

ςẗ
ρ
ς

υ

ς
Ȣʉ  

 

 Ejemplo 16)  

Determine si la función ὪȡπȟЊ ρȟЊ   tal que Ὢὼ
ὼ ρ es biyectiva. 

 

ὼ 

ώ 

ρ 

ρ 

ὼ 

ώ 

σ ς πȢυ 

φ 
φȢςυ 

ὼ 

ώ 

τ 

ς ρ πȢυ 

τȢυ 
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 Ejemplo 4)  

Efectúe la gráfica de Ὢὼ ὼ ὼ ρ. 

Solución 

ɝ ὦ τὥὧ ρ τẗρẗρ σ .  
 

Intersección con el eje ὼ: No tiene. 

Intersección con el eje ώ:  πȟρ. 

Vértice: ȟ ȟ πȢυȟπȢχυ  

 

La gráfica de la función Ὢ es: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ejemplo 5)  

Determine el ámbito de la función Ὢὼ ὼ ὼ ς.  

Solución 

)Í Ὢ
ɝ

τὥ
ȟЊ

ρ τẗρẗς

τẗρ
ȟЊ  

ω

τ
ȟЊ Ȣʉ  

 

 Ejemplo 6)  

Determine dónde la función Ὢὼ ὼ ςὼ σ es positiva. 

 

Solución 

ɝ ὦ τὥὧ τ τẗρẗσ ρφ .  
Ὢὼ ὼ ςὼ σ π si ὼ σ o ὼ ρ.  Así Ὢ π en 

ρȟσ. ʉ 

 

 

 

 Ejemplo 7)  

Determine el vértice de la función Ὢὼ ὼ ὼ φ. 

 

Solución 

ὠ ȟ ȟ πȢυȟφȢςυ. ʉ 

 

 Ejemplo 8)  

Determine la intersección con el eje ὼ para Ὢὼ ὼ ὼ ρς 
 

Solución 

ɝ ὦ τὥὧ ρ τẗρẗρς τχ  por lo que la gráfica de Ὢ 

no corta al eje ὼ.  ʉ

 

Solución 

Ὢ es inyectiva pues Ὢὼ Ὢώᵼὼ ρ ώ ρ ᵼȿὼȿ
ȿώȿᵼὼ ώ .   

 

Ὢ es sobreyectiva pues   

 

)Í Ὢ
ɝ

τὥ
ȟЊ

π τ

τẗρ
ȟЊ ρȟЊ  

 

Luego, Ὢ es biyectiva por lo que posee inversa. ʉ 

 

 

 Ejemplo 17)  

Sea  ὪȡὈ ᴙ tal que Ὢὼ ὥὼ ὦὼὧ  con ὥ πȟὧ π.  

Determine cuántas veces interseca la gráfica al eje ὼ. 

   

Solución 

En dos pues la gráfica tiene la siguiente manera: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Ejemplo 18)  

Un objeto se lanza desde un edificio de ρυ ά de altura a una 

velocidad de  ρπ άϳί. La  altura del nivel del suelo en un 

instante ὸ viene dada por:  

 

Ὤὸ  υὸ ρπὸ ρυ 
 

1. Determinar la altura máxima. 

2. Determine el número de segundos t  para que el objeto 

choque contra el suelo. 

 

Solución 

1.  ὠ ȟ ȟ ρȟςπ .  Luego, la 

altura máxima es de ςπ ά. 

 

2.  

  π  υὸ ρπὸ ρυ 
π  υὸ ρπὸ ρυ 
ὸ ρ ὸ σ π 
ὸ  σ o ὸ ρȢ 

 

Luego, objeto chocará contra el suelo en σ ί Ȣʉ  

 

 

 

 

 Ejemplo 19)  

Sea ὃὼ ὼ ρπὼ υπ el área de un cuadrado donde ὼ es la 

medida de uno de los lados.  Determine el valor del área mínima. 

ὼ 

ώ 

ρ 

πȢυ 

πȢχυ 

ὼ 

ώ 

ὼ 

ὧ 

ὼ 
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 Ejemplo 9)  

Determine la intersección con el eje ώ para Ὢὼ σὼ ὼ υ. 
 

Solución 

La intersección con el eje ώ es πȟυ.  ʉ

 

 

Solución 

 

ὠ
ὦ

ςὥ
ȟὪ

ὦ

ςὥ

ρπ

ς
ȟςυ υȟςυȢ 

 

El valor mínimo es ὃ ςυ. ʉ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ejercicios 1.  

 

(A) Sea Ὢ una función cuadrática, tal que Ὢȡρȟτᴼᴙ, con 

Ὢὼ ὼ τὼ. ¿Cuál es el ámbito de Ὢ? 

  

 σȟπ 

 τȟπ 

 τȟσ 

 τȟЊ  
 

 

(B) Para la función Ὢ dada por Ὢὼ σὼ φὼ ωȟ analice 

las siguientes proposiciones: 

   

(A) La gráfica de Ὢ interseca al eje ͼὼͼ en dos puntosȢ 
(B) Ὢ es creciente en el intervalo Њȟρ. 

 

De ellas, ¿cuáles son verdaderas? 

 

V  Ambas 

V  Ninguna  

V  Solo la I 

V  Solo la II 

 

 

(C) Las siguientes proposiciones se refieren a la función Ὢ dada 

por  Ὢὼ ὼὼ ρ.  

 

(A)  Ὢὼ π, si ὼɴ πȟρ. 

(B) La gráfica de Ὢ interseca el eje ώ en πȟρ. 

 

De ellas, ¿cuáles son verdaderas? 

 

 Ambas 

 Ninguna 

 Solo la I 

 Solo la II 

 

 

 

(D) La función Ὢ dada por Ὢὼ τὼ ρ  es estrictamente 

creciente en 

 

(X) Sea la función Ὢ dada por Ὢὼ τὼ ὲὼ ω, con ὲᶰ
ᴙ.   Si  el vértice de la gráfica de Ὢ es ὴȟπ con ὴ π, 
entonces el valor de ὴ es  

 

1.  

2.  

3.  

4.  

 

 

(Y) Las siguientes proposiciones se refieren a la función Ὢ dada 

por Ὢὼ .  

 

(A) El eje de simetría de la gráfica de Ὢ es ὼ . 

(B) La gráfica de Ὢ interseca el eje ͼώͼ en πȟσ  

 

De ellas, ¿cuáles son verdaderas? 

 

1. Ambas. 

2. Ninguna.  

3. Solo la I. 

4. Solo la II. 

 

(Z) Un punto del gráfico de la función Ὢ dada por Ὢὼ
ὼ ς ς es 

  

1. πȟς 

2. σȟσ 

3. ρȟρ 

4. ςȟρπ 
 

 

(AA) La función Ὢ dada por Ὢὼ ρςὼ ςὼ ρω es 

creciente en 

 

Î Њȟρ 

Î ρȟЊ  

Î σȟЊ  

Î Њȟσ 
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 Њȟρ 

 ρȟЊ  

 Њȟπ 

 πȟЊ  
 

(E) Sea Ὢ la función dada por Ὢȡ τȟπᴼᴙ, con Ὢὼ
ὼ τὼ. ¿cuál es el ámbito de Ὢ? 

 

a. πȟτ 

b. ςȟτ 

c. τȟπ 

d. Њȟτ 

 

 

 

(F) Considere las siguientes proposiciones para la función Ὢ 

dada por Ὢὼ ὼ ω: 
 

 

(A) ρρ es un elemento del ámbito de Ὢ. 

(B) La gráfica de Ὢ interseca el eje ͼὼͼ en dos puntos. 

 

De ellas, ¿cuáles son verdaderas? 

 

1) Ambas. 

2) Ninguna. 

3) Solo la I. 

4) Solo la II. 

 

 

 

(G) Las siguientes proposiciones se refieren a la función Ὢ dada 

por Ὢὼ ὼ ρ: 
 

a. El ámbito de Ὢ es ᴙ . 

b. El eje de simetría de la gráfica de Ὢ está dada por ὼ ρ 
 

De ellas, ¿cuáles son verdaderas? 

 

 Ambas. 

 Ninguna. 

 Solo la I. 

 Solo la II. 

 

 

 

 

(H) Sea Ὢ una función cuadrática dada por Ὢὼ ὥὼ τὼ
υ. Si ὼ ρ es el eje de simetría de la gráfica de Ὢ, 

entonces, la imagen de σ en Ὢ es   

 

a. ρ 
b. φ 
c. ρρ 
d. ρρ 

 

 

(BB) Sea Ὢ una función dada por Ὢὼ , un intervalo 

donde Ὢ es creciente es  

 

a. Њȟπ 

b. Њȟς 

c. ρȟЊ   

d. τȟЊ   

 

 

(CC) En una tienda donde se venden calculadoras se ha 

encontrado que cuando las calculadoras se venden a un 

precio “ὼ” dólares por unidad, el ingreso “ὶ” como una 

función del precio está dada por ὶὼ χυπὼ
ρυπππὼ. ¿Cuál debe ser el precio unitario en dólares para 

que el ingreso sea máximo?    

 

1. υ 
2. ρπ 
3. ςπ 
4. ψπ 

 

(DD) Considere las siguientes proposiciones referidas a la 

función Ὢ dada por Ὢὼ τȟωὼ ςπὼ σπ, que 

describe la trayectoria a los ͼὼͼ segundos de haberse 

lanzado un proyectil hacia arriba, desde el techo de un 

edificio: 

 

(A) La altura del edificio desde donde se lanza el proyectil es de 

ςπ. 
(B) En su trayectoria, la altura máxima que alcanza el proyectil, 

respecto al plano de donde se lanzó es de aproximadamente 

υπȟτρ. 
 

De ellas, ¿cuáles son verdaderas? 

 

1. Ambas 

2. Ninguna 

3. Solo la I 

4. Solo la II 

 

(EE) Si la productividad ͼὴͼ de una empresa con ͼὼͼ cantidad de 

empleados está dada por ὴὼ ὼ ρφπὼ entonces, 

¿cuántos empleados garantizan la productividad máxima 

de la empresa? 

 

1. τπ 
2. ψπ 
3. ρφπ 
4. φτππ 

 

(FF) La producción “ὖ” en kilogramos de manzanas de una 

finca está dada por ὖὼ υππὼ υὼ, donde “ὼ” es el 

número de árboles por hectárea. ¿Cuál es el número de 

árboles por hectárea que hace que la producción total sea 

máxima?    

 

a) υπ 
b) ρππ 
c) ωσχυ 
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(I) Considere las funciones Ὢ y Ὣ cuyo criterio se da a 

continuación. 

 

Ὢὼ ὼ ρ                             Ὣὼ ὼ ρ  
 

De ellas, ¿cuáles son estrictamente crecientes en πȟЊ  ? 

 

a. Solo la Ὢ. 

b. Solo la Ὣ. 

c. La Ὢ y la Ὣ. 

d. Ni la Ὢ ni la Ὣ. 

 

 

(J) Sea Ὢ una función cuadrática dada por Ὢὼ ὥὼ ὦὼ
ὧ. Si  Ὢπ ρ y el vértice de la gráfica de Ὢ es ρȟπ, 

entonces con certeza se cumple que  

 

(A) ὦ πȟЎ π 
(B) ὦ πȟЎ π 
(C) ὦ ρȟЎ π 
(D) ὦ ρȟЎ π 
 

 

(K) Sea Ὢ una función dada por Ὢὼ , un intervalo 

donde Ὢ es estrictamente creciente es 

 

(A) Њȟπ 

(B) Њȟς 

(C) ρȟЊ  

(D) τȟЊ  

 

 

(L) Considere las siguientes proposiciones para la función Ὢ 

dada por Ὢὼ ὼ ω.  
 

(A) La gráfica de Ὢ interseca el eje ὼ en dos puntos. 

(B) Si ὼɴ ᴙ, entonces Ὢὼ π. 
 

De ellas, ¿cuáles son verdaderas? 

 

(A) Ambas 

(B) Ninguna 

(C) Solo la I 

(D) Solo la II 

 

 

 

 

 

 

(M) Sea Ὢ una función cuadrática dada por Ὢὼ ὥὼ φὼ
υ. Si  ὼ ς es el eje de simetría de la gráfica de Ὢ, 

entonces el ámbito de Ὢ es 

 

1. ρȟЊ  

2. Њȟρ 

3. ρȟЊ  

4. Њȟρ 

d) ρςυππ 

 

(GG) El fabricante de un artículo ha determinado que el ingreso 

en dólares ͼὍͼ en términos del precio de venta ͼὼͼ está dado 

porὍὼ ρωπὼ. ¿Cuál es el ingreso máximo que 

puede obtener el fabricante? 

 

1) ωυ 
2) ρωπ 
3) ρψ πυπ 
4) σφ ρππ 

 

 

 

(HH) Considere el siguiente enunciado: 

 

“Sea la función cuadrática Ὢ de la forma Ὢὼ ὥὼ ὦὼτ, 
tal que, al gráfica  interseca el “eje ὼ” en el único punto ςȟπ”. 

De acuerdo con el anterior enunciado, considere las siguientes 

proposiciones: 

 

(A) El ámbito de Ὢ es πȟЊ   

(B) La gráfica de Ὢ es cóncava hacia arriba. 

 

De ellas, ¿cuáles son verdaderas? 

a. Ambas. 

b. Ninguna.  

c. Solo la I. 

d. Solo la II 

 

(II) Se tiene φπ ά de alambre para hacer una cerca de una sola 

vuelta de un jardín rectangular sin que sobre alambre. Si la 

cerca se debe colocar únicamente en tres lados porque el 

otro lado limita con una pared, entonces ¿cuál es el área 

máxima que se puede cercar? 

 

a. ςςυ ά  

b. σππ ά  

c. τυπ ά  

d. σφππ ά  
 

(JJ) Sea Ὢ una función dada por  Ὢὸ ςπὸ τȟωὸ υπ que 

describe la trayectoria a los ͼὸͼ segundos de una piedra 

lanzada hacia arriba desde el techo de un edificio.  ¿Cuál 

es aproximadamente el tiempo en segundos necesario para 

que la piedra alcance su máxima altura con respecto al 

suelo? 

 

a. πȟρς 
b. πȟςυ 
c. ςȟπτ 
d. τȟπψ 
 

 

(KK) La función ingreso se determina al multiplicar la cantidad 

de unidades ͼὼͼ de un producto vendido por su precio de 

venta ͼὴͼ. Si el precio de venta está modelado por ὴὼ

υππ, entonces, el ingreso máximo es 
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(N) Para la función Ὢ con Ὢὼ ὼὼ ς, se cumple que  

Ὢὼ π para toda ὼ que pertenece a  

 

2.1 πȟς 

2.2 ρȟρ 

2.3 ρȟЊ  

2.4 πȟЊ  

 

 

 

(O) Sea Ὢ un función cuadrática dada por Ὢὼ ὥὼ ὦὼ
ς. Si ὼ σ es el eje de simetría de la gráfica de Ὢ y Ὢσ
π, entonces se cumple con certeza que  

 

1. ὥ πȟὦ π  
2. ὥ πȟὦ π  
3. ὥ πȟὦ π  
4. ὥ πȟὦ π  
 

 

 

(P) La función Ὢ dada por Ὢὼ ρ ςὼ ὼ es 

estrictamente creciente en  

 

a. Њȟρ 

b. ρȟЊ  

c. Њȟ  

d. ȟЊ  

 

 

(Q) Considere las funciones Ὢ y Ὣ dadas respectivamente por 

Ὢὼ ὼ ω y  Ὣὼ ὼ σ . ¿Cuáles de ellas tienen 

a πȟЊ  como ámbito? 

 

a. Solo la Ὢ. 

b. Solo la Ὣ. 

c. La Ὢ y la Ὣ. 

d. Ni la Ὢ ni la Ὣ. 

 

 

(R) Sea Ὢ una función cuadrática dada por Ὢὼ ὥὼ ὦὼ
τ.  Si ρȟχ es el vértice de la gráfica de Ὢȟ entonces con 

certeza se cumple que 

 

a. ὥ πȟὦ π 
b. ὥ πȟὦ π 
c. ὥ πȟὦ π  
d. ὥ πȟὦ π 

 

 

 

(S) Las siguientes proposiciones se refieren a la función Ὢ dada 

por Ὢὼ ὼ ὦὼ ὧ, cuyo vértice es ρȟπ. 

 

(A)   Ὢὼ πȟ si  ὼɴ ᴙ. 

 

1. ρςυπ 

2. σχυπ 

3. ρπ πππ 
4. σρς υππ 
 

(LL) Si el ingreso ͼὙͼ obtenido por vender ͼὴͼ unidades de un 

producto está dado por Ὑὴ τὴ ςπψππππὴ, 

entonces, ¿cuántas unidades del producto deben venderse 

para maximizar el ingreso? 

 

a.  ρσππππ 

b.  ςφππππ 

c. υςππππ 

d.  ςπψππππ 
 

(MM) Sea Ὢ la función dada por Ὢὸ ςπὸ τȟωὸ υπ que 

descibe la trayectoria en metros a los ὸ segundos de una 

piedra lanzada hacia arriba desde el teccho de un edificio. 

¿Cuál es aproximadamente la máxima altura en metros, con 

respecto al suelo, que alcanza la piedra? 

 

a. υπȟπσ 
b. υςȟσσ 
c. υτȟυς 
d. χπȟτρ 

 

(NN) El área ὃ de un rectángulo está dada por ὃὼ ὼ
ρππὼ, donde ὼ es la medida de uno de sus lados, ¿cuál es 

el área máxima que puede tener ese rectángulo? 

 

a. ρππ 
b. ρςυπ 

c. ςυππ 

d. χυππ 

 

(OO) Un objeto que se lanza verticalmente hacia arriba, alcanza 

una altura Ὤ en metros dada por  Ὤὸ τȟωὸ ρπὸ, 
donde ὸ es el tiempo en segundos que tarda en alcanzar esa 

altura. ¿Cuál es aproximadamente la máxima altura que 

puede alcanzar ese objeto?  

 

I. ρȟπς ά 

II. υȟρπ ά 

III. ρπȟππ ά 

IV. ρτȟωπ ά 

 

(PP) La ganancia ͼὋͼ en colones obtenida por la venta de 

borradores está dada por Ὃὼ ρππὼ ὼ donde ͼὼͼ es 

el precio en colones de cada borrador.  Si no se obtienen 

ganancias, entonces, ¿cuál es un posible precio de cada 

borrador vendido?  

 

Î υπ 
Î ρππ 
Î πȟυπ 
Î ςυππ 
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(B) Ὢ es estrictamente creciente en ρȟЊ  

 

De ellas, ¿cuáles son verdaderas? 

 

a) Ambas. 

b) Ninguna. 

c) Solo la I. 

d) Solo la II. 

 

 

(T) Sea Ὢ una función cuadrática dada por Ὢὼ ὼ ὧ, con 

ὧ π.   Si Ὢὼ π, entonces 

 

a) ὼɴ ὧȟὧ 

b) ὼɴ ЊȟЍὧ 

c) ὼɴ ЍὧȟЊ  

d) ὼɴ ЍὧȟЍὧ 

 

 

(U) ¿En cuál de los intervalos dados la función Ὢὼ ςὼ
ρυ ὼ es creciente? 

 

a) ρȟЊ  

b) Њȟρ 

c) Њȟρ 

d) ρȟЊ  

 

 

(V) Para la función Ὢ dada por Ὢὼ ὼ υὼ, un intervalo 

donde Ὢὼ π es 

 

(1.1) πȟυ 

(1.2) ȟυ 

(1.3) πȟ  

(1.4) Њȟπ 
 

(W) Considere las funciones Ὢ, Ὣ “y” Ὤ dadas por Ὢὼ
ὼ τȟὫὼ ὼ φὼ ω y Ὤὼ ὼ ὼ ρ.  De 

ellas, ¿cuáles gráficas intersecan al eje “ὼ” en un único 

punto? 

  

V Solo Ὢ  

V Solo Ὣ 

V Solo Ὢ y Ὣ 

V Solo Ὣ y Ὤ 

 

 

(QQ) La efectividad ͼὉͼ de un comercial de televisión visto ͼὼͼ 

veces por los televidentes está dada por Ὁὼ ὼ

ὼ. ¿Cuántas veces debe verlo un televidente para 

obtener la efectividad máxima?    

 

1. ρπ 
2. ρυ 
3. σπ 
4. φπ 

 

(RR) En una tienda donde se venden calculadoras, se ha 

encontrado que cuando las calculadoras se venden a un 

precio de ͼὼͼ dólares por unidad, el ingreso ͼὶͼ como una 

función del precio está dada por ὶὼ χυπὼ
ρυπππὼ. ¿Cuál debe ser el precio unitario en dólares para 

que el ingreso sea máximo?  

 

Î υ 
Î ρπ 
Î ςπ 
Î ψπ 

 

(SS) Un objeto se lanza verticalmente hacia arriba con una 

velocidad de magnitud ͼὺͼ en άȾί.  La altura en metros a 

los ͼὸͼ segundos está dada por Ὤὸ τȟωὸ ὺϽὸ, si el 

objeto alcanza una altura de τ ά a los φ ίȟ entonces el valor 

de ὺ es aproximadamente    

 

1.  ρπȟτχ 
2.  σπȟπχ 
3.  ρππȟπ 
4.  ρυςȟτ 

 

 

 

(TT) El fabricante de un artículo ha determinado que el ingreso 

en dólares Ὅ en términos del precio de vente ὼ está dado por 

Ὅὼ ρωπὼ. ¿Cuál es el ingreso máximo que puede 

tener el fabricante? 

 

1. Α ωυ 
2. Α ρωπ 
3. Α ρψ πυπ 
4. Α σφ ρππ 
 

 

 

 
Capítulo 4: Estadística y probabilidad 

 

Estadística 

Es la disciplina que permite recopilar, organizar, sintetizar y analizar datos o hacer 
inferencias de ellos. 
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Población y muestra 

La población de un estudio corresponde a la totalidad de los individuos que se pretende 
estudiar. Cuando la población es muy grande como para trabajar con todos sus miembros, 

se selecciona una parte de ella para hacer el estudio. Esa selección recibe el nombre de 
muestra. 

 
Variables estadísticas 

Son las características estudiadas en un trabajo estadístico. Se clasifican de la siguiente 
manera: 

Tipo de variable estadística Concepto 

Cualitativas 

Son atributos que no se pueden expresar 
con cantidades numéricas. Por ejemplo: 

color de cabello, materia abarcada en un 
libro, etc. 

Cuantitativas 

Discretas 

Los valores de un intervalo real que se le 
pueden asignar son determinados. Por 

ejemplo: la talla de los zapatos o la 

cantidad de hijos de una persona. 

Continuas 

Pueden tomar cualquiera de los valores 

de un intervalo real. Por ejemplo: la 
estatura en metros, el tiempo en 

minutos, la masa en kilogramos, etc. 

 
Por ejemplo, se pueden clasificar las siguientes variables: 

Variable Tipo 

Calidad de un producto (bueno, regular o malo) Cualitativa 

Número de años laborados en una empres Cuantitativa continua 

Cantidad de artículos diarios vendidos en un 
negocio 

Cuantitativa discreta 

Tipo de programa televisivo favorito (noticieros, 

telenovelas, reality show, etc) 
Cualitativa 

Cantidad de habitantes de una casa Cuantitativa discreta 

Cantidad de litros de gasolina vendidos por un 

pisteros 
Cuantitativa continua 

 

Dato estadístico 
Es cada uno de los valores que se le asignan a una variable en el transcurso de un estudio. 

 
Distribuciones de frecuencias 

La frecuencia de una variable estadística se refiere a cuántas veces se repite cada valor 
en una lista. Se pueden identificar tres tipos: 

Tipo de frecuencia Concepto 

Absoluta  Cantidad exacta de veces que se repite el valor o de 
valores del intervalo. 

Relativa  Corresponde a la frecuencia absoluta dividida por el 

total de datos. 
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Relativa porcentual  Es la frecuencia relativa multiplicada por ρππ. Se 

expresa con la notación de porcentaje. 

 
Dependiendo del tipo de variable, este tipo de distribuciones se trabaja de forma diferente. 

Las cualitativas y las cuantitativas discretas ya se trabajaron en octavo año. Por ejemplo, 
de acuerdo con los datos que se le presentan, correspondientes a las edades de los 

empleados de un Call Center, en años cumplidos, se puede completar la distribución de 
frecuencias: 

 

 

21 23 24 25 23 

21 22 21 23 24 

22 22 24 21 22 

23 24 25 23 21 

22 24 23 25 21 

24 23 21 24 23 

22 22 24 25 23 

21 21 21 23 22 

24 25 23 22 21 

22 23 24 21 22  

Dato 
Frecuencia 

absoluta 

Frecuencia 

relativa 

Frecuencia 

relativa 

porcentual 

21 12 0,24 24% 

22 11 0,22 22% 

23 12 0,24 24% 

24 10 0,20 20% 

25 5 0,10 10% 

Total 50 1 100% 

Sin embargo, la frecuencia absoluta para las variables cuantitativas continuas se trabaja 

por intervalos, pues todos los valores son diferentes. Antes de introducir cómo se trabajan, 
es necesario aclarar algunos conceptos: 
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Concepto Descripción 

Amplitud general, rango 

o recorrido  

Es la diferencia entre el mayor valor y el 

valor menor que toma la variable. Para 

poder determinarlo, es necesario ordenar los 

datos. 

Clase o inter valo  Es un conjunto que contiene al menos un 

dato estadístico. Se sugiere calcular la 

cantidad de clases como Ѝὲ, donde ὲ 

corresponde a la totalidad de datos. Siempre 

se redondea. Se recomienda que sean entre 

υ y ρπ. 

Amplitud de clase  Es el tamaño de cada clase. Se obtiene al 

dividir el rango por la cantidad de clases. 

Siempre se redondea. 

Límites de clase  Son los valores que delimitan las clases. El 

límite menor (o inferior) es el mínimo valor 

de la clase, mientras que el límite mayor (o 

superior) corresponde al máximo valor de la 

clase. Generalmente se utiliza una menor 

unidad para determinarlos. Por ejemplo, si 

los datos son números enteros, los límites se 

determinan con números que contengan una 

posición decimal (décimas). 

Marca de clase  Es el valor medio de la clase se obtiene al 

sumar el límite superior y el límite inferior y 

luego dividir ese resultado por ς. 

Frecuencia absoluta de 

la clase  

Corresponde a la cantidad de datos que 

pertenecen a la clase, por lo que éstos 

pueden ser diferentes. 

Frecuencia relativa de la 

clase  

Corresponde a la frecuencia absoluta de la 

clase dividida por el total de datos. 

Frecuencia relativa 

porcentual  

Es la frecuencia relativa multiplicada por ρππ. 
Se expresa con la notación de porcentaje. 
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Para comprender el uso de cada uno de los conceptos, se resuelve el siguiente ejemplo: 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

Primero se debe ordenar los datos, preferiblemente de menor a mayor: 
18 19 20 20 21 22 22 23 24 24 

25 25 26 26 26 27 27 27 27 27 
28 28 28 29 31 31 31 32 32 32 

33 34 34 35 35 36 36 36 36 36 
36 37 37 37 38 38 38 39 40 40 

 
Así, se tienen los siguientes cálculos: 

 

Concepto Descripción 

Amplitud general, rango o recorrido  τπ ρψ ςς 

Clase o intervalo  La cantidad de clases es Ѝυπ χ. 

Amplitud de clase  ςς χ σ 

Límites de clas e Como el menor valor es ρψ, se comenzará la 

primera clase en ρψπȟυ ρχȟυ. 

Los siguientes límites son: ρχȟυ σ ςπȟυ 

ςπȟυ σ ςσȟυ 

ςσȟυ σ ςφȟυ 

ςφȟυ σ ςωȟυ 

ςωȟυ σ σςȟυ 

σςȟυ σ συȟυ 

συȟυ σ σψȟυ 

σψȟυ σ τρȟυ 

Debido a que la sétima clase no llega al 

máximo valor, se añade una clase más. 

Se efectúa un estudio de acuerdo a una muestra de υπ automóviles de 

una determinada marca, con respecto al consumo de combustible en 
litros redondeados a la unidad más próxima, cuando el vehículo abarca 

una distancia de συπ kilómetros: 

27 34 31 29 27 24 23 36 37 31 

38 36 36 36 34 32 38 25 38 26 
22 32 36 27 27 32 28 31 28 39 

18 20 25 27 33 37 40 37 26 36 

20 26 40 21 35 35 22 24 28 19 
 

Elabore una tabla de frecuencias que permita agrupar estos datos de 
una mejor forma. 
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Concepto Descripción 

Marca de clase  Las marcas de las ocho clases son: 

ρχȟυ ςπȟυ ς ρω 

ςπȟυ ςσȟυ ς ςς 

ςσȟυ ςφȟυ ς ςυ 

ςφȟυ ςωȟυ ς ςψ 

ςωȟυ σςȟυ ς σρ 

σςȟυ συȟυ ς στ 

συȟυ σψȟυ ς σχ 

σψȟυ τρȟυ ς τπ 

 

 

Así, la distribución de frecuencias solicitada quedaría de la siguiente forma: 

Clase 
Marca de 
la clase 

Frecuencia 

absoluta 

Frecuencia 

relativa 

Frecuencia relativa 

porcentual 

ρχȢυȟςπȢυ ρω τ πȟπψ ψϷ 

ςπȢυȟςσȢυ ςς τ πȟπψ ψϷ 

ςσȢυȟςφȢυ ςυ χ πȟρτ ρτϷ 

ςφȢυȟςωȢυ ςψ ω πȟρψ ρψϷ 

ςωȢυȟσςȢυ σρ φ πȟρς ρςϷ 

σςȢυȟσυȢυ στ υ πȟρπ ρπϷ 

συȢυȟσψȢυ σχ ρς πȟςτ ςτϷ 

σψȢυȟτρȢυ τπ σ πȟπφ φϷ 

Total υπ ρ ρππϷ 

 
Gráficos estadísticos 

Con los datos ordenados en distribuciones de frecuencias, y utilizando para rotular las 
clases los límites o las marcas, es posible resumir los resultados por medio de la 

elaboración de dos tipos de gráficos: histogramas y polígonos de frecuencias. Como cada 
uno tiene sus características particulares, se presentan por separado. 

 
ü Histograma:  es un gráfico de barras verticales que representa las frecuencias 

absolutas o relativas de cada clase, donde cada clase se representa con sus límites 

o con su marca. Las barras, a diferencia de los gráficas para variables cuantitativas 

discretas, no tiene separaciones entre la barras. 

 

Para el ejemplo anterior, si se elabora un histograma que represente los datos obtenidos, 

rotulando las clases con sus límites, se tendría el siguiente: 
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Al rotular las clases con la marca de cada una, se resumen los datos en el siguiente 

histograma: 
 

 
 
ü Polígono de frecuencias:  es un gráfico en el que se representa las frecuencias 

absolutas o relativas de cada clase, donde cada clase se representa con su marca. 

Para establecer una conexión se ubica un punto que una cada marca o 

representación con los límites de la clase con su frecuencia (absoluta o relativa). Y, 

finalmente, se unen los puntos, de dos en dos, con una línea recta. 
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Así, si para el ejemplo anterior, si se elabora un polígono de frecuencias que represente 

los datos obtenidos, se tendría el siguiente: 
 

 
 
Al rotular las clases con los límites de cada una, se resumen los datos en el siguiente 

polígono de frecuencias: 
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Interpretación de distribuciones de frecuencias y gráficos estadísticos con 

variables cuantitativas continuas 
Siendo realistas, se debe admitir que todos los días interpretamos distribuciones de 

frecuencias y gráficos estadísticos, aunque no necesariamente somos conscientes de ello. 
Constantemente vemos resultados de elecciones en algún país del mundo, resultados de 

aprobación en bachillerato, tablas de posiciones de los equipos de alguna competencia 
deportiva, entre otros. Sin embargo, en ocasiones se interpretan los datos de forma 

errónea. 
 

Por ejemplo, se tienen los datos del Censo realizado en el 2011 en Costa Rica, relativos a 
la asistencia a la educación regular en Costa Rica, de acuerdo con la edad de los 

costarricenses mayores de 5 años: 

Grupo de 

edad 

Población 

de 5 años y 

más 

Total que 

asiste a la 

educación 

regular 

Kinder o  

preparatoria, 

escuela o 

colegio 

Parauniversitaria 

o universidad 

Enseñanza  

especial 

Total 3 962 995 1 194 587 891 100 300 447 3 040 

5 a 9 años 342 057 308 936 307 972 - 964 

10 a 14 años 387 056 352 522 351 424 - 1 098 

15 a 19 años 405 176 239 722 187 654 51 304 764 

20 a 24 años 410 480 136 999 20 958 115 827 214 

25 a 29 años 378 424 69 624 8 244 61 380 - 

30 a 34 años 332 897 35 426 4 750 30 676 - 

35 a 39 años 288 071 18 183 3 036 15 147 - 

40 a 44 años 282 914 11 850 2 096 9 754 - 

45 a 49 años 267 747 8 648 1 463 7 185 - 

50 a 54 años 235 256 5 549 1 103 4 446 - 

55 a 59 años 183 581 3 246 793 2 453 - 

60 a 64 años 137 624 1 934 640 1 294 - 

65 a 69 años 103 528 872 353 519 - 

70 a 74 años 78 054 502 262 240 - 

75 años y más 130 130 574 352 222 - 

Fuente: sitio web del Instituto Nacional de Estadística y Censos (INEC)                                                                                                                                      

http://www.inec.go.cr/Web/Home/GeneradorPagina.aspx  

 

De acuerdo con este cuadro que resume las frecuencias absolutas de las personas que 
asisten regularmente a cada tipo de institución, incluyendo los totales de población y de 

las personas que asisten a cualquier tipo de institución educativa regular. 
 

Con la ayuda de los datos de la distribución de frecuencias es posible responder las 
siguientes preguntas: 

 
 

 
 

 
 

ü ¿Qué porcentaje de las personas que tenían entre 20 y 24 años se 

encontraban inscritas en el sistema educativo regular? 

ü ¿Qué porcentaje de las personas que asistían a las instituciones 

parauniversitarias o universitarias tenían entre 45 y 49 años? 

ü ¿Cuál es el grupo de edad que tenía más personas inscritas en los 

centros de enseñanza especial? 

ü ¿Cuántas personas mayores de 50 años asistían a la educación 

regular? 

ü ¿Cuántas personas que estudiaban en kínder, escuela o colegio 
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Para responder, se deben considerar ciertos parámetros. Así: 
ü El total de personas inscritas en el sistema educativo regular que tenían entre 20 y 

24 años era de 136 999, mientras que el total de habitantes con esas edades era 

de 410 480, por lo que el porcentaje se obtiene al resolver ρσφ ωωωτρπ τψπρππ

σσȟτϷ. 

 
ü El total de personas inscritas  en las instituciones universitarias o parauniversitarias 

era de 300 447, mientras que, de ese grupo, 7185 tenían entre 45 y 49 años. De 

esta manera, el porcentaje se obtiene al resolver la operación χρψυσππ ττχ

ρππςȟτϷ. 

 

ü Entre los datos de las instituciones de enseñanza especial, el mayor es 10989 

personas, que corresponde a las personas que tenían entre 10 y 14 años. 

 

ü Para la educación regular en general se tienen los siguientes datos: de 50 a 54 años, 

habían 5549 personas inscritas, de 55 a 59 años, 3246 personas, de 60 a 64 años, 

1934 personas, de 65 a 69 años, habían 872 personas, de 70 a 74 años, 502 

personas y mayores de 75 se tenía un total de 574 personas estudiando en el 

sistema educativo regular. Así, el total de personas mayores de 50 años que estaban 

inscritas en el sistema educativo regular corresponde a υυτωσςτφρωστψχς

υπςυχτρςφχχ. 

 
ü Para las personas que tenían entre 25 y 29 años, el total era de 8244. 

 

De la misma forma se trabaja al interpretar la información de los gráficos. Por ejemplo, 

con respecto al histograma adjunto se pueden contestar las siguientes preguntas: 
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1) ¿Cuál es la 

clase con la mayor frecuencia de longitudes de los caminos asfaltados? Como la 

columna de la primera clase es la más alta, entonces la clase con la mayor frecuencia 

es la de las longitudes entre 2,5 y 3,5 kilómetros. 

 

2) ¿Cuál es el porcentaje de los caminos asfaltados cuya longitud está entre los 5,5 y 

los 7,5 kilómetros? El total de caminos corresponde a φ σ τ ς ρυ y los caminos 

cuya longitud está entre 5,5 y 7,5 kilómetros son 4, por lo que el porcentaje se 

calcula al resolver τ ρυ ρππςφȟχϷ. 

 

3) ¿Cuántos caminos asfaltados tienen su longitud entre los 7,5 y los 11,5 kilómetros? 

La respuesta corresponde a la frecuencia absoluta de esa clase, que corresponde a 

2 caminos asfaltados. 

 

Como último ejemplo, se puede interpretar la información del siguiente polígono de 
frecuencias: 
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ü ¿Cuál es la clase 

donde se ubican los 

kilogramos rebajados por la mayor cantidad de personas? La respuesta corresponde 

a la clase con la mayor frecuencia absoluta, que es la tercera, es decir la clase que 

va de 3,5 a 4,5 kilogramos. 

 

ü ¿Cuántas personas rebajaron entre 1,5 y 4,5 kilogramos? Para responder a esta 

pregunta, es necesario identificar las clases involucradas: de 1,5 a 2,5, hay un total 

de 6 personas. De 2,5 a 3,5, hay un total de 8 personas y, finalmente, de 3,5 a 4,5 

hay un total de 10 personas. Así, el total de personas que perdieron entre 1,5 y 4,5 

kilogramos corresponde a φ ψ ρπ ςτ. 

 

ü ¿Qué porcentaje de las personas perdió entre 4,5 y 5,5 kilogramos? El título del 

gráfico indica que el total de personas fue 30. Y, de acuerdo con los datos del gráfico, 

un total de 6 personas perdió entre 4,5 y 5,5 kilogramos. Así, el porcentaje se 

obtiene al resolver φ σπ ρππςπϷ. 

 
 

 
 

Muestras aleatorias 

Como se dijo anteriormente, la muestra en un trabajo estadístico se utiliza cuando la 
población es muy grande como para estudiar a todos sus miembros uno por uno. Por 

ejemplo: 
1) Si en un grupo de estudio hay 8 miembros y se quiere saber cuál es su color favorito, 

se les puede preguntar uno por uno. 

2) Para estudiar la presencia de las caries en los estudiantes de secundaria, sería 

necesario ubicar una muestra. Por ejemplo, estudiar a todos los estudiantes de un 

cantón o elegir un grupo en varios colegios para hacer el estudio de una forma más 

rápida. 
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3) Cuando se hace una encuesta para saber cuál emisora de radio es la más escuchada, 

se escoge una parte de la población y se le consulta por medio de una llamada 

telefónica. Las personas que reciben esa llamada son parte de la muestra. 

 

El muestreo es la técnica utilizada para determinar la muestra a partir de una población. 
La forma más utilizada para determinar una muestra es la aleatoria, es decir, con ayuda 

del azar. Por ejemplo, elegir números telefónicos del directorio, sacar papeles con el 
nombre de las personas de una urna o escoger de entre números de cédula. 

 
Probabilidad 

Existen dos conceptos para la probabilidad: la clásica y la frecuencial: 

 La probabilidad clásica  o Laplaciana  se utiliza cuando el espacio muestral es 

pequeño. Corresponde a dividir el total de eventos favorables por el total de eventos 

posibles. Por ejemplo: 

1) Al determinar la probabilidad de obtener un escudo al lanzar una moneda. Se tiene 

un total de dos eventos posibles: se obtiene un escudo o se obtiene una corona. Sin 

embargo, solo se tiene un evento favorable: obtener un escudo. La probabilidad en 

este caso sería el resultado de ρ ς πȟυ. 

2) Al determinar la probabilidad de obtener un número mayor que 4 cuando se lanza 

un dado. El total de eventos posibles es de seis: obtener un 1, un 2, un 3, un 4, un 

5 o un 6. No obstante, el total de eventos favorables es de dos: se obtiene un 5 o 

se obtiene un 6. La probabilidad en este caso corresponde a ς φ πȟσσ. 

 

 La probabilidad frecuencial  se utiliza cuando el espacio muestral es muy grande. En 

este tipo de casos, se elige una muestra y frecuencia relativa porcentual de los casos 

favorables de esa muestra se utilizan como la probabilidad dada. Por ejemplo: 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

Una fábrica de llantas en Costa Rica produce como promedio diario 11 000 

llantas. En el departamento de control de calidad realizan un muestreo de 
los lotes producidos para determinarlos defectos. Según algunos registros, 

tomando en cuenta 33 000 llantas de tres días diferentes, se dieron los 
siguientes resultados de las llantas que presentaron defectos: 

 

Defecto Cantidad de llantas 

Separación de banda rodadora 207 

Bombas o erupciones 170 

Pérdida de presión 130 

Otros 142 

Total 649 

 
Determine: 

 ¿Cuál es la probabilidad de que una llanta presente como defecto la 

existencia de erupciones? 

 ¿Cuál es la probabilidad de que una llanta en perfecto estado presente 

pérdida de presión? 

 ¿Cuál es la probabilidad de que una llanta presente algún defecto? 
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Para determinar la primera respuesta, es necesario considerar que el total de eventos 
posibles es de 649, pues esa es la cantidad de llantas defectuosas que se obtuvo en la 

muestra. Así, la frecuencia relativa corresponde a ρχπφτωπȟςφ y este valor se asigna a 

la probabilidad solicitada. 

Para responder a la segunda preguntase debe considerar que el total de eventos posibles 
corresponde a las 33 000 llantas que se produjeron en los tres días. De la misma forma, 

es necesario notar que el total de eventos favorables es de 130, por lo que la probabilidad 

solicitada correspondería a la frecuencia relativa, calculada por ρσπσσ ππππȟππσω. 

Finalmente, en la tercera pregunta se toma como total de eventos posibles las 33 000 

llantas producidas y como total de eventos favorables las 649 llantas defectuosas. Así, la 
frecuencia relativa correspondiente a la probabilidad solicitada es φτωσσ ππππȟπρωχ. 

 

Tipos de eventos 
De acuerdo con lo estudiado en octavo año, existen tres tipos de eventos: seguros, 

probables e imposibles. 
ü Un evento seguro  es aquel cuya probabilidad de ocurrencia es igual a 1. Es decir, 

sin importar las condiciones que se presenten, siempre va a suceder este evento. 

ü Un evento probable  es aquel que tiene casos favorables y casos no favorables. Por 

esto, siempre su probabilidad va a dar un número decimal ubicado entre 0 y el 1. 

ü Un eve nto imposible es un evento que no tiene ningún caso favorable en todo el 

espacio muestral. Debido a esto, su probabilidad corresponde a 0. 

 
Por ejemplo, se tiene la siguiente situación: 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

Una empresa de venta de vehículos en Costa Rica desea realizar un 

estudio con respecto al grado de conformidad que tienen sus clientes, de 
acuerdo con su género, luego de 6 meses de tener el vehículo, para tomar 

medidas que acerquen más a los clientes a la compañía. Los resultados, 
luego de entrevistar por teléfono a 2 540 clientes, fueron: 

 

Grado de conformidad Hombres Mujeres Total 

Muy conforme 288 658 946 

Conforme 320 422 742 

Poco conforme 256 225 481 

Nada conforme 156 215 371 

Total 1020 1520 2540 

 
Para cada uno de los siguientes eventos, determine la probabilidad e 

indique su tipo: 
1. Que un cliente entrevistado sea hombre o mujer. 

2. Que la persona entrevistada no haya comprado un vehículo en la 

empresa. 

3. Que un cliente se sienta poco conforme con el vehículo adquirido. 
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En el primer caso, todos los clientes entrevistados eran hombres o mujeres, por lo que la 
probabilidad de este evento se obtiene al resolver ςυτπςυτπρ. Como la probabilidad 

obtenida es 1, el evento se clasifica como seguro. 
En el segundo caso, se aclara en el enunciado que se entrevistó únicamente a personas 

que eran clientes de la empresa, por lo que los eventos favorables son 0 y la probabilidad 
del evento es π ςυτππ. Así, este evento se clasifica como imposible. 

Finalmente, en el último caso se tiene un total de 481 clientes poco conformes con el 

vehículo, por lo que la probabilidad de este evento se obtiene al resolver τψρςυτππȟρω. 
Como la probabilidad es un número entre 0 y 1, el evento se clasifica como probable. 

 

La ley de los grandes números 
Esta ley indica que, al aumentar la cantidad de veces que se realiza un experimento, la 

probabilidad frecuencial de los eventos tiende a acercarse a la probabilidad clásica o 
Laplaciana. 

Por ejemplo, al lanzar una moneda al aire y anotar si se obtuvo escudo o corona en cada 
lanzamiento, se obtuvo el siguiente resultado: 

 

Número de 
lanzamientos 

Cara Frecuencia relativa 

Escudo Corona Escudo Corona 

60 28 32 0,4667 0,5333 

100 47 53 0,4700 0,5300 

400 195 205 0,4875 0,5125 

1000 499 501 0,4990 0,5010 

 
Al comparar las frecuencias relativas, se puede observar cómo la probabilidad de obtener 

una corona va disminuyendo al mismo tiempo que va aumentando la probabilidad de 
obtener un escudo. Al llegar a los mil lanzamientos, las probabilidades de obtener escudo 

o corona son casi iguales. 
Si se comparan estos resultados con la probabilidad de obtener escudo o corona al lanzar 

una vez una moneda, se tiene que hay un evento favorable para cada caso y en total son 
dos casos posibles, por lo que ambas probabilidades obtenidas serían: ρ ς πȟυ. 
Como se puede observar, ambos casos se cumple la ley de los grandes números, pues 

ambas probabilidades tienden a acercarse a πȟυ. 
 

Otro ejemplo corresponde a resolver la siguiente situación: 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

Un grupo de estudiantes afirma que el candidato A obtendrá cerca 

de un 60% de los votos en las próximas elecciones. Para probarlo, 
cada uno realizó una encuesta a diferente cantidad de personas, 

preguntando por quién votarían. Luego presentaron los datos en una 
tabla como la siguiente: 

 

Número de encuestados Votos por el candidato A 

100 56 

150 89 

200 123 

250 142 

300 178 

 
¿Es posible llegar a la conclusión de los estudiantes a partir de la 

información que recolectaron?, ¿cómo? 
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De acuerdo con los datos de la tabla, se podría completar una tercera columna que 
contenga la frecuencia relativa de los votos por el candidato A en cada encuesta:  

 

Número de 

encuestados 

Votos por el 

candidato A 

Frecuencia 

relativa 

100 56 0,560 

150 89 0,593 

200 123 0,615 

250 142 0,568 

300 178 0,593 

 

De acuerdo con las frecuencias relativas calculadas, la respuesta sería que sí es posible 
concluir que el candidato obtendrá cerca del 60% de los votos, pues la frecuencia relativa 

es cada vez más cercana a 0,60, que sería la probabilidad correspondiente 


