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Capítulo I Números  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Conceptos clave  

 

1.  Irracionales   

 

2.  Racionales   

 

3.  Recta numérica  

 

 

4. Cantidades 

pequeñas  

 

5. Cantidades Grandes  

 

6. Expancion deci mal   

 

7. Reales   

 

8. Operaciones   

 

9.Periodica y no 

Periódica   

Objetivos  

Al finalizar el capítulo el estudiante deberá estar en capacidad de:  

1. Comparar números reales en sus diferentes representaciones  

2. Seleccionar y aplicar métodos y herramientas para calcular y operar con 
números reales  

3. Utilizar la e stimación, el cálculo mental, el papel y lápiz o la calculad ora, según sea el 

caso, para el cálculo de operaciones con números enteros, racionales y reales .  

4. Plantear y resolver problemas en diferentes contextos donde se requi era el uso 
de las operacione s y r epresentaciones numéricas.  

 
5. Utilizar diferentes representaciones para identificar y representar números 

racionales e irracionales  
 

Nuestro primer 

desafío matemático, 

un paso más para 

aprender  
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&  Introducción  

Al ingresar al Tercer ciclo cada estudiante trae la habilidad de comparar y operar 
tanto números naturales como números con expansión decimal hasta la 

diezmilésima. L a potenciación se trabaja en 6° Año pero  
con ejemplos muy básicos, principalmente de cuadrados y 

cubos perfectos. Con respecto a las fracciones, domina sus 

diferentes representaciones y su operatoria. Conoce algunos 
conceptos de la teoría de números, como por ejemplo 

número primo, compuesto, divisores, múltiplos, entre otros.  
La conceptualización de los números enteros, racionales, 

irracionales y reales junto con su operatoria, son temas 
fundamentales en este ciclo y en toda la enseñanza Secundaria.  

En este  ciclo se aborda el cálculo de s umas, restas, multiplicaciones, divisiones, 
potenciación y radicación para los números enteros  

Deseamos que este curso pueda resultarles de gran provecho y sobre todo de 

motivación para avanzar en los cambios que en la ense ñanza y aprendizaje de las 

matemáticas requieren nuestros niños y jóvenes.  

 

 

  

 Situación Problema  

Observe los siguientes números  

1,217391304347826086695652173913043478260866956521739130434782608

6695652173913043478260866956521739130434782608669565217391 3043478

26086695652173913043478260866956521739130434782608669565217391304

34782608669565217391304347826086695652173913043478260866956521739

13043478260866956521739130434782608669565217391304347826086695652

173913043478260866956521739130434782608669565217391304 34782608669

56521739130434782608669565217391304347826086695652173913043478260

86695652173913043478260866956521739130434782608669565217391304347

82608669565217391304347826086695652173913043478260866956521739130

43478260866956521739130434782608669565217391304347 8260866956 52173

91304347826086695652173913043478260866956521739130434782608669565é 

Tema 1 Números Irracionales   
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Caracterice estos números, determinando semejanzas y diferencias entre ellos . 

 

             Análisis de la actividad  
 

 

Esta actividad tiene por objeto comenzar a estab lecer la existencia de números 

irracionales mediante la exploración de su notación decimal. Es claro que después 
de una minuciosa revisión de las cifras de los tres números anteriores se puede 

destacar una característica común a ellas y es que su expansión  decimal es infinita. 
Con respecto a las diferencias se puede observar que los dos últimos números 

tienen la particularidad de que su expansión decimal  
 

 

Uno como tutor no  tendrán dificultad en notar que el segundo y el tercer número 

son aproximaciones de e y ɸ respectivamente. Es probable que si esta actividad es 
desarrollada por el estudiante, quiz§s reconozca el n¼mero ɸ. 
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En el contexto estudiantil es importante que la actividad promueva la identificación 

de números que son racionales y los que no lo son, apoyados en la experiencia que 
éstos han adquirido en 8° Año en el tratamiento de los primeros.  
 

Es importante que al identificar el primer número de esta actividad como racional, 

hay que tener presente que se puede expresar como el cociente de dos  números 

enteros. Se puede cuestionar si los otros dos números pueden ser expresados de 
esa forma.  
 
 

Esta actividad puede servir como una oportunidad para introducir los números 

irracionales por medio del componente histórico.  

Todo lo anterior permite sen tar una base para que se pueda formalizar con los 
estudiantes el concepto de número irracional y sus diversas formas de 

representación.  

Nota: Previamente es importante discutir cómo el nacimiento de nuevos tipos de 

números obedece a la necesidad del hombr e por representar y modelar situaciones 
que no se ajustan a la realidad o las formas de representación numérica existentes.  

 

 Repaso de conjuntos numéricos:  

1)   Números Naturales ( IN ):   0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  

11,  12, é.. 

 

Ejerci cio : Complete  los espacios utilizando uno de los símbolos  Í  Î  

según corresponda:  

 

a)  -10 ____IN  b)  884 _____IN  c)  
7

1
 _____IN   d)  24,00_____IN  

e )  
1

5
 _____IN         f)  

5

8
____ _IN  g)  

7

4
-  ____IN   h)   

18

6
 _____IN                   

i)  9,25 _____IN  

 

2)  Números Enteros (  ):  

éé.  ï7 , ï6 , ï5 , ï4 , ï3 , ï2 , ï1 , 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , éé  
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Ejer cicio : Complete los espacios utilizando uno de los símbolos  Í ,  Î  

según corresponda:  

 

a)  
12

1
 _____  c)  8,72 _____  e)  

2

11
-  _____  g)  

4

5
 _____  

 

b)  14, 6  _____   d)  8,727272é _____  f)  ï24,0 ______  

 

*Nota: Los números naturales  son un subconjunto de los números enteros. 

Simbólicamente se escribe así:   IN  Ë   

   

3)  Números Racionales ( Q ):  

El conjunto de los números racionales está formado por  todos los números 

naturales , los números enteros , las fracc iones , los números con expansión 

decimal finita  y los números con expansión decimal infinita periódica . 

 

¶     Ejemplos de números racionales:  

 

1

2
-       

8

3
      0      1      ï7      2,125      ï9,6      12,314       5,03-       

1
7

5
      

2
28

3
-       
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    Ejercicio : Escriba    Í  ó   Î  según corresponda . 

 

a)  ï9  _____       g)  
2

9
   ______  IN  

b)  12 _ ____  ï      h) 3,75  ______ Q.          

c)    8

3
 _____  Q +      i )  ï2,9  ______   

d)  ï3 _____  IN      j )  4 7,28   _______ IN  

e)  
1

5
 ______        k)  

2
8

5
-   ______  Q  

f)  16 ______  IN      l )  ï15  ______  Q ï   
 

* Nota :  El conjunto de los números naturales es un subconjunto del conjunto de 

los números enteros , y  los números enteros  son un subconjunto del conjunto de 

los números racionales . Simbólicamente se escribe así:  

 IN  Ë   Ë  Q     

También se puede representar por medio de un esquema como el siguiente:  

   

 Ejercicio :  Escriba    Ë   ó   Ê   según cor responda.  

a)  IN  Ë        h)  Q  ï  ____ Q  

b)  IN  _____  Q     i )     ____ IN  
c)   Ë  Q     j )  Q  ____   

 
 

                        Q+   Ê  Q ï     k)  ï  ____  
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 La clave  

 
Un número irracional es un número que no se puede escribir como el 

cociente indicado de dos números enteros (una fracción). Ejemplo:  ɸ es 

un número irra cional. Su valor aproximado es 
3,1415926535897932384626433832795é  La expansión decimal no sigue ningún 

patrón, por lo que se dice que este tipo de números tiene expansión decimal infinita 
no periódica .  

Números irracionales famosos  

 

Pi  es un número irracional famoso. Se han 
calculado más de un millón de cifras decimales y 
sigue sin repetirse. Los primeros son estos:  

3.1415926535897932384626433832795 (y 

sigue...)  

 

El número  e  (el  número de Euler ) es otro número 
irracional famoso. Se han calculado muchas cifras 

decimales de  e  sin encontrar ningún patrón. Los 
primeros decimales son:  

2.718 2818284590452353602874713527 (y 

sigue...)  

 

La razón de oro  es un número irracional. Sus 

primeros dígitos son:  

1.61803398874989484820... (y más...)  

Varias escuelas celebran el d ía de Pi el 14 de marzo. Usa la caricat ura para 

sugerir por qué se usa  ese día y a qué hora comienza la celebración. (En inglés el 
nombre de la letra Pi suena pai .)  

 

http://www.disfrutalasmatematicas.com/numeros/pi.html
http://www.disfrutalasmatematicas.com/numeros/e-euler-numero.html
http://www.disfrutalasmatematicas.com/numeros/razon-oro.html
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Muchas raíces cuadradas, cúbicas, etc. también son irracionales. Ejemplos  

 

3  =1,7320508075688772935274463415059é  

   99 = 9,9498743710661995473447982100121é  

Pero  4  = 2, y 9  = 3, así que no todas las raíces son irraci onales  

Los números irracionales son aquellos que tienen expansión decimal infinito y 

no periódico . 

 
           Ejemplos  de números irracionales:  

 
a)  ï6,712935148862é..  c)   e = 2,7182818284é.                          

e)  3  =  1,73205080é.          b)  p =  3,1415926535897é..                      

d)  ï 2  =  ï1,414213 56é 

 

 

CRITERIOS PARA IDENTIFICAR Y CONSTRUIR NÚMEROS IRRACIONALES  

Son números irracionales:  

 

 

 

 

 

 

 

Ejercicios  

 

1)   Escriba     Í  ó   Î  según corresponda:  

 

 
 a)  4  ____ Q    c)  3 9  ___ ___  II      e)  4 81   _______  II   

 
 b)  ï 100  _____ Q       d)  5 2  ______ Q       f)  ï 20  _______  II   

 

 

Cualquier 

raíz de un 

número 

primo  

La raíz de cualquier 

número natural, que no 

es la enésima potencia 

de otro  natural 

Algunos números 

especiales  

Todo 

número 

cuya 

parte 

decimal 

sea 

infinita y 

no 

periódica . 

86 19  ,7 , 5  

3106 5 ,2  ,11 , 18  

...71828,2     ...141592,3 == ep  
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2)  Clasifique los siguientes números como racionales o irracionales:  

 
a)  5   ______   e) 5 6 4  _______   i)  4, 21 8  ________  

 

b)  
3

7
  ______   f)   0 _______   j)   3

27

8

-
 ____ ___  

 

c)  ï7, 5  ______  g) 3
1

2
 _______         k)  4

25

16
 _______  

 

d)  ï3 12  ______  h) ï 529  _______  l) 0, 12434343é _______  
 

 

 Un número irracional es el que tiene infinitas cifras decimales no periódicas. 
Además , no se puede expresar como una fracción.  

El conjunto de l os números irracionales se representa por II.  
 

 
 

 
   Ejemplos  

 
¿Cuánto mide la diagonal de un cuadrado cuyo lado mide 1 cm?  

 Aplicamos el Teorema de Pitágoras y calculamos la diagonal del cuadrado:  

 

 
 
Los números irracionales son números decimales con un  número ilimitado de  
cifras decimales no periódicas que no se pueden expresar en forma de fracción y,  

por lo tanto, no son números racionales.  

 

Puedes comprobar con tu calculadora que 2    tiene infinitas cifras decimales no  

periód icas y no se puede expresar como una fracción. Por eso decimos 2  que es  

un  número irracional.  

 

Al calcular números irracionales en la calculadora, debemos tener en cuenta que lo 

que vemos en la pantal la es una aproximación. Observa el resultado de 2   
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Situación Problema  
Demostrar que ã2 es un número irracional.  
 

 

 
 

                        Análisis de la actividad  

 
Este tipo de actividad debe servir como un elemento que permite fomentar 

procesos de argumen tación matemática. Por otra parte, el incluir elementos de 
teoría de números permite establecer conexiones con otros temas matemáticos. 

Esta demostración se realizará por contradicción, la cual se encuentra en 
Elementos de Euclides, el texto con un mayor n úmero de ediciones publicadas 

después de la biblia. Cabe destacar que existen otras demostraciones de índole 
geométrica y analítica para esta misma situación.  

     Supóngase que ã2=ὴ  donde el máximo común divisor de ὴ y de ή es 1.             

Elevando al cuadrado a ambos  miembros, se tiene  

 

( )
22

2

2

2

2 2

2

2

2

p

q

p

q

q p

=

=

=

    

 

De lo anterior, ὴ2 es múltiplo de 2, por lo que ὴ es múltiplo de 2 y puede ser 

expresado de la forma = 2Ὧ, k entero. Luego, 2ή2= ( 2Ὧ) 2=4 Ὧ2  

                ή2=2 Ὧ2  

Con lo cual, ή2 es múltiplo de 2 y ή es múltiplo de 2. Así, ὴ y ή son múltiplos de 2, 

lo que contradi ce nuestra suposición inicial.  Por lo tanto, ã2 tiene que ser 
irracional.   

 
Nota: Esta  demostración clásica permite trabajar algunos elementos de la lógica, 

tales como el significado de la demostración por contradicción, donde se parte 
de un supuesto verdadero hasta llegar a una proposición que contradice dicho 

supuesto, así como los método s de inducción y deducción. Además se utilizan 
conceptos básicos de teoría de números.  

 

         Ejemplos Identifica y clasifica los siguientes números en racionales o 
irracionales.  

a) 4,3235325é Irracional                              b) 3,010010001é Irracional 
c) 2,3334545é Racional                               d) 0,098 Racional 
e) 9,17173797é Irracional                            f) 5,9865798657é Racional 

¿La expresión (+́ 2) es un número racional o irracional? 
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       Ejemplo   

De acuerdo con lo es tudiado hasta ahora es claro cuáles, de los números que se 

muestran a continuación, son racionales o irracionales.  

a) 
2

0,4
5
=                                es un número racional  

b) 8,15436                               es un número racio nal  

c) -2, 10100100010000é        es un n¼mero irracional 

d) 1312 1,21063...=                 es un número irracional  

e) 5, 1616161616é                es un n¼mero racional 

f) - 2p                                       es un  número irracional  

g) 3e                                         es un número irracional  

h) 2sen                                     es un número irracional  

Otros números irracionales  

En sétimo y octavo año uste d calculó la raíz cuadrada de números racionales como: 

4, 49, 
16

9
, 0,25, 0,04, entre otros. Estos números tienen la característica de que se 

obtienen al elevar un número racional al cuadrado.  

Surge entonces la pregunta, ¿será posible  calcular la raíz cuadrada de números 

racionales que no son cuadrados perfectos? Considere la siguiente situación :  

En la figura 3 se muestra un cuadrado formado por la unión de cuatro triángulos 

isósceles rectángulos, cuyos catetos tienen longitud 1:  

                         

Vale la pena 

recordar 

cómo calcular 

el área de las 

figuras 

geométricas 

que usen 

Recuerde:  

La raíz cuadrada de un número 

racional positivo a es el único 

número positivo b que elevado al 

cuadrado es igual a a .  

2a a b a= Ú = 
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Cada uno de estos triángulos tiene un área de:  
1 1

0,5
2

¶
=   

Como el área del cuadrado viene dada por la suma de las áreas de los cuatro 

triángulos se tiene que el área del cuadrado es igual a 2:  

                                           0,5 0,5 0,5 0,5 2A = + + + = 

Si x  representa la medida del lado del cuadrado que se muestra en la figura 3 (que 

corresponde a la hipotenusa de cada uno de los triángulos rectángulos) debe  

cumplirse entonces que 2 2x = . Luego se concluye que debe existir un número cuyo 

cuadrado sea igual a 2.   

El único número positivo cuyo cuadrado es igual a 2 se representa por 2 . 

El concepto de raíz cuadrada era  conocido  por los sumerios alrededor del año 3 000 

a.C. Esta Civilización, por métodos que aún se desconocen, llegó a resolver 

problemas prácticos de mucha complejidad para su época. Por la necesidad de 

calcular el área de la superficie cuadrada de un terr eno, cuando conocían su lado, 

construyeron tablas de cuadrados. Crearon tablas de raíces, al darse cuenta de que 

si conocían el área de una superficie cuadrada, entonces sabían de inmediato la 

longitud de su lado.  

Alrededor del siglo V a.C., los griegos ha bían demostrado que 2  no es racional, 

es decir, no es posible expresarlo como el cociente de dos números enteros:  2  es 

un número irracional.  

Un número irracional es aquel que no se puede expresar como el c ociente de dos 

números enteros. Su expansión decimal es infinita y no periódica.  

Son números racionales por  ejemplo: 
3 16 1

, 7, ,4
7 125 2

-
-  y también 

1,327272727..., 3,01201201- Son números irracionales por  ejemplo: 2, , ,
3

e
p

p p+  y 

también  1,320332033320..., 51,010320425617...-  

¿Cómo determinar la expansión decimal de 2 ? O sea, ¿cómo resolver la ecuación
2 2x = ? o al menos ¿cómo encontrar un número racional que se aproxime lo más 

posible a la solución de esta ecuación?  

Para lograr una aproximación de 2  por números racionales, lo que es lo mismo, 

buscar los primeros dígitos de su expansión decimal, se escogen dos números tales 
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que el cuadrado de uno de ellos sea menor que 2 y el cuadrado  del otro sea mayor 

que 2, como se muestra a continuación:  

Si toma 1x=  se tiene que 21 1=  y si toma 2x=  entonces  22 4= . Como 1< 2 < 4 el 

número que se busca debe ser mayor que 1 y menor que 2. Considere ahora 

1,1 1,9x y x= =  y realice los cálculos entonces 2 2(1,1) 1,21 (1,9) 3,61y= = ; luego se puede 

concluir que el número está entre 1,1 y 1,9.  

De esta manera es posible acercarse más y más  al número 2  tomando números 

mayores que 1,1 y menores que 1,9 y calculando sus cuadrados. En efecto:  

Si  1,4x=                              entonces                2 1,96x =  

Si    1,5x=                            entonces                2 2,25x =  

Si   1,41x=                           entonces                2 1,9881x =  

Si  1,45x=                            entonces                2 2,1025x =  

Si  1,414x=                          entonces                2 1,9993x =  

Si  1,43x=                            entonces                2 2,0449x =  

Si   1,4142x=                    entonces                  2 1,9996x =  

Si   1,4143x=                       entonces               2 2,00024x =  

Si se continúa averiguando números cu yos cuadrados se acerquen a 2, jamás se 

logrará determinar aquel cuyo cuadrado sea exactamente igual a él, ya que su 

expansión decimal es infinita y no periódica. Sin embargo, mediante el método 

anterior, se pueden determinar excelentes aproximaciones . Por  ejemplo 

1,4142135, se llama una aproximación por defecto, pues ( )
2

1,4142135 1,99999998=  

que es menor que 2. Si 210 mp 2º 1,4142136 se llama una aproximación por 

exceso, dado que ( )
2

1,4142136 2,00000001=  y es mayor que 2.  

Así x=1,4142135 satisface aproximadamente la ecuación 2 2x = . Lo mismo que x = 

-  1,4142135, ya que ( )
2

1,4142135 1,99999998- = .  
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Para expresar el número cuyo cuadrado es igual a 2, se escribe 2x=  de lo  que se 

concluye, que:  

2 2x =   si y solo si 2x=  ó 2x=-  

Se dice también que la solución x es igual a más (menos) la raíz cuadrada de 2, lo 

que se acostumbra escribir como:  

2 2x = si y solo si 2x=°  

Ahora se sabe que  2 es un número irracional, y por ende su expansión decimal 

es infinita y no periódica, a veces usted se podría ver en la necesidad de acercarse 

a él mediante un número  racional. En la práctica, si al resolver un problema del 

entorno aparece un número irracional, es necesario aproximarlo por exceso o por 

defecto a un racional. Puesto que no se acostumbra comprar en la ferretería 2

metros de cable o 4  210 mp   de cerámica.  

Así, ya se está en capacidad de decir que el lado del cuadrado de la figura 3 mide 

aproximadamente 1,4142135  o que es igual a 2 .  

 

          Ejemplo 1  

Determine  la solución de la ecuación  2 5x = .  

Solución  

Si 2 5x = , entonces  5x=° o bien xå2,236068 o xå-2,236068.  

Determine la solución de la ecuación 2 17x = .  

Solución  

Si 2 17x = , entonces 17x=°  o bien xå4,1231056 o  

 Xå-4,1231056 . 

Además de 2 , existen muchas otras raíces cuadradas de números racionales que 

son irracionales. En general la raíz cuadrada de un número que no se pueda 

expresar como el cuadrado de otro racional  es un irracional.  
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                Ejemplo:  

¶ 3 es irracional, p orque 3 no es cuadrado perfecto.  

¶  
5

3
 es irracional, porque no existe ningún número racional que elevado al 

cuadrado sea igual a
5

3
. 

¶ 0,1es irracional porque no existe ningún número racion al que elev ado al 

cuadrado sea igual a 0,  

También son números irracionales:    

¶ 3 6 porque no existe ningún número racional que elevado al cubo sea igual a 

6.  

¶ 5 16porque 16 no se puede expresar como una 

potencia de  un número racional de exponente 5.  

¶ 3
2

3
porque no existe ningún número racional que 

elevado a la 3 sea igual a
2

3
.  

¶ 7 10  porque no existe ningún número racional que 

elevado a la 10 sea igual  a 7.  

La raíz cúbica de un número que no es el cubo de un 

número racional es irracional; la raíz cuarta de un 

número que  no es una potencia de cuatro de un número 

racional es un número irracional, etc. En general la raíz 

n-ésima, n a , de un número a , nÍ  que no es una 

potencia de n  de un número racional, es un número 

irracional y so n llamados números algebraicos.  

           Ejemplo  2  

a)  Determine  la solución de la ecuación 3 5x = .  

Solución  

b)  Si 3 5x = , entonces 
3 5x= , puesto que ( )

3
3 5 5=  . 

 

La raíz n -ésima, ,n nÍ

par,  de un número 

racional positivo a es el 

único número positivo 

que elevado a la n  es 

igual a a . 

nn a b b a= Ú = 

La raíz n -ésima, ,n nÍ

impar , de un número 

racional a es el único 

número que ele vado a la 

n  es igual a a     

nn a b b a= Ú = 
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b)  Determine  el c onjunto solución de la ecuación 4 7x = . 

Solución  

Si 4 7x = , entonces 4 7x=° , puesto que  ( )
4

4 7 7° =. 

c) Por lo tanto el conjunto solución de la ecuación es:  

{ }4 47, 7- . 

Determine la solución de la ecuación 15 5x = . 

Soluc ión  

Si 15 5x = , entonces 
15 5x=  . 

 

            Ejemplo  3  

Determine la longitud de los lados de un cuadrado cuya área es igual a 15 2cm . 

Solución  

Recuerde que si la longitud de los lados de u n cuadrado es x cm , entonces su área A 

es 2A x= .Por lo tanto, si el área es igual a 15 2cm , se tiene que 2 15x = , entonces la 

longitud de cada uno de los lados es 15x= . 

Observe que 15x=-  también es una solución a la ecuación planteada, pero en 

este caso no tiene sentido considerarla, ya que x  representa  la medida de un lado 

del cuadrado y por ende una magnitud positiva.  

           Ejemplo  4  

De acuerdo con lo estudiado hasta ahora es claro cuáles, de los números que se 

muestran a continuación,  son racionales o irracionales.  

a) 
2

0,4
5
=                                      es un número racional  

b) 8,15436                                  es un número racional  

c) -2, 10100100010000é            es un número irracional  
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d) 1312 1,21063...=                          es un número irracional  

e) 5, 1616161616é                   es un número racional  

f) - 2p                                       es un  número irracional  

g) 3e                                         es un número irracional  

h) 2sen                                     es un número irraci onal  

 

Ejercicios  

 

1)  Diga cuáles de los siguientes números son irracionales y explique su 
respuesta.  

 

a) 3,14    b) 225   c) 2,12122122212222é   d) 4 8  

e) -4,123123123123é   f) ep+    g)  
3

p-
   h)  2 2+  

i)  -1,4142    j)  log5   k) 5 32     l)  2 1e+  

2)  Use la calculadora para encontrar una expansión decimal que aproxime los 

siguientes n úmeros irracionales:  

 a)  ep-    b)  -2p   c) 2e     d)  3 5 7-   e) 
3 5

3
   f) sen 45°  

3)  Determine la solución de las siguientes ecuaciones:  

     a) 3 8x =    b)  6 2x =    c)  7 1x =    d)  5 25x =    e)  5 32x =-  

El conjunto de los números irracionales, está formado por todos los números 

estudiado s en esta  sección y aquellos que comparten la característica de ser 

expresados como una expansión decimal infinito y no periódico . 
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 Ejercicios  

1)  Diga cuáles de los siguientes números son irracionales y explique su 

respuesta.  

a) 3,14    b) 225   c) 2,12122122212222é   d) 4 8  

e) -4,123123123123é   f) ep+    g)  
3

p-
   h)  2 2+  

i)  -1,4142    j)  log5   k) 5 32     l)  2 1e+  

 

2)  Use la calculadora para encontrar una expansión decimal que aproxime los 
siguientes números irracionales:  

 a)  ep-    b)  -2p   c) 2e     d)  3 5 7-   e) 
3 5

3
   f) sen 45°  

3)  Determine la solución de las siguientes ecuaciones:  

     a) 3 8x =    b)  6 2x =    c)  7 1x =    d)  5 25x =    e)  5 32x =-  

 

4)  Determine cuáles de los siguientes números son irracionales  

1)  9   6) 6 7  11)1,010010001é 

2)  10  7) 3 125 12) e   

3)  16  8) 4 100 13) ( )45sen   

4)  22  9) 5log 125  
14) 

1

7
  

5)  25  10)  6log 4 15)  0  

 

 

6)  Escribe 5 ejempl os para cada uno de los criterios que sirven en la 

identificación de números irracionales.  
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 7)   Responde:  

a. ¿Qué es un número irracional?  

b. ¿Cuál es la diferencia entre númer o racional y número irracional?  

c. ¿Por qué afirmamos que el número p es irracional?  

8)  Indica cuáles de las expresiones que siguen representan números racionales  y 

cuáles números irracionales.  

a. 0,37    f. 2,2360679...  

b. 0,13666...   g. p 

c. 5/13    h. 2 p/3  

d. 22/7    i. 2 + 3  

e. 2            j.  9  

9). Escribe en tu cuaderno falso (F) o verdadero (V) según corresponda.  Justifica 

tu respuesta.  

 

a. 5 es un número racional.                 b. 2,5 es un número irra cional.  

 

c. 2  es un número racional                d. 10es un número irracional  

 

e. Los números irracionales son racionales.    f. Ningún número entero es racional  

 

g. Algún número entero es racional.           h. Ning ún número irracional es entero  
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i. Todo número natural es entero        j. Al menos u n número irracional es racional  

k. Algún número racional no es irracional     l. Ningún número irracional es entero.  

 

10 )  Copia este diagrama de Venn en tu cuaderno y ubica  en la región 

correspondiente cada uno de los siguientes números  

 

 

 

 

 

 

 

        a. 2,5    d. 18   g. 8/3  

        b. 6   e. 1,41   h. ¾  

        c. -3   f. 0            i. 25  

11 ) . Indica cuáles de las siguientes cantidades son una represent ación de  número 

irracional y cuáles no.  

a. 5    e. 3 9  

 

b. 4    f. 
4

1
 

 

c. 9    g. 04,0  

 

d. 
3 4    h. 

3 8-  

Q 

  

 Z                 N 
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Historia  

Uno de lo s pueblos de Mesopotamia, los sumerios, determinó la relación:  

 

3=
diámetrodellongitud

nciacircunfereladelongitud
 

Así, si la circunferencia medía 60 codos, el diámetro debía medir 20 codos. 

Descubrieron que si usaban otras unidades de medida, por ejemplo, la p alma  de la 

mano, la relación era la misma: si la longitud de la 

circunferencia era 150 palmas, entonces el diámetro debía 

medir 50 palmas: De esta manera, los sumerios, habían 

encontrado un número que miles de años después sería 

llamado pi (ɸ) por el gran matemático Suizo Leonard Euler 

(1707 -1783).  

Posteriormente, alrededor del año 3 000 a.C., al aparecer 

las fracciones, fue posible efectuar mediciones con mayor 

precisión, lo que permitió a los matemáticos babilonios 

trabajar este cociente como:  

8

1
3+=

diámetrodellongitud

nciacircunfereladelongitud
 o lo que es igual a 3,12. . 

Paralelamente a la sumeria se desarrolló la civilización 

egipcia y alrededor del año 3 000  a.C., en un intento por 

determinar el área del círculo sus matemáticos 

establecieron que pi (ɸ) era igual a:   

1 19
3 3,16

6 6
+ = = . 

Según la Biblia, durante el imperio de David y Salomón, los hebreos manejaron el 

n¼mero pi (ɸ) como 3. 

Durante miles  de a¶os se crey· err·neamente que el n¼mero pi (ɸ) se pod²a escribir 

con una cantidad finita de decimales, es decir, que era un número racional. Esto, 

debido a que los  métodos de cálculo eran ineficientes y al hecho de que los 

matemáticos recientemente es taban descubriendo las diferentes clases de 

números.  

El codo fue una unidad de 

longitud usada en varias 

culturas y era la distancia 

entre el codo y el final de la 

mano abierta. Variaba de 

un lugar a otro. La figura 

muestra el codo egipcio 

(0,45m) del Siglo XIV a.C. 

que se encuentra en el 

Museo de Louvre. París, 

Francia.  
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Debido a problemas económicos, políticos y de migración, estas civilizaciones 

desaparecieron y otras crecieron en su lugar. Una de ellas fue la griega y su cultura 

se extendió aproximadamente, del año 70 0 a.C. al año 300 d.C. Pero aún ellos, 

continuaron creyendo que pi (ɸ) se pod²a expresar con una cantidad finita de 

decimales. Por ejemplo, Arquímedes de Siracusa (287 -212 a .C.) lo calculó como)  

14,3
6

22

7

1
3 ==+ . 

Al desaparecer el imperio griego resurge el romano (II a.C. -  V d.C.) cuyo aporte al 

desarrollo de la matemática fue muy pobre. Sus aportes se dieron en el campo de 

las leyes y la administración.  

Al surgir el imperio Árabe se enriquece la matemática y en particular el estudio del 

n¼mero pi (ɸ). Cuando desaparece a fines del Siglo XV florece el Renacimiento en 

Europa y durante todo este tiempo los matemáticos continuaban creyendo que  pi 

(ɸ) era un n¼mero racional. Sin embargo, conforme la humanidad iba mejorando 

sus m®todos de c§lculo, los decimales de ɸ iban en aumento y al no hallarse un 

periodo en su exp ansión decimal, se emp ezó a dudar de su racionalidad.  Observe 

algunos datos  indicando aproximaciones de ɸ  

Los Hindúes  Siglo I  3,004p=   

Los Chinos  Siglo III  3,14159p=  

Los Hindúes  Siglo IV  3,141692p=  

Los Chinos  Siglo V  3,1415926p=  

Los Árabes  Siglo XV  3,1415926535897932p=  

Los 

Italianos  

Siglo XVI  3,14159265358979323p=  

Los Belgas  Siglo XVII  3,14159265....p=     35 

decimales  

Los ingleses  Siglo 

XVIII  

3,14159265....p= 127 

decimales  

El matemático alemán Ferdinand Von Lindem an demostró, en 1882, que: el número 

ɸ no era racional, por lo tanto dicho n¼mero no pod²a expresarse como una fracci·n 

y en consecuencia  su expansión decimal tenía que ser infinita y no periódica. Es 

decir, se estaba en pre sencia de un número irracional.  

Babilonios, (4 000 a.C.), 3p=  

Babilonios, (3 000 a.C.), 3,12p=  

Egipcios, (3 000 a.C.), 3,16p=  

Hebreos, (4 000 a.C.), 3p=  

Griegos, (300 a.C.), 3,14p=  
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Situación Problema  

 Determine entre qué par de números naturales se encuentra el 

número 33   

 
                      Análisis de la actividad  

 
Este problema tiene por objeto hacer uso de la estimación para realizar 

aproximaciones de  raíces cuadradas y se espera que el mismo se pueda generalizar 

para los casos de raíces cúbicas, cuartas, etc. Aquí sería muy fácil hacer uso de la 

calculadora, pero no se debe perder de vista que la estimación es una habilidad 

muy importante que se debe ejercitar constantemente para facilitar la resolución 

de ciertos ejercicios, por lo que esta actividad constituye una oportunidad para ello. 

Se pueden retomar elementos trabajados por el estudiante en años anteriores. Por 

ejemplo, la relación que existe en tre las potencias y las raíces . 

3 37 343 343 7= ª = De ese modo, se puede recurrir a la noción de potencia para 

ir realizando aproximaciones  

22 4=   23 9=  24 16=  25 25=  26 36=  

   25 33 36

25 33 36

con lo que< <

< <
 

 

O sea  , 33   se ubica enrtre 5 y 6 Como detalle complementario es interesante 

exponer el método utilizado por los babilonios para aproximar una raíz cuadrada . 

 

La clave  

Utilice su calculadora para obtener una aproximación racional para los 

números Ѝωωωωωωωωωωωρ y Ѝωωωωωωωωωωωω 

b.  ¿Considera usted que los números anteriores son iguales  

En algunas ocasiones puede utilizarse la calculadora para obtener aproximaciones 

deci males a los números irracionales con el objeto de determinar su posición en la 

recta numérica. No obstante, debido a la limitada cantidad de dígitos que pueden 

mostrarse en las pantallas de las calculadoras, no siempre es posible utilizarlas 

para establece r el orden entre dos o más números.  

Por ejemplo, en muchas calculadoras los números Ѝωωωωωωωωωωωρ  y aparecen 

aproximados por el mismo número racional, a pesar de que ambas raíces son 
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distintas. Si deseamos saber cuál de las raíces anteriores es mayor, la  calculadora 

no ser§ʋ de mucha ayuda, por lo que tendremos que emplear un procedimiento 

distinto.  

 En este caso, como los ²ndices de las ra²ces son iguales, bastaraʋ con que 

comparemos sus subradicales.  

 As²ʋ Ѝωωωωωωωωωωωρ  y Ѝωωωωωωωωωωωω   pues 999  999 999 991 < 999 999 999 

999.  

Algunas veces es conveniente saber queʋ tan buenas son las aproximaciones que 

utilizamos. Si tenemos dos aproximaciones racionales de un mismo n¼mero, 

diremos que la mejor de estas aproximaciones es la que estaʋ m§s cerca de su 

verdadero valor.   

Cuando el valor que se utiliza para aproximar una cantidad es menor que su valor 

real, se dice que se tiene una aproximación por defecto. Si el valor aproximado es 

mayor que su valor real, se dice que se tiene una aproximación por exce so. 

         Ejemplo  

1.  Utilice su calculadora para determinar la segunda potencia de cada uno de 

los números racionales  que se anotaron en la primera fila de la siguiente 

tabla. Anote cada resultado en la casilla que se ubica bajo el número 

correspondient e    

x 1 1,1  1,2  1,3  1,4  1,5  1,6  1,7  1,8  1,9  2 

X2 1          4 

2.  ¿ entre cuáles de los números racionales del arreglo anterior se ubica 2   

3.  Explique por qué se puede asegurar 1,4 aproxima por defecto a 2  

4.  Explique por qué se puede asegurar 1,4 aproxima por e xceso  a 2  

5.  Utilice su calculadora para determinar la segunda potencia de cada uno de 

los números racionales que se anotaron en la fila en la siguiente tabla. anote 

cada resultado  en la casilla que se ubica bajo el número correspondiente  

x 1,4  1,41  1,42  1,43  1,44  1,45  1,46  1,47  1,48  1,49  1,5  

X2 1,96           2,25  

 

¿Entre cuáles de los números racionales del arreglo anterior se ubica el 

número Ѝς? Observe  

Si se tiene una aproximación por defecto y una por exceso, se puede utilizar su 

semisuma para acele rar el procedimiento anterior
1,41 1,42

1,415
2

+
=  
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Dado que ( )
2

1,415 2,002224 2= > podemos asegurar que 1,41 2 1,415< < . Tenemos 

entonces que 1,415 se aproxima por exceso a 2  con dos cifras decimales con 

exactitud   

Ahora podemos calcular la semisuma de 1,41 y 1,415,  

Esta vez 
1,41 1,415

1,4125
2

+
=  se aproxima por defecto al valo r de 2  ( por 

qué ?) 

Observe que con el conocimiento anterior obtuvimos una mejor 

aproximación del valor real de 2 , si embargo , dado que 1,4125 y 

1,415 coinciden hasta la segunda cifra decimal , solo tenemos con certeza que las 

primeras dos cifras decimales  de nuestra aproximaciones coinciden con el valor real 

que buscamos  

Es claro que este procedimiento puede repetirse tantas veces como sea necesario 

a fin de obtener aproximaciones cada vez más  cercanas al valor real de 2  

Un numero Real puede tener difere ntes representaciones , por ejemplo 
2

2
 y 

también 
1

2
 . También podemos cal cular expresiones como 25 3-  donde obtenemos 

22  . Podemos verificar también que 12 2 3=  

             Analicemos la situación  

¿ Entre que par de numeros consecutivos esta 50?Podemos ver que 50  es un 

numero irracional que esta entre 7 y 8 más cercano a 7  

. Determine tres número s irracionales que están entre 9 y 10  

Es sencillo como  81 es 9 y 100 es 10 , todas las raíces cuadradas a  partir de  

81 y antes de 100 van a estar entre 9 y 10  

      Ejemplos   

 

1. Determine  dos números irraci onales entre 12 y 13  

Primero 212 144=       y 213 169=  entonces todas las raíces cuadradas después de 

144 y antes de 169 están  entre 12 y 13  

145 12,0415946......

168 12,9614813968....

=

=
 Son números que están entre 12 y 13  
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Ejercicio s   

1) Escriba entre cuáles números enteros consecutivos  se encuentra 
cada una de las siguientes raíces:  

 
a)  ______  21  ______   d)  ______  ï5 1000  ______  

 

b)  ______  4 925   ______   e)  ______  ï 209   ______  

 

c)  ______  3 19   ______   f)  ______  3 254-   ______  

 

2)  Clasifique los siguiente s números como racionales o irracionales:  
 

a)  5   ______   e) 5 6 4  _______   i)   4,21 8  ________  

 

b)  
3

7
  ______   f)   0 _______   j)   3

27

8

-
 _______  

 

c)  ï7, 5  ______  g) 3
1

2
 _______   k)  4

25

16
 _______  

 

d)  ï3 12  ______  h) ï 529  _______  l) 0, 12434343é _______  
 

3)  Determine 3 numer os irracionales estre los siguinetes numeros  

a)  5 y 6  

b)  21y 22  

c)  -3y -4 

d)  -26y -27  

e)   

4)  Pruebe que 2 5 6 8 3< < < < 

5)  Encuentre dos números consecutivos a y b que cumplan 45a b< < 

6)  Determine entre cuales nuemeros enteros se encuntre los suiguie ntes 

numeros irracionales  

 

a.  3 7  b.  15  c.  3 27  

d.  5 e.  3 17-  f.  -e 

g.  3
4

-  h.  ( )
2

e
p

-
-  i.  ( )3

p
-  
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7)  ¿Cuál es el mayor de los núme ros anteriores?  

8)  Ordene de forma descendente (de mayor a menor) los números de la parte 

6. 

9) Ubique los números de la parte 1 en la siguiente recta numérica  

periódica. Es decir, se estaba en presencia de un número irracional.  

 

10)  Escriba dos números irra cionales que estén entre los números dados.  

1) 1 ___ , ___ 2        2) 2 ___ , ___ 3    3) 5 ___ , ___ 6      4)  - 9 ___ , ___ -8  

5) - 12 ___ , ___ -  11   6) 4 16   ___, ___ 
12

3
      7) 4 ___, ___ 3 125       

8) 23  ___, ___ 6    9)  - 10 ___, ____ 9-    10) e ____, ___ p     

11)  - 5e ____, ___ 2 e    12) -e ____, ___ 
6

5

-
       13) 

17

2

-
  ___, ____ -  2 e  

        Orden de los números irracionales  

Los números irracionales al igual que los números enteros y racionales 

mantienen una relación de orden, por lo tanto se puede comparar con 

otros números y determinar cuáles son mayores o menores según sea 

el caso.  

Vamos   a ordenar los siguientes números de menor a mayor:
10

29 9 2 3
2

  

Tenemos que 

29 5.385164807.....

10
5

2

9 3

2 3 3.464101615...

=

=

=

=

  

Así podemos ordenar de menor a mayor
10

9 2 3 29
2
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Recordemos que  las cantidades están ordenadas de menor a ma yor .Por 

lo tanto siempre más a las izquierda van los menores y más a ala derecha 

van la s mayores  

              Ejemplos  

1)  2 3 2 3>-  Por eso la misma expresión positiva es mayor que toda la 

expresión negativa  

6
4

5
<  Recordemos  que 

6

5
  en su forma decimal es 1 ,2 por lo tanto es menor que 4  

2 )  Complete con los signos <,>,= según corresponda  

2 5 5 2 2 5 4,4721... 5 2 7,071....ya que< = =
  

Ejercicios  

 

 1.  Complete  utilizando los símbolos > < = , para cada uno de l os 

siguientes pares de números racionales e irracionales  
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Situación Problema  

Observa los números y responde.  

                   -27        
3

5
          16           мΣоророрΧ        7     p 

a)  ¿Q ué números son naturales?      16    

  b)  ¿Qué n úmeros son enteros?          -27    16       

  c)  ¿Qué núm eros son racionales?          -27        
3

5
          16           мΣоророрΧ         

  d)  ¿Qué  números son irracionales?  7     p 

  e)  ¿Qué números son reales? -27        
3

5
          16           мΣоророрΧ        7     p 

La Clave  

 El Conjunto de los números reales  

 

En forma paralela a la aparición de las fracciones, surge el concepto de número 

irracional, de manera  que cientos de años a.C., con excepción de los números 

negativos, ya se tenía idea, aunque no completa de lo que actualmente se llaman 

números reales. Recuerde que los números negativos aparecen tardíamente en 

la historia, pues se cree que los primeros en  referirse a ellos fueron los hindúes 

alrededor del siglo V d. C. pero no fue sino a finales del siglo XV, que fueron 

aceptados como verdaderos números.  

A finales del siglo XIX, se tenía una idea bastante precisa de cómo eran todos los 

números; así que cu ando Georg Cantor creó la teoría de conjuntos se empezó a 

hablar del Conjunto de los Números reales.  

¿Cómo está conformado entonces el conjunto de los números reales?  

Este conjunto está formado por todos los números que se han estudiado desde 

sétimo año ha sta este momento.  

Tema 2 Números Reales  



  

 

38 

El conjunto de los números reales contiene a todos los números es tudiados hasta 

ahora, es decir:  

ᴓṒὤṒᴗṒᴙ                   y                   )Ṓ2. 

La expansión decimal caracteriza a los números racionales y a los irrac ionales.  

Así; un número es irracional si su expansión decimal es infinita y no periódica, por 

el contrario la expansión decimal de un racional es infinita periódica o finita.  

De manera que, un número no puede ser al mismo tiempo racional e irracional. 

Dich o de otra forma, un número puede ser solamente racional o solamente 

irracional.  

Esto significa que la intersección de ambos conjuntos es vacía, es decir:  

 ᴗ᷊ .ɲ  

Se define la unión de ambos conjuntos como el conjunto de los números reales  

 ᴗ᷾ ᴙ. 

 

La unión de los números racionales (Q)  con los núm eros irracionales (II) forma un 
nuevo conjunto que se denomina el conjunto de los números reales ( lR).  
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             Ejemplos  

          El Conjunto de los Números Reales Positivos  se denota por  ᴙ   y se 

define como:  

 

ᴙ  ὼɴ ᴙḊὼ πȢ 

 

ᴙ  consiste en aquellos números reales que tienen signo positivo.  Son ejemplos 

de números reales positivos  ὩȟςȟȟЍυ . 

El Conjunto de los Números Reales Negativos  se denota por  ᴙ   y se define 

como:  

 

ᴙ  ὼɴ ᴙḊὼ πȢ 
 

ᴙ  consiste en aquellos números reales que tienen signo negativo.  Son ejemplos 

de números reales negativos  Ὡȟςȟ ȟ Ѝυ.  

 

Asimismo, se cumple que  ᴙ ᴙ ᷾π᷾ᴙ . 

 

           Ejemplo  

1.  Simplifique al máximo cada expresión matemática.  Indique a su vez si cada 

expresión es u n número racional o irracional.  

a)  Ѝτω 

Solución  

Ѝτω χ χɴ ᴗ  Ȣ 

b)  Ѝψ 

Solución  

Ѝψ ςẗς ςЍςɴ  Ȣ 

c)  Ѝςυ 

Solución  

Ѝςυ ς Ѝςυɴ  Ȣ 

d)  ψ  

Solución  

ψ Ѝψ ς ςɴ ᴗ Ȣ 

e)  Ѝ ςυ 

Solución  

f)  φτ  

Solución  
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Ѝ ςυ  ɵᴙ φτ Ѝφτ ς τɴ ᴗ Ȣ 

g)  Ѝσς    Solución  

Ѝσς ς ςẗς ςЍςɴ  Ȣ 

h)  ψ        Solución  

ψ 
ρ

Ѝψ

ρ

ς

ρ

Ѝς

ρ

ς

ρ

ψ
ᶰᴗ Ȣ 

i)  Ѝφτ    Solución  

Ѝφτ Ѝφτ Ѝς ςɴ ᴗ. 

j)    Solución  

ρττ

τω

Ѝρττ

Ѝτω

ρς

χ
ᶰᴗ Ȣ 

k)  Ѝ σẗςẗυ                        Solución  

σẗςẗυ σẗσẗςẗυ  

σẗυ σẗς
 

χυ Ѝχς
 

ᶰ  Ȣ 

2.   Simplifique al máximo  
ẗ

  e i indique  a su vez  si la expresión es un 

número racional o irracional.  

Solución  

ςẗυ

χ

ςẗυ

χẗχ

ςẗυ

χ

ρ

χ
ᶰ ȟᴗ 

ςẗυ

χ
 
ρ

χ
ẗ
χ

χ

ςẗυ

χ
 Ѝχɴ Ȣ 

υππ

ςτσ
 Ѝχɴ  
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3.  Discuta la validez o no validez de la siguien te proposición  

σ τ σ τ σ τ χȢ 

Solución    La proposición es falsa porque  

σ τ σ τ Ȣ 

 

4 . Clasifica los siguientes números decimales en racionales o irracion ales y explica 
la razón:  

 
a) 0,55555555...  

b) 0,125689312...  
c) 1,3525252...  

d) 0,75  
 

Solución:  

a) 0,55555555...    RACIONAL porque es un número decimal periódico y se puede 
expresar en forma fraccionaria  

b) 0,125689312...     IRRACIONAL porque es un núme ro decimal no periódico.  
c) 1,3525252...     RACIONAL porque es un número decimal periódico y se puede 

expresar en forma fraccionaria  
d) 0,75    RACIONAL porque es un número decimal exacto  

 
 

5.  Clasifica los siguientes números decimales en racionales o irr acionales y explica 
la razón:  

 
a) 1,3030030003...  

b) 2,1245124512...  
c) 4,18325183251...  

d) 6,1452453454...  

 
Solución:  

a)  1,3030030003...     IRRACIONAL porque es un número decimal no periódico.  
b)  2,1245124512...    RACIONAL porque es un número decimal periódic o y se 

puede expresar en forma fraccionaria. Su periodo es 1245  
c)  4,18325183251...     RACIONAL porque es un número decimal periódico y se 

puede expresar en forma fraccionaria. Su periodo es 18325  
d)  6,1452453454...     IRRACIONAL porque es un número decimal no periódico . 
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7. Clasifica los siguientes números decimales en racionales o irracionales y explica 

la razón:  

a) 
2

p
             b) 23             c) 

3

3
        d) 

1

100001

-
 

 
Solución:  

a)     
2

p
  IRRACIONAL porque el numerador de la fracción es un número decimal no 

periódico.  

 

b)     23 IRRACIONAL, ya que la solución de la raíz tiene ilimitadas cifras decimales 

no periódicos . 

c)     
3

3
 IRRACIONAL,  ya que el numerador de la fracción tiene ilimitadas cifras 

decimales no periódicos . 

d)      
1

100001

-
 RACIONAL porque el cociente de la fracción es un número decimal 

periódico.  
 

8. Utilice los símbolos ȟɴɵ ȟṒȟË/según corresponda  

a)  
Ѝ

_____ ᴗ . 

Solución  

ρ

Ѝς
Ѝς

 
ςɴ ᴗ Ȣ 

b)   
Ѝ

_____  . 

Solución  

Ѝφτ

ψ

ψ

ψ
ρ ρɴ ᴗ Ȣ 

c)   ρ  ρ Ὡ _____  .  Soluci ón  

 ɴ 

d)  ᴚ _____  ᴗ .     Solución  

Ṓ. 

e)   _____  ᴙ .  Solución   Ṓ. f)   _____  ᴗ .   Solución  Ë/. 

9.  Escriba F si la opción es falsa y V si la opción es verdadera dentro del parén tesis.  

Justifique su respuesta  

a)  (  ) Si  ὼЍςɴ ᴗ  entonces ὼ es un número irracional.  

Solución  

Verdadero.  ὼ Ѝςɴ  . 
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b)  (  ) La  expresión   representa un número racional entero.  

Solución  

Falso.    Representa  un número racional no entero.  

c) (  ) La expresió n    
Ѝ

Ѝ
 representa un número entero.  

Verdadero.  
Ѝ

Ѝ
 Ѝψ ςɴ ᴚ . 

d)  (   ) La  expresión υȟστυφχψτψωȣȢ, en la cual no se encuentra un periodo, representa 

un número racional.  

Falso.  El número es irracional .  

 

10 . Escriba  la suma de dos números irracionales cuyo resultado sea un número 

racional.  

Solución  

Una posibilidad es sumar un número con su opuesto. Por ejemplo: 3 3p p- + = 0  

  5 5 0+- = 

11. Encuentre tres números reales que sean mayores que 2 y menores que 3.  

Solución  

 

Se pueden dar infinita cantidad de números. Por ejemplo:   

47
5, , , 17, 2,425, 2,734521786432...

3
e  
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12. Justifique , si  la siguiente afirmación es falsa o verdadera.  

7
3, 4, ,

2 3

pë û
Ëì ü

í ý
. 

Solución   

La afirmación es fals a pues 
2

p
 es un número irracional, en este caso solo aparece 

escrito en forma de cociente pero no corresponde a una fracción pues no es el 

cociente de dos números enteros.  

 

Ejercicios Resuelve  y marca con ( ᾛ)  si el resultado perte nece al 

conjunto indicado.  

 

 

2. Evalúa las siguie ntes afirmaciones y escribe (V)  verdadera  o (F) falsa.  
 

¶ 69 Hay números enteros que no son racionales.   (    )  

¶ 70 Existen números irracionales que no son números  
              reales.  (    )  

¶ 71 Todo número r eal es racional o irracional.  (    )  

¶ 72 Cualquier número decimal es un número real.  (    )  
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3.   Use los símbolos  , , , , ,Å  y complete las siguientes 

expresiones:  

= II = 

II = II = 

= II = 

 

4.   Encuen tre tres números irracionales entre
1

2
y 1.  

 

5.   Encuentre tres números irracionales entre -2 y -1.  

 

6.   Escriba F si es falso o V si es verdadero  

(  ) 3 9
3, 3 5, 16,

3

ë û
+ Ëì ü

í ý
        (  )  3 19

3, 16, 25,
3

ë û
- Ëì ü
í ý

 

(  ) 3 19
3, 16, 25,

3

ë û
- Ëì ü
í ý

      (  ) 3 19
3, 16, 17, ,

5
p

ë û
- - Ëì ü
í ý

 

(  )     =                          (  )    =  

 

7.  Determine en el siguiente cuadro a que conjuntos pertenece los siguientes 

números  

     II       II   

3p+        2 2-       

  0      5log 125       

3 125      1

3
 

     

1,010010001é      2      
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32 1
3 5
+

 
     3 8-       

4-        25-       

3 8

2
  

     3e e-       

( )60sen        tan(45)      

( ) ( )
( )

45 tan 30

cos 30

sen -
  

     eIn  
     

 

Nota la raíz con índice par y el sub radical negativo no es un número real  

            Ejemplos  

4

1

256

- Î

- Î
 

8.  Escriba   ñFò  o  ñVò  seg¼n sea falso o verdadero: 
 

 a)  
2

3
 Í Z   _____  h)  ï3 24  Î IR  _____       m)  Z   Ë  II  ____  

                 

 b)  64  Í IN  _____  i)  25-  Í IR  _____        n)  IR Ë Q  _____  

       

 c)  ï 15  Í  II   _____  j )   4 4096-  Î IR _____              o)  IR  Ê  II  _____  

       

d)  ï
1

4
 Î  Q  _____  k )  IN  Ë  IR  _____       p)  II  Ê  Q  _____  

 
e)  5 243  Í  IR  _____  l )   Z   Ë   II  _____       q)  Z    Ê  IR _____  

 

f)  ï0,8 12  Í  II  _____           r)  Q  Ê  IR  _____  

 

g)  Si un número es racional, entonces también puede ser irracional.  _____  
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9.  Determine la notación decimal de cada uno de los siguientes números reales, 

e indique si es   racional( Q )   o  irracional(  II  ).  
 

a)  ï
3

8
 =  _______________   f)  4 3 10  =  _________________  

 

b)  2p  =  _______________   g)  ï2
3

4
 =  _________________  

 
c)  ï 27  =  _________________  h)  ïp + 7 =  ________________  

 

d)  ï4 625  =  _________________  i )  
2

7
 =  __________________  

 

e)  
13

3
 =  _________ __________  j )  ï

15

13
 =  _______________________  

 

Situación Problema  

 Dadas las coordenadas a, b, c, d, e, y f como se muestra en la 

figura:  

  

 

1.  ¿Cuál es el punto más próximo de a ẗ b? 

2.  ¿y de 
1

d
? 

3.  ¿y de
2

f
 ?   

4.  ¿Quién es mayor e o |a|?  

 

               Análisis de la Actividad  

Aunque esta actividad se puede resolver con relativa facilidad sustituyendo por 

valores aproximados los números r epresentados, se debe pensar en la justificación 

de las conclusiones por medio de argumentos que hagan referencia al uso de las 

propiedades de los números.  

Por ejem plo , en el caso de la pregunta 1 , se pueden considerar propiedades 

como el signo de a ẗ b, y  sila magnitud de a ẗ b es menor o mayor que la de bpara 

concluirque el valor m ás cercano a dicha expresi ón es d.  
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En el caso de 2 , se puede aprovechar que al ser d un valor ubicado entre 0 y 1,  
1

d
 representa una cantidad mayor que u no (inclusive mayor que 2), por lo que f es 

el valor más cercano.  

En En 3,basta determinar en la representación gráficael punto medio entre 0 y 

f, con lo que e es el valor más próximo. En iv se aplica la noción de valor absoluto 

para concluir que a está a  una mayor distancia que e con respecto al cero. Así que 

|a| >e  

 

 

 

    
       La clave  

 

Recta numérica  La recta numérica siempre va de valores menores a 

valores mayores en sentido de izquierda a derecha. Podemos ubicar infinidad de 
cantidades de ella  

 

 
 

 
Dada una recta cualesquiera se puede establecer una correspondencia biunívoca 

entre sus puntos y los números reales, es decir, que a cada punto de la recta se le 
asocia un número real y a cada número real le corresponde un punto de la recta. 

Históricame nte este hecho se le atribuye a Richard Dedekind  
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        Ejemplo  

Trace una recta numérica y ubique en ella, de manera aproximada, los siguientes 

números reales: 2,1, 3,0, 1, ,2, 2e- - - -. 

 

  -e        -2      2-   -1                   0                   1         3    2            

2) Para localizar estos puntos de la recta se busca una aproximación del número 
que se desea ubicar.  

Trace una recta numérica  y ubique en ella, de forma aproximada, los siguientes 

números reales:     3 11,  log17- ,    
2

p
,   

 

                   log17-             0               1       
2

p
     2 3 11 

 

3)  Ubique en forma ordenada las letras correspondientes a cada número en la 

siguiente recta.  

 

 

Observación: en estos casos en importante el uso de la calculadora para tener 

un valor aproximado en notación decimal de los números que no son enteros.  
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4)  Si a=  2  Como 2 = 1,4142135 .  Se ubicara entre 1 y 2 antes de 1,5  

 
 

Para representar un número racional    en la recta numérica se efectúa  la operación  

ὥ ὦ y se obtiene  la expansión decimal aproximada por medio de la calculadora.  

 

Para representar un número racional  o irracional en la recta numérica se obtiene la 

expansión decimal aproximada por medio de la calculadora.  

 

           Ejemp los  

 

1.  Represente en la recta numérica los siguientes números reales  

 

a)  υȟςφ 

 

 

Solución  

 
 

 

 

b)   
ʌ

τ
Ѝρω

στ

τ
 

 

 

Solución  
ʌ

τ
Ѝρω

στ

τ
υȟπτ 
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Ejercicios  

 

1.  Use aproximaciones para localizar en la recta numérica , de manera 

aproximada,  los siguientes números:  55 2
, , 31,

2 3

e
ep- -  

 

2.  Dibuje una recta numérica y represente en ella los siguientes 
números reales:  

 

  ï8       3
1

2
       ï

5

3
       ï 2        ï3p +  12       3 20        e ï 7   

Sugerencia Se debe hallar la notación decimal que le c orresponde a cada 
número real, y luego se ubican estas cantidades en la recta numérica.  

 
 

3.  Ubique los números en la recta numérica  
 

a)  ï8   c) ï
5

3
 =  ï1, 6  e)  ï3p +  12 = 2,57522203é  

 

g)  e ï 7 =   ï4,281718 é 
 

b)  3
1

2
 =  

7

2
 = 3,5          d)  ï 2  = ï1,4142135é..     f)  3 20  =  2,714417é. 

 
 

Ahora se ubican las cantidades obtenidas tomando en cuenta solo el primer 
decimal:  
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4. Ubique en la recta numérica los siguientes números reales  

 

 

5.  Represente en la recta numérica los siguientes números reales  

 

a.  υȟςφ 

 

 

 

 

b.  Ѝρω  

 

 

 

c.  ʌ Ὡ 

 

 

 

 

d.  Ѝυτ υ ʌ 
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6.  Encuentre c uales números enteros se encuentran las siguientes cantidades  

a.  
2

2
 

a)  5-  h)  32 4-  

b.  60  b)  2p i)  3log 125 

c)  5 50  g) -2e  j) ( )70sen-  

 

7. Señales las cantidades anteriores en la recta numérica  

 

 
 

7.  Represente cada pareja de números irracionales en la recta numérica.  

 

a)  2
2

y
p

p

 
 

b)  
2 3

4 2
y
-

 

 

c)  
5

2 3
y
p- -
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Uso de los símbolos  ȟȟȟ  en ᴙ 

 

Es importante que se dominen las siguientes notaciones en ᴙ 

 

Concepto  Notación  Significado  

ὼ es mayor 

que  π  o 

que ὼ  es 

positivo  

 ὼ π ὼᶰᴙ  

ὼ  es menor 

que π  o 

que ὼ  es 

negativo  

ὼ π ὼᶰᴙ  

ὼ  es mayor 

que  ώ 

 ὼ ώ ὼ ώᶰᴙ  

ὼ  es menor 

que  ώ 

 ὼ ώ ώ ὼɴ ᴙ  

ὼ  es mayor 

o igual que  
ώ 

ὼ ώ ὼ ώ o ὼ ώ 

ὼ  es menor 

o igual que  
ώ 

ὼ ώ ὼ ώ o ὼ ώ 

ώ está entre 

ὼ y ᾀ.  

ὼ ώ ᾀ ὼ ώȟ o ώ
ᾀ 

 

 

 La clave  

 Ley de Tricotomía en ᴙ 

 

La ley de la Tricotomía en   ᴙ  permite comparar dos números reales y afirma que 

para todo par de números reales ὥ y ὦ: ὥ ὦ ó ὥ ὦ o ὥ ὦ. 

 

Los números positivos están a la derecha del  π  y los números negativos están a 

la izquierda delπ. 
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Para comparar dos números racio nales, se puede aplicar la siguiente propiedad:  

 

Propiedad  

Sean ὥȟὦȟὧȟὨᶰᴗ, ὦȟὨ π ὼ ώ.  

  si y solo sí  ὥẗὦ ὦẗὧ.  

 

 

Para comparar dos números racionales e irracionales se puede obtener la expansión 

decimal aproximada por medio de  la calculadora y luego se aplica la siguiente 

propiedad:  

 

Propiedad  

Sean ὼȟώɴ ᴙ. ὼ ώ  si y solo si  ὼ 
está a la izquierda del punto ώ en 

la recta numérica.  

 

 

            Ejemplos  

 

1.  Coloque los símbolos  ó  ó  según sea el caso.  

 

a)    _____  

Solución  

ςυ ρψᵼ  .  

 

b)    _____  

Solución  

ω ρψᵼ  .  

 

 

c)  τЍρψ _____  

Solución  

τЍρψ ρφȟωχ
ρπ

Ὡ
σȟφχ 

d)  ρφȟςφ_____ ρφȟςφ 

 

Solución  

ρφȟςφ ρφȟςφ. 

 

 

e)  ςʌ Ѝφ_____ ʌ Ѝω 

 

Solución  

ςʌ Ѝφ ψȟχσ ʌ Ѝω φȟρτȢ  
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2.  Escriba F si la opción es falsa y V si la opción es verdadera dentro del paréntesis.  

Justifique su respuesta  

 

1.  (  )  υ σ. 

 

 

Solución  

Verdadera.  

 

 

2.   (  )  υ ὼ χᵼὼ υ o ὼ χ. 

 

Solución  

Verdadera.  

 

 

3.  (  )  ὼ υᵼυ ὼ. 

 

Solución  

Verdadera.  

 

4.  (  )  ὼ φᵼφ ὼ. 

 

 

Solución  

Falsa.  ὼ φᵼφ ὼ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

. 
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Ejercicios   

 

 

1.  Complete utilizando los símbolos > ,< =  para cada uno de los 

siguientes pares de números Reales  

 

 
2. Ordena de menor a mayor y representa en la r ecta real los siguientes números:  

 a) ï0,75     b) 
4

9
  c) 3   d) 

20

23
  e) 

2

0256,0
-  

3.)  Compara y escribe >, < o = según corresponda.  
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4.)  Compara y escribe >, < o = según correspon da.  

 

 
5)  Ordena de forma ascendente los siguientes números  

 

 
 

Valor absoluto de un número real  

Si ὼɴ ᴙ se define el valor absoluto de ὼ por  

 

ȿὼȿ
ὼ ÓÉ ὼ π
ὼ ÓÉ ὼ π

 Ȣ 

 

Propiedades  

Si ὼɴ ᴙ  entonces  

a)  ȿὼȿ π 
b)  ȿὼȿ ȿὼȿ. 
c)  ȿὼȿ π si y solo si ὼ π 
d)  ȿὼẗώȿ ȿὼȿẗȿώȿ. 

e)  
ȿȿ

ȿȿ
 si ώ π.  

f)  ȿὼȿ Ѝὼ  si  ὲ es un número 

par.  

g)  ȿὼ ώȿ ȿὼȿ ȿώȿ. 

 

           Ejemplos  

 

1.  Determine a)  ȿφȿ    

Solución    ȿφȿ φ. 

b)   ȿπȿ  Solución  

ȿπȿ π. 

c)  σ    Solución  

σ
ρ

τ

ρσ

τ
 

d)  ρ Ѝσ  Solución  

ρ Ѝσ π.  Luego ρ Ѝσ Ѝσ ρ.  

 

e)  ς Ѝρχ  Solución  

ς Ѝρχ ς Ѝρχ. 
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2.    Determine el valor exacto de  

ὶ
φ

χ
ȿὩ ȿ Ѝ ψ Ȣ 

Luego, localice el número en la recta numérica e indique si el número es racional 

o irracional.  

Solución  
φ

χ
ȿὩ ȿ Ѝ ψ  

φ

χ

ρ

Ὡ
ςȢ 

 
ψ

χ

ρ

Ὡ

ψὩ χ

χὩ
ρȟυρɴ  Ȣ 

 
3 .Calcule  

       32  - 57e , 34 - 100 , 34 - 27 ,  - e p. 

Solución . Encuentre la expansión decimal de la cantidad que está dentro del 

valor absoluto y luego use la definición  

3 32  - 57 2  - 57e e=  puesto que  32  - 57 1,588 0e º ² 

3 34 - 100 4 + 100=- ya que 34 100 0,6415 0- º- ¢ 

34 - 27 34 - 27= pues 34 - 27 0²  

 -e ep p- = +se comprueba que 0e p- - ¢ 

 

Ejercicios  

1.  Calcu le 

a)  15 - 13  b)  12 - 17  c)  3 - 13  

d)  10 - p e)  15 + 13 f)  15 13- -  
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2. Determine el valor absoluto de  

 

1.     ¼ -5+ 3 ¼ = 

 

6.    ¼ -6 + 2 ¼ = 

 

 

2.        ¼ -6 - 2 ¼ + ¼ -5 - 3 ¼- ¼ -  13¼ = 

 

7.   ¼- 4 + 16 ¼ + ¼ -3 - 11 +  6 ¼= 

 

3.     3Öó 92 - 1 ó  -  ó 95ó = 

 

8.   94 ó95ó + 97 Öó96ó = 

 

4.    óó95 - 96ó + ó 97 - 98óó = 

 

 

9.      
-

+ - =
3

4

5

2

4

5

 

 

5.   3

1

4

5

2

3

4

1

6

- + =-  

 

 

10.      
2

3

1

4

5

3

3

4

- - + = 

Situación Problema  

De acuerdo a la recta numérica adjunta, ¿Cuál es un posible valor de a ?  
 

 
 

(   ) ã10      (   ) ã101      (   ) ã95    (   ) ã80   
 
 
 

De acuerdo a la recta numérica adjunta, ¿Cuál es un posible valor de a ?  
 

(      )  3 10               (     )  3 6-                (   )     3
3

2

-
                (      )    3 29-  
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              Análisis de la actividad  

De acuerdo a la recta numérica adjunta, ¿Cuál es un posible valor de a ?  
 

 
 

(   ) ã10      (   ) ã101      (  x ) ã95    (   ) ã80   
 
 
 

De acuerdo a la recta numérica adjunta, ¿Cuál es un posible valor de a ?  

 

(   x   )  3 10               (     )  3 6-                (   )     3
3

2

-
                (      )    3 29-  

 
 

La Clave  
 

La raíz n -ésima, ,n nÍ par,  de un número racional positivo a es el 

único número positivo que elevado a la n  es igual a a . 

nn a b b a= Ú =  

La raíz n -ésima, ,n nÍ impar , de un número racional a es el único número que 

elevado a la n  es igual a a . 

nn a b b a= Ú = 

 Ejemplos  

 

1.  Det ermine la solución de la ecuación  2 5x = . 

Solución  

Si 2 5x = , entonces  5x=° o bien xå2,236068 o xå-2,236068.  
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2.  Determine  la solución de la ecuación 2 17x = . 

Solución  

Si,  2 17x =  entonces 17x=°  o bien xå4,1231056 o  

 xå-4,1231056.  

3. Determine  la solución de la ecuación 3 5x = . 

Solución  

4.  Si 3 5x = , entonces 
3 5x= , puesto que ( )

3
3 5 5=  .  

Determine el conjunto solución de la ecuación 4 7x = . 

Solución  

5. Si  4 7x = , entonces 4 7x=° , puesto que  ( )
4

4 7 7° =.  

Por lo tanto el conjunto solución de la ecuación es:  

{ }4 47, 7- . 

6. Determine  la solución de la ecuación 15 5x = . 

Solución  

Si 15 5x = , entonces 
15 5x=  . 

Ejercicios  
 

1)  Determine el  conjunto solución de las siguientes ecuaciones:  

a)  2 0,0036x =      b) 3 0,001x =        c) 3 0,001x =-  

      d)   3 7x =-            e)  4x =64            f)  4 17x =  

 

2) Busque dos objetos cilíndricos (tarros) de difere ntes bases. A continuación, 
mida longitud de la circunferencia de la base y el diámetro de cada uno de ellos. 

Tome las medidas lo más precisas posibles y calcule una aproximación al valor de 
pen la misma manera que lo hicieron los sumerios. ¿Cuántos decima les exactos 

halló para p? 

 

3) Se construye un jardín circular cuyo radio diámetro mide 16 metros y se desea 
hacer una cerca con una malla que vale 5000 colones el metro.  

Todo número, positivo o 

negativo, elevado a una 

potenc ia par es positivo.  

Todo número negativo 

elevado a una potencia 

impar es negativo.  

Todo número positivo 

elevado a una potencia 

impar es positivo.  
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a) Exprese el largo de la malla en términos de p.  

b) ¿Cuál es el largo de la malla si  se considera 3,14pº ? 

c) ¿Cuántos colones costará la malla si aproxima ppor exceso a un número con 

tres decimales?  
d) ¿Qué diferencia en colones tendrá que pagar usted si el dueño del almacén usa 

una aproximación de pcon seis decimales?  

 

4.  Determine  un valor p ara x en las siguientes ecuaciones. (Use la calculadora)  
 

 

5.  Ubique  un número irracional con representación radical entre cada par de 

números consecutivos en la siguiente recta numérica . 
 

 
 

 

Operaciones con radicales  
 

Operaciones  
 

Para introducir una  expresión radical en la calculadora el elemento más importante 

es el índice, pues éste nos determina cuál botón se utiliza. Dependiendo de la 

calculadora, los botones se pueden utilizar con raíces en su primera o segunda 

función. Algunas tienen hasta una tercera función. El color de la función determina 

cuál es el procedimiento para utilizarla:  
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ü Si aparece en color blanco sobre el botón, se trata de la función principal, 

por lo que simplemente éste se presiona y se utiliza con normalidad.  
ü Si la función se  ve en color amarillo, es la segunda función, por lo que es 

necesario oprimir primero SHIFT (ubicado arriba a la izquierda) y luego el 
botón ubicado debajo de dicha función.  

ü Si la función se presenta en color rojo, se trata de la tercera función, por lo 
cual es necesario oprimir primero ALPHA (ubicado a la derecha de SHIFT) y 

luego el botón ubicado debajo de dicha función.  
 

En la imagen adjunta, se aprecia la calculadora 

más reciente. En ésta, la raíz cuadrada (de 

índiceς) es una función principal. En ese 

m ismo botón, la raíz cúbica (de índiceσ) es la 

segunda función.  

A su derecha, se ubica el botón para elevar al 

cuadrado o al cubo (exponente ς y σ 

respectivamente ). A la derecha de este botón 

se ubica el que permite elevar a cualquier 

potencia como función principal y radicar con 

cualquier ot ro índice como segunda función.  

De esta manera, se puede comprobar en la 

calculadora el resultado de operaciones  como 

las siguientes:  

 

1.  ЍςχϽЍψ φЍς 

2.  ЍςυπЍρφ χЍς 

3.  ЍςτσЍτψ Ѝσ 

4.  
Ѝ

 

5.  ЍςχϽЍψρ σЍσ 

6.  υЍς τ ςϽσ Ѝς ττ

ςψЍς 
 

O también se pueden resolver problemas, 

como por ejemplo, determinar el valor de ὼ tal que ὼ σπ. Como la radicación 

corresponde a la operación inversa de la potenciación, se tendría que ὼ Ѝσπ

ρȢπυυρρσπφσυσφςςχφȣ 
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            Ejemplos  

 

1.  Determine el perímetro de la siguiente figura  

 

 

 

                              
 

 
 

El resultado de la operación es de 17,4717 aproximadamente  

 Por lo tanto, el área del polígono es de aproximadamente 17,4 717  
 

2.   Determine  el área del siguiente rectángulo  
 

 

El perímetro  es 72( 7 5) 2 93 19,11+ + ¶ º  

 

      
Nota : Hay  infinidad de raíces que tienen solución en IR.  Las 

únicas raíces que no tienen solución son las que tienen de índice  un número par  y 

subradica l negativo . 
 

 Ejercicio:  Halle la solución de los siguientes radicales e indique cuáles 
no tienen solución.  
 

 a)  3 64-  =  __________  

 
 

 b)  25-  = __________  

 

 

 c)  4 1296-  = __________  

 
 

 d)  7 2187-  =  __________  

 

 

 e)  5 7776-  = __________  

 
 

 f)   8 256-  = ___________  
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Simplificaci ón de Radicales :  

 
        Ejemplos:  Simplifique al máximo los siguientes radicales.  

 

a)  360  =  

Solución :   

 
1)  Se factoriza el subradical:        

360  
180  

 90  

 45  
  9 

  3 
 

 
  1 

 2 
 2 

 2 

 5 
 3 

 3 
 

 
En este ejemplo la raíz es cuadrada, es decir, que el índice es  2 .  Por consiguiente 

con los factores se forman potencias elevadas a la 2 para que puedan ñsalirò de la 
raíz. Al salir de la raíz el exponente se cancela porque se divide entre el índice.  

 
 

360  =    2 22 2 5 3¶ ¶ ¶ =  

 

      2 ¶ 3 2 5¶  =  

 

          6 10  

 

b)  5 1944  =  

 

Solución:        
 

 

   5 1944  =     5 52 2 2 3¶ ¶ ¶ =        
           

            3 5 2 2 2¶ ¶ =  

    

            3 5 8   

 

 
 
 

 

1944  

 972  
 486  

 243  
  81  

  27  
   9 

   3 
   1 

 2 

 2 
 2 

 3 
 3 

 3 
 3 

 3 

(En este caso las       

potencias deben 

ser de 

exponente 5 o 

múltiplo de 5 ) 
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Ejercicios  Utilice la calculadora para calcular las siguiente 

operaciones  
 

1)  ï 49  = 

 
 
 
 
 
 

2)  121  = 

 
 
 
 
 

3)  81-  = 

 
 
 

  9)  
36

81
 =                            10)  36  =   

 
 
 
 

      11)  81  = 

 
 
 
 
 

 

4)  64- = 

 
 
 
 

5)  ï 64  = 

 
 
 

6)  3 310  = 

 

  12)  3
320

343
 =                         13)  3 320  = 

 
 
 
 

 14)   3 343  =   

 
 
 
 

 
 

7)  4 4ˊ  =  

 
 
 
 

8)  ï 252  = 

 
 

  15)   ï 200

169
 = 

 
 
 
 



  

 

68 

 

2. Simplifique  al m áximo los siguientes radicales.  
 
 

a)  6480  =      c)  2 63

3 100
 = 

 
 
 

b)  4 3 5000  =   d)  80 4 0,0001 = 

 

3.  Resuelva las siguientes operaciones con radicales:  
 
 
a)  2 5  + 7 5  = o)   4 3 54-  ï 3 250  + 5 3 128-  = 

 
b)  5 3  ï 9 3  =  

 

p)  31
686

2
 ï 33

2
4

 + 31
250

8
 = 

 
c)  4 10  + 2 10  ï 5 10  = 

 

q)  3

4
 ï 

2
108

3
 ï 27

16
 = 

 

f)   4 3  ï 8 2  ï 7 2  = 

 

r)  ï 2

9
 + 1 18

3 25
 ï 2

49
 = 

 

j)   3 8  + 2  = 
g)  2 3 4  ï 5 3 3  + 3 3 4  = 

 

k)  6 27  ï 5 48  = 
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4.  Hallen el perímetro de cada una de las siguientes figuras  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 5. Utilice la calculadora para   calcular las siguientes exp resiones:  

e) =
+ 35

15
  f) =

5

5

108

216
  g) =

+ 31

3
   h) =

+

-

23

23
 

i) =
+

-

32

32
  j) =

+ 21

1
  k) =

-

-

210

15
  l) =

+ 23

1
 

m) =
+

-

53

)53.(12
 n) =

+ 2020

20
 p) =

- 35

15.2
          q) =

3 3

1
  r) =

19 53

2.38
 

s) =
12 523

32
    

6.  Resuelvan cada uno de los siguientes cálculos combinados  

a) =
+

+
-

-
12

3

21

2
2.

3

1
  b) =

-
+-

75

1

7

3

5

4
  c) =

ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å+
-1

4

51
 

d) =
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

+

2

32

2
  e) =

+

+

21

22
    f) =

-

-
3

18

88
 

g) ( ) =2

1
3

4 18:12.6    h) =ö
÷

õ
æ
ç

å
-

3

1

53 25.
5

1
:5.5  
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7. Halle el valor exacto del área de las siguie ntes figuras  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8.  Todas  las figuras tiene áreas 1 Hallen las incógnitas indicadas con x . 

Expresen todos los resultados sin radicales en el denominador  
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9.  Efectúa las siguientes operaciones:  
 

( )18    50  -  32 2   +¶    ( )48    27  -  108 3   +¶  

 

( )( )3 6   5 6  3  -  5   +¶    ( )( )3   6  3 6  -  6 6   +¶  

 

( )( )3   6  3 4  -  6 4   +¶    ( )( )18    20  162    180   -Ö+¶  

 

ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
-

ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
+¶

2

1
 3    32  

8

9
    

2

25
 8    

 

 

10.  Efectúa las siguientes operaciones:  
 

3333 250    128  -  54 3    16 2   ++¶   4444 112    567 3  -  9072    4375 2   +-¶   

 
4444 14256 2    6875 6    891 3    176 5   -+-¶   

333 648 3    192 5  -   1029 2   +¶  

 

 

 

    
 
 
 

Situación Problema   
 

El sueño de un costarricense por 
buscar una forma de viajar a Marte más 

rápidamente está más cerca que nunca. El 26 
de noviembre del 2011 a las 10:25 am, la 

NASA envió a dicho plan eta el Rover Curiosity 
de la misión Mars Science Laboratory de la 

NASA y después de aproximadamente 563 

millones de kilómetros de recorrido liberó un 
vehículo explorador que tocó suelo marciano el 

6 de agosto del año 2012. Su propósito: 
investigar si algun a vez este planeta ha tenido 

condiciones favorables para el desarrollo de la 
vida2 . El científico costarricense Franklin 

Chang Díaz viene desarrollando con su equipo 
de trabajo desde hace varios años un motor de 

plasma que reduciría el tiempo de viaje a 3 9 

Tema 3 Cantidades Grandes o 

pequeña  
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días aproximadamente. Esto puede contribuir a que se puedan explorar planetas 

distantes en un menor tiempo. Con base en la información anterior, 
¿aproximadamente en cuántos metros por segundo permite el motor desarrollado 

por el doctor Chang aumentar la velocidad para futuros viajes espaciales tomando 

como referencia la desarrollada por el motor de la nave espacial Mars Science 
Laboratory?  
 
                 Análisis de la actividad  

 

El propósito de este problema es el de introducir el uso de unidades d e mayor 

rango, que permitan expresar cantidades extremadamente ñgrandesò, como en 

este caso la distancia entre dos puntos diferentes en el universo. De paso, se 

podrían implementar actividades con cantidades sumamente pequeñas que 

permitan también justific ar el empleo de unidades inferiores al milímetro, 

relacionadas al tamaño de las células, el radio de un nanotubo de carbono, etc. En 

esta oportunidad, dado que los estudiantes trabajarán con cantidades muy grandes 

y que la elaboración de una estrategia que  permita dar solución al problema debe 

ser lo primordial, el docente puede permitir el uso de una calculadora para facilitar 

las labores de cálculo y así hacer un uso inteligente de la tecnología. Se pueden 

conformar parejas de estudiantes para trabajar di cho problema, pues la idea es 

brindar oportunidad al estudiante de intercambiar ideas con su compañero y 

argumentar con propiedad su posición respecto a ellas. Esto permite activar los 

procesos Comunicar y Razonar y argumentar. Para establecer dicha difere ncia, los 

estudiantes deben obtener las velocidades que se 

desarrollarían con cada uno de los motores. Para el caso 

del motor que llevó al Curiosity a Marte, primero hay que 

notar que las unidades en las que se pide brindar la 

respuesta no corresponden a l as mencionadas en los datos 

formulados en el problema. Es así como la acción 

estudiantil debe ir orientada a realizar las conversiones 

necesarias para expresar las unidades en la forma 

requerida. Como la nave comenzó su viaje el 26 de 

noviembre del 2011 y finalizó el 6 de agosto del 2012, los 

estudiantes necesitan considerar primero la cantidad de 

días que duró la nave en llegar a Marte. Para una mejor 

representación de los procedimientos, se puede usar una 

representación tabular como la siguiente: M  
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Luego, se procede a realizar la conversión del tiempo empleado a segundos, 

pasando primero por las conversiones a horas y minutos. Dado que un día tiene 24 

horas: 254 × 24 = 6 096 horas. Dado que una hora tiene 60 minutos: 6 096 × 60 

= 365 760 minutos. Dad o que un minuto tiene 60 segundos: 365 760 × 60 = 21 

945 600 segundos. De ese modo, con el motor convencional se duraron 

aproximadamente 21 945 600 s. Como se recorrieron 563 000 000 km, se realiza 

la conversión a metros. Cada kilómetro tiene 1000 metros, con lo que se obtiene 

583 000 000 × 1000 = 563 000 000 000 m. Finalmente, la velocidad aproximada 

a la que viajó dicha nave se consigue al dividir la distancia por el tiempo, con lo 

que 563 000 000 000 õ 21 945 600 å 25 654,35 m / s. Ahora, para el motor que 

desarrolla el doctor Franklin Chang, se efectúa igualmente la conversión a las 

unidades correspondientes. En el caso del tiempo, se realiza la conversión de días 

a segundos: 39 × 24 ×  60 × 60 = 3 369 600 s. Considerando la conversión 

realizada anteriormente para el caso de la distancia entre los planetas, se obtiene 

finalmente que la velocidad que desarrollaría el motor del doctor Chang sería 

aproximadamente de 563 000 000 000 ÷ 3 369 600 å 167 082,15 m / s. As², el 

motor que implementará el doctor Chang permitiría aumentar la velocidad en 167 

082,15 ï 25 654,35 = 146 427,8 m / s aproximadamente. Esta actividad puede 

complementarse con un problema que trabaje con cantidades muy pequeñas  y así 

durante las etapas de discusión y comunicación de resultados se pueden establecer 

comparaciones y valorar la necesidad de incluir en nuestro sistema de medidas 

otras que permitan facilitar la forma de expresar las cantidades que son muy 

grandes o mu y pequeñas, reflejando otros contextos que necesitan ser conocidos 

por el estudiante.  

 

 

La Clave  

Cantidades muy grandes o muy pequeñas  

En este apartado se trata de resolver problemas con unidades de medida y sus 

múltiplos y submúltiplos. En la escuela se  estudiaron tres múltiplos (kilo, hecto y 

deca) y tres submúltiplos (deci, centi y mili). Sin embargo, la lista es mucho más 

extensa. Para los múltiplos se tienen las siguientes equivalencias:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

 

74 

Prefijo  Símbolo  Equivalencia con la unidad  Potencia  

yotta  ὣ ρ πππ πππ πππ πππ πππ πππ πππ πππ ρπ 

zetta  ὤ ρ πππ πππ πππ πππ πππ πππ πππ ρπ 

exa  Ὑ ρ πππ πππ πππ πππ πππ πππ ρπ 

peta  ὖ ρ πππ πππ πππ πππ πππ ρπ 

tera  Ὕ ρ πππ πππ πππ πππ ρπ 

giga  Ὃ ρ πππ πππ πππ ρπ 

mega  ὓ ρ πππ πππ ρπ 

kilo  Ὧ ρ πππ ρπ 

hecto  Ὤ ρππ ρπ 

deca  Ὠὥ ρπ ρπ 

Para los submúltiplos se tienen las siguientes equivalencias:  

 

Prefijo  Símbolo  Equivalencia con la unidad  Potencia  

deci  Ὠ                                              πȟρ ρπ  

centi  ὧ                                              πȟπρ ρπ  

mili  ά πȟππρ ρπ  

micro  ‘ πȟπππ ππρ ρπ  

nano  ὲ πȟπππ πππ ππρ ρπ 

pico  ὴ πȟπππ πππ πππ ππρ ρπ  

femto  Ὢ πȟπππ πππ πππ πππ ππρ ρπ  

atto  ὥ πȟπππ πππ πππ πππ πππ ππρ ρπ  

zepto  ᾀ πȟπππ πππ πππ πππ πππ πππ ππρ ρπ  

yocto  ώ πȟπππ πππ πππ πππ πππ πππ πππ ππρ ρπ  

 

 

Se debe recordar que al subir en cada tabla se debe dividir la cantidad dada por la 

equivalencia y al bajar se multiplica la cantidad da da por la equivalencia.  

 

         Ejemplo  

1 En un laboratorio de biología se está analizando un tipo de célula sanguínea 

que presenta un diámetro de 1 000 000 000 00 , a cuantos Gm equivale dicha 

cantidad .  
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Primero: Se determina la posición de los prefi jos, para determinar el valor que se 

utiliza, se cue ntan los espacios que hay entre los prefijos a utilizar:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
2.  Si se convierte de unidades pequeñas a unidades grandes se divide el  

número entre el valor obtenido, como sigue a continuación:  

 

 
3.  Se puede resolver el siguiente problema:  

 

 

 

 

 

Para determinar la respuesta, es necesario tener las dos medidas en la misma 

unidad. La forma más fácil de hacerlo sería convertir ambas medidas a metros, que 

es la unidad de medida con la que se está traba jando. Así, se tiene que  

ςψ ‘ά ςψϽπȟπππ ππρ ά πȟπππ πςψ ά 

ρπ ὧά ρπϽπȟπρ ά πȟρ ά 

Los ácaros son causantes de algunas enfermedades como alergias, 

sarna y demás. Un ácaro tiene una longitud de ςψ ‘ά. Si se hace una 

fila con ácaros, ¿cuántos se requieren para abarcar ρπ ὧά? 
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Luego, como la medida de la longitud de un ácaro es menor que la de la fila, se 

divide la medida de la fila por la longitud de cada ácaro:  
πȟρ

πȟπππ πςψ
συχρȟτςψυχ 

 

Por lo tanto, para cubrir los ρπ ὧά de la fila con ácaros, se requiere tener συχς de 

ellos  

4. Mi servisio de correo electronico gratuito me ofrece una capacidad de 

almacenamiento de 10 Gb , sin un disco compacto CD tiene una capacidad de 

700MB ¿ cuantos discos compactos equivalesn  a al capacidad de almacemamiento 

de mi correo?  

 

Un Gigabyte equivale a 302 1073741842=   bytes  

Un Megabyte a 202 1048576=  bytes  

10 Gigabyte equivale a 3010 2¶ bytes  

700Megabytes seria 2010 2¶ bytes  

Por lo que dividimos la capacidad del correo por la capacidad de cada CD  

( )30 20(10 2 ) 700 2 14¶ ¶ ¶ = ( )30 20(10 2 ) 700 2 14¶ ¶ ¶ = CD´S Aproximadamente  

 

5. Un Cabello tiene 80000  nanometros  de diametro ¿ Cual es la medida en metros?  

Un Nanometro tiene  10 -9 metros . Entonces el diametro de un cabello es   

 980000 10 0,00008-¶ = mts  

 

 

Ejercicios  

 
A. Realice las siguientes conversiones de unidades  

 
1)  Exprese 25 000 000 km a m  

 
 

2)  Convierta 230000000000000000000 pm a m  
 

3)  Conviert a 0,00235 Das a s 
 

4)  Convierta 900000000 g a Mg 

 
5)  Convierta 4 m a nm  
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6)  A cuantos km equivalen 82000000 m  

 

7)  Exprese 40000000 s  a ms 

 

8)  Convierta 5000 d m a m ? 
 

9)  Convierta 200 Hm a m  
 

10)  Convierta 300 Mg a mg  

 
11)  Convier ta 20 Kg a g 

 
12)  Cuantos nm equivalen a 0,000000058 km  

2. En la siguiente tabla se muestran las distancias medias al Sol de cada uno de  los 

planetas del sistema solar  

 

a.  Cuál es la distancia en metros entre la Tierra y el Sol?  
 

b.  .cuántos ceros consecutivos se u bican al final del número que representa la 

distancia en metros entre la Tierra y el Sol?  

 

c.  "Justifique la validez de la igualdad              149 600 000 000 m = 1496. 10 8 

m."  

 

d.  ¿cuál es el factor de conversión correspondiente a los mega metros (Mm)?  
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3 Realice las siguientes  conversiones  

 
 
 

4.  Resuelva  los siguientes problemas  

a.  Las bacterias son microorganismo que tienen un tamaño tan pequeño que se 

mide en micrómetros ( por lo general 0,5 y 5 mm  de lon gitud ) Exprese esa 

longitud en picometros   
 

 

b.  En un laboratorio en Suiza se coloca un nanotubo de carbono de 50 
nanómetros de ancho para derretir el cobre ¿ Cuál  es esa medida es micrómetros  

 
 

c.  Mi laptop tiene un disco duro de 500 Gb , si mis archivos apr oximada mente 
ocupa 1000Mb y mis programas ocupan 150 Gb ¿ cuánto espacio libre hay en mi 

disco  
 

 
d.  Acabo de comprar una laptop con un disco duro de un Terabyte . ¿ Cuantos 

gigas tiene de capacidad de almacenamiento  
 

e.  Si mi disco duro tiene una capacidad de 1,5T ¿ cuantas llaves de 32G caben 
en ese disco duro  
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Práctica de la unida 1  

Selección única  

1) Considere los siguientes números:  

I.  23,534-  

II.  100,01111... 

III.  7,10100100001... 

¿Cuáles de ellos corresponden a números c on expansión decimal infinito no 

periódico ? 

A)  Solo el I                         C) Solo el III  

B)  El I y el II                       D) El II y el III  

 

2) El número 3 11 en notación decimal es aproximadamente:  

A)  3,32                                 C) 9,95 

B)  12,00                                D) 33,00 

 

3) Considere las siguientes proposiciones:  

I.  3 0  es un número racional.  

II.  2p es un número racional.  

¿Cuáles de ellas son verdaderas ? 

A)  Ambas                               C) Ninguna  

B)  Solo la I                             D) Solo la II  

 

4) Considere las siguientes proposiciones:  

I.  10 1-  es un número racional.  

II.  2,337445-  es un número irracional.  

¿Cuáles de ellas son verdaderas ? 

A)  Ambas                                 C) Ninguna  

B)  Solo la I                               D) Solo la II  
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5) Considere las siguientes relaciones:  

I.  3 3 3>  es un número ra cional.  

II.  3,121121112... 3 2<  es un número irracional.  

¿Cuáles de ellas son verdaderas ? 

A)  Ambas                               C)Ninguna  

B)  Solo la I                            D) Solo la II  

 

6) Considere las siguientes proposiciones:  

I.  3 5-  es un número no  real.  

II.  3p es un número real.  

¿Cuáles de ellas son verdaderas ? 

A)  Ambas                               C)Ninguna  

B)  Solo la I                             D) Solo la II  

 

7) Considere la siguiente representación gráfica:  

 

De acuerd o con la representaci·n anterior, un posible valor de ñAò es: 

A)  3 4                                     C) 3 27  

B)  3 50                                    D) 3 64  

8) El resultado de 
( ) ( )

4 0

2

2 2

2

-
 corresponde a:  

A)  1                                         C) 3 

B)  
3

4
                                       D) 

7

4
 

9) El resultado de 
3

3 6
9

6
Ö  es:  

A)  
3 2

2
                                      B) 3 9  

B)  
33 2

2
                                    C) 32 2  
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10) El resultado de 9 32 2 27 2 8- -  es:  

 

A)  9 2 5 3-  

B)  32 2 5 3-  

C)  32 2 6 3-  

D)  28 2 18 3-  

11) De acuerdo con el Sistema Internacional de Medidas, 1  nanómetro equivale a:  

A)  100 000 000 metros.  

B)  1 000 000 000 metros.  

C)  0,000 000 001 metros.  

D)  0,000 000 000 1 metros.  

12) De acuerdo con el Sistema Internacional de Medidas, el número 3 000 000 000 

equivale a:  

A)  3 gigas.  

B)  3 teras.  

C)  3 nanos.  

D)  3 megas.  

13) Considere las siguientes proposiciones:  

I.  " 0 " pertenece al conjunto de los números reales.  

II.  4  pertenece al conjunto de los números irracionales.  

De ellas, ¿cuál o cuáles son verdaderas ? 

A)  Ambas  

B)  Ninguna  

C)  Solo la I  

D)  Solo la II  
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14) Un número irracional corresponde a:  

A)  
1

22  

B)  
1

24  

C)  ( )
2

2  

D)  ( )
2

4  

15) Considere las siguientes proposiciones:  

I.  2-  representa un número real.  

II.  
1

34  representa un número irracional.  

 

De ellas, ¿cuál o cuáles son verdaderas ? 

A)  Ambas  

B)  Ninguna  

C)  Solo la I  

D)  Solo la II  

 

16) Considere las siguientes p roposiciones:  

I.  8p>  

II.  3 e<  

De ellas, ¿cuál o cuáles son verdaderas ? 

A)  Ambas  

B)  Ninguna  

C)  Solo la I  

D)  Solo la II  

17) ¿Cuál de los siguientes números es no  real?  

A)  2-  

B)  3-  

C)  3 4-  

D)  3 5-  
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18) ¿Cuál de los siguientes números tiene expansión decimal infinita no periódica?  

A)  
1

7
 

B)  
3

13
 

C)  5  

D)  25  

 

19) Si " x " representa números irracionales con la condición 2 3x< <, entonces, un 

valor de " x " es:  

A)  4  

B)  8  

C)  9  

D)  10  

20) El número 3 6  se ubica entre:  

A)  0  y 1  

B)  1  y 2  

C)  2  y 3 

D)  3 y 4  

21) La expresión 5 289+  es equivalente a:  

A)  294 

B)  17 5 

C)  1445 

D)  5 17+  

 

22) La expresión 17 529-  es equivalente a:  

A)  512 

B)  546 

C)  17 23-  

D)  17 23-  
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23) En el siguiente cuadro se presentan algunos dispositivos de memoria o de 

almacenamiento de información (unidad de medida byte " b ") y su respect iva 

capacidad de almacenamiento:  

 

Nombre del 

dispositivo  
Capacidad de almacenamiento de información  

Disco 

compacto  
700 Mb  

Disco duro 

externo  
1 Tb  

Llave maya  16 Gb  

Micro SD  8000 Mb  

 

Con base en el contexto dado, considere las siguientes proposiciones:  

I.  Tiene más capacidad de almacenamiento la llave maya que el disco duro 

externo.  

II.  La capacidad de almacenamiento de la llave maya es mayor que la capacidad 

de almacenamiento de la micro SD.  

De ellas, ¿cuál o cuáles son verdaderas ? 

A)  Ambas  

B)  Ninguna  

C)  Solo la I  

D)  Solo  la II  

24) Dos megámetros equivalen a:  

A)  32 10x  metros  

B)  62 10x  metros  

C)  92 10x  metros  

D)  122 10x  metros  
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Capítulo II  Geometría  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Concepto s clave  

 

1.Distancia entre dos 

puntos   

 

2. Pitágoras    

 

3. Trigonometría  

 

 

4. Senos    

 

5.Cosenos   

 

6. Tangentes   

 

7.Ley de Senos   

 

8.Piramides   

 

9.Prismas    

Habilidades Específicas   

Al finalizar el capítulo el estudiante deberá estar en capacidad de:  

1. Utilizar n ociones básicas de geometría analítica .  

2. Determina las medidas de lados e Hipotenusa de un triángulo rectángulo  
3. Aplicar las razones trigonométricas básicas (seno, coseno, tangente) y l as 

relaciones entre ellas en diferentes contextos.  
4. Determina gr ados y radianes de un Angulo  

5. Visualizar y aplicar características y propiedades de figuras geométricas 
tridimensionales  
 

Nuestro primer 

desafío matemático, 

un paso más para 

aprender  



  

 

88 

&  Introducción  

En este ciclo el abordaje de los contenidos conviene realizarse en  principio mediante 

la experimentación, para pasar posteriormente a la abstracción 

y la argumentación matemática. A través de la experimentación 

el estudiante podrá realizar conjeturas cuya validez deberá 

argumentar apropiadamente y en algunos casos hacer pruebas 

usando las propiedades matemáticas (especialmente en el 

último año del ciclo).   

Con el propósito de reforzar la actitud de confianza en la utilidad 

de las matemáticas es importante la contextualización de los 

contenidos geométricos y las conexione s con otras disciplinas.   

Al finalizar este ciclo el estudiante será capaz de abstraer propiedades geométricas, 
realizar conjeturas y probar algunas propiedades relacionadas especialmente con 

triángulos y cuadrilátero  
 

 

  

 Situación Problema  

En el Libr o I de los Elementos de Euclides se consigna el Teorema de 
Pitágoras de la siguiente manera:  

ñEn todo tri§ngulo rect§ngulo, la suma de los cuadrados construidos 

sobre los catetos es igual al cuadrado construido sobre la hipotenusa.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Tema 1 Teorema de Pitágoras  
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Sin embargo, se  sabe que el conocido Teorema de Pitágoras se desarrolló en otras 

culturas  a parte de la griega.  Por ejemplo, en China se desarrolló con el nombre 
del teorema de Kouku. Este aparece demostrado en un texto muy antiguo llamado 

ChouPei.  

Realice los siguiente s pasos para realizar la demostración del teorema de KouKu  
de la cultura China. A este procedimiento se le llama  

ñapilamiento de rect§ngulosò. 
1.  Construya un rectángulo  ABCD de dimensiones a y b.  

2.  Trace la diagonal del rectángulo  AC .A esta  se le asignará la  dimensión c.  
3.  Sobre la di  agonal  del rectángulo construya un cuadrado de dimensión c.  

4.  Construya tres rectángulos que tengan como diagonales los  lados del 
cuadrado  de lado c, de modo que se forme un cuadrado mayor de lado      a 

+ b.  
El cuadrado sobre la d iagonal c consta de cuatro triángulos congruentes con el 

triángulo ABC y un cuadrado menor.  
Exprese la relación que existe entre el área del cuadrado de lado c y los cuatro 

triángulos congruentes y el cu adrado menor que están dentro d el cuadrado  de lado 
c. 

 

               Análisis de la actividad   

La siguiente secuencia de imágenes muestra las construcciones propuestas.  

 

 

La longitud del cuadrado mayor es igual a a+b. La última figura muestra que la 

longitud del lado del cuadrado pequeño es a ï b. Puede  encontrarse el área del 
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cuadrado formado por las diagonales de los rectángulos sumando las áreas de los 

cuatro triángulos congruentes y el área del cuadrado pequeño. E l área de los 

triángulos es 
1

2
 ὥὦ. El área del cuadrado es (ὥ ī  ) 2 . Así se tiene la siguiente 

relación:  

 Desarrollando la igualdad se tiene que:  

( )2 2 2

2 2 2

2 2c ab a ab b

c a b

= + - +

= +

 

 

La Clave  

Teorema de Pitágoras  

En un triángulo rectángulo se diferencia el nombre  de sus lados de 

acuerdo con su posición con respecto al ángulo recto. De esta manera, en el 

triángulo adjunto se tiene:  

 

Figura  Nombres de los lados  

 
 
               ὧ 
  ὥ 
 

 
             ὦ  

ὥ 
Cateto (uno de los dos lados que 

forman el ángulo recto) . 

ὦ 
Cateto (uno de los dos lados que 

forman el ángulo recto).  

ὧ 
Hipotenusa (lado que se ubica 

frente al ángulo recto).  

 

De acuerdo con el teorema de Pitágoras, la suma de los cuadrados de los catetos 

de un triángulo rectángulo es igual al cuadrado d e la medida de la hipotenusa. Con 

la figura anterior, el teorema dice que  

 

ὥ ὦ ὧ 

Para efecto de la resolución de problemas y ejercicios  relacionados con el teorema 
de Pitágoras es importante tener claro lo siguiente.  

 

 Características  
a) Tie ne un ángulo recto  

b) Los lados que forman el ángulo de 90º  se llaman catetos.  
c) El lad o más largo y opuesto al ángulo recto se llama hipotenusa.  
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Teorema de Pitágoras y las relaciones que se establecen entre sus lados  

Representación geométrica Represe ntación algebraica  

 

 

 

            Ejemplos  

 4 
1.  Determine la medida de la hipotenusa de un triángulo rectángulo si sabe 

que sus catetos miden 5 cm y 12 cm.  
Solución  

Si x es la medida de la hipotenusa entonces 2 2 25 12 x+ =  

Luego 2 25 144 169 169 13x x x= + = Ý =° Ý =°. 

Pero, recuerde que x  representa la me dida de un segmento por lo tanto es 

positiva,  así 13x= .  

La hipotenusa mide 13 cm.  

 
2.  Calcule la medida de uno de los catetos de un triángulo rectángulo si sabe 

que el otro mide 30 cm  y la hipotenusa 34 cm.  
Solución  

Si b es la medida del cateto usando el teorema d e Pitágoras se puede afirmar 

que  2 2 230 34b+ = , es decir, 2900 1156b+ =  Luego 
2 21156 900 256 256b b b= - Ý = Ý =° . 
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Recuerde que b representa la medida de un segmento por lo tanto es positiva,  

así 256 16b b= Ý = . 

 
3.  Si la hipotenusa de un triángulo rectángulo mide 16 dm  y uno de sus 

catetos mide 8 dm, calcule la medida del otro  cateto.  

Solución  
Si a es la medida del cateto desconocido entonces 

2 2 2 2 2 28 16 64 256 256 64 192a a a a+ = Ý + = Ý = - Ý = 

Luego 192a=° por lo tanto 6 3192 2 3 2 3 8 3a= = Ö = =. 

Pues a debe ser positivo.  

Así el otro cateto mide  8 3dm.  

 

 
4.  ¿Si una persona camina 7 km hacia el norte, después 3 km  hacia el oeste y 

luego 3 km  hacia el sur entonces a qué distancia está del punto de partida?  
Solución  

 Es más sencillo resolver este problema si se hace un dibujo que ilustre la 
situación  

Obse rve que se formó  un triángulo  rectángulo de catetos  3 km   y 4 km    use 

el teorema de Pitágoras     2 2 2 23 4 9 16 25d d= + Ý = + = 

   luego 2 25 25 5d d d= Ý = Ý = 

 
Res puesta  

La persona se encuentra a 5 km  de distancia del punto de 
partida  

 
 

 
 

5.  En cada caso indique si el triángulo es rectángulo  
 

a) Los lados del triángulo miden 5,12 y 13.  

 

Solución  
Se usa el recíproco del teorema de Pitágoras, la medida del lado mayor es 13  

entonces se debe verificar si  2 2 213 12 5= +  

Efectivamente:  2 2 213 12 5 169 144 25= + Ú = + por lo tanto el triángulo es 

rectángulo  

 

b) Sea el ABCD  cuyos lados miden 4 , 5 y 6.  

Solución  

De nuevo se usa el recíproco del teorema de Pitágoras, la medida del lado 

mayor es 6 entonces se debe verificar si  2 2 26 4 5= +  sin embargo se puede 

observar que  
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2 2 26 4 5  puesto que 36 16 25 ¸ + ¸ + por lo tant o el triángulo no es rectángulo  

 

6.  Determine la medida de cada lado faltante en cada figura  

a)  

 

 

 

 

Solución  

ὧ Ѝσ τ υ. 

En general, si se conocen las medidas de los catetos ὥ  y ὦ entonces la m edida 

de la hipotenusa es Ѝὥ ὦ. 

 

 
b)  

 

 

 

 

 

Solución  

ὥ Ѝψ τ Ѝτψ τЍσ. 

En general, si se conocen: la medida de un cateto ὥ  y la medida de la 

hipotenusa  ὧ entonces la medida del otro cateto es ЍὬ ὥ. 

 

 
 

 
 

τ 

ὧ 

ὃ 

ὄ 

ὅ 

σ 

τ 

ψ 

ὃ 

ὄ 

ὅ 

ὥ 
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7.  Una esc alera de 3 m de longitud se coloca contra la pared para alcanzar 

una ventana. Si el pie de la escalera está a 1 m de la base de la pared, 
¿a qué altura aproximadamente se encuentra la ventana?  

Ya que la escalera está contra la pared, se forma un  

triángulo rectángulo que tiene como hipotenusa  
la escalera, y como catetos la distancia del pie de la  

escalera a la base de la pared y la altura de la pared  
desde el piso hasta donde la escalera toca la pared.  

Así, en el triángulo rectángulo la hipotenusa mide  
3 m y  uno de los catetos mide 1 m. Entonces, se  

toma la expresión qu e indica la relación pitagórica y se 
remplazan lo s valores correspondientes a la hipotenusa y 

el cateto.  
 

 

 
Ejercicios  

 

Hallar la medida del lado que falta en cada uno de los siguientes tr iángulos 

rectángulos:  
 

a)           c)   
 
     9cm      12cm      25cm            x 
 
 
            20cm 
     
 
      40cm    9cm              15cm 
 b)           d)      17cm 
 
       x       x 
 
 
 
 

      x 
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 e)          f)    
            x 
 
       
          7cm            26cm       24cm 
        25cm 
 
 
                x     
         

2) Utilice  el teorema de Pitágoras para hallar la medida del lado que se le pide en 
cada una de las siguientes figuras:   

 
 
a)         e)    
 

   x             14 2  

  4cm              x         
 
 
 
                    6cm 
 
 
 
 
b)         f)   
 
         x 
 
  15cm  15cm 
               x 
 

         8 2 cm 

 
   
   
       g)       7cm 
          
c)   
               x   9cm 
                        y 
     9cm            x 
 
          
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
          

10cm 

12cm 
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       h)     9cm 
 
d)        12cm 
              x      y     15cm 
               6cm    
 
 
          20cm 
        
 

3.  El triángulo de la figura adjunta es rectángulo isósceles.  
 

a)  Si   a = 3 cm    entonces     c = _______ cm . 
                                                                                                      a               c 

b)   Si  c =  22    entonces  a = _______ cm.   

                                                                                 a                                

c)   Si   c =  6 cm   entonces    a = ________ cm.  
 

d)   Si   a = 5 cm    entonces el perímetro  mide   ______ cm.  
 

e)   Si    c  =  8 cm   entonces el área es   _________  cm 2 .  
 

4. Conteste las preg untas del cuadro  

a)   Determine la medida de la hipotenusa de un triángulo rectángulo si sabe 
que sus catetos miden 8 cm y 12 cm.  

b)  Calcule la medida de uno de los catetos de un triángulo rectángulo si sabe 
que el otro mide 24 cm  y la hipotenusa 74 cm.  

c)  Encuentre  la medida de la hipotenusa de un triángulo rectángulo isósceles 

cuyos catetos miden 15 cm.  

d)  Encuentre la medida de los catetos de un triángulo rectángulo que están 

en la relación 3 : 4 y cuya hipotenusa mide 15 cm.  

e)  ¿A qué distancia se encuentra una persona  de su punto de partida si 
primero camina 5 km  al norte y luego 3 km al  este?  

f)  En cada caso indique si el triángulo es rectángulo  

a) Los lados del triángulo miden 10, 14 y 15.  

b) Sea el ABCD  cuyos lados miden  24, 25 y 7.  

c) Las medidas de los lados del triángulo son:  3, 6  y 3 2. 

 
 

 

 

 

 

   x 
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5. Determine  el valor de los segmentos señalados con las variables "x" y " y"  
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6.  Determina la medida del lado indicado en cada una de los siguientes triángulos 

rectángulos.  

 

7.  Determina la altura ( h) de cada una de las siguientes  figuras.  

 

8.  Determina  la medida de la diagonal ( d) en cada una de las siguientes figuras.  
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 9. Determina  la medida de la pantalla de un televisor si su altur a mide 14,2 cm y 

su ancho miden 15,4 cm.  
 

 

10.   Halla la medida de los lados indicados e n cada una de las siguientes            

figuras . 
 

 

 

11 . Un autom óvil recorre 15km hacia el no rte, dobla hacia la derecha en ángulo  
recto y continúa 5km más. Posteriormente dobla hacia el norte y recorre otros  

10km, terminando con 14km hacia la izquierda en  ángulo recto. ¿A qué distancia  
se encuentra del punto original? ¿Cuánto camino recorrió?  

 
 

12 . Una persona camina 4km hacia el norte y 3km al oeste. Luego cambia hacia el 
norte y camina 8km, por ´ultimo camina 6km más hacia el oeste. ¿A qué  distancia 

se e ncuentra del origen? ¿Cuánto camino recorrió esa persona?  
 

13 . El hueco de una ventana mide 41 pulgadas de ancho y 26 pulgadas de altura.  

¿Puede introducirse por la ventana un mesa de ping -pong de 48 pulgadas de  
ancho?  
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14.  Una puerta mide 210cm de altura  por 80cm de ancho. ¿Cuál  es el ancho mayor 

que puede tener un tablero para que quepa por esta puerta?  
 

 

15.  Una escalera de 4.5 metros se coloca contra una p ared con la base de la 
escalera a 2 metros de la pared. ¿A qué altura del sue lo está la parte más alta de 

la escalera?  
 

 
16 . Una escalera de 6 metros se apoya contra una pa red, quedando la parte 

superior de la misma a una altura de 5.4metros. ¿A qué dista ncia está el pie de la 
escalera de la base de la pared?  

 
 

17 . Una escalera telescópica de 36 metros  se apoya sobre un edificio en llamas.  
La base de la escalera Está a 10 metros del edificio. ¿Qué altura alcanza  la 

escalera?  
 

 

18 . Las diagonales de un rombo miden 16cm y 10 cm respectivamente. ¿Cuánto  

mide cada uno de los lados? Calcule el área del rombo  

 

 

19 .Saber utilizar el teorema de Pitágoras para calcular el cateto o la hipotenusa 

de un triángulo rectángulo en el que conocemos dos de sus lados  

 

 

 

 

 

 



  

 

101 

20 . Saber  determinar triángulos rectángulos en distintas figuras del plano para 

calcular, a través d e Pitágoras, ciertas medidas desconocidas, asociadas a las 

figuras .  

 

 

21 .Calcula el cuadrado de los tres lados de estos triángulos y comprueba en cuál 

de ellos de cumple el teorema de Pitágoras.  

 

 

 

 

22. Una  escalera de 65 decímetros se apoya en una pared  vertical de modo que 

el pie de la escalera está a 25 decímetros de la pared. ¿Qué altura, en decímetros 

alcanza la escalera  
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23 .  La cara frontal de una tienda de campaña es un triángulo isósceles cuya base mide 

1,6 metros y cada uno de los lados iguales mide 170 centímetros. Calcula la altura en 

centímetros de esa tienda de campaña . 

 

 

24  .En un triángulo isósceles y rectángulo, los catetos miden 25 milímetros cada 

uno, ¿Cuál es la medida de su hipotenusa?  

 

 

25 . La altura de una portería de fútbol reglam entaria es de 2,4 metros y la distancia 

desde el punto de penalti hasta la raya de gol es de 10,8 metros. ¿Qué distancia 

recorre un balón que se lanza desde el punto de penalti y se estrella en el punto 

central del larguero?  
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 Situación Pro blema  

Adrián y Fabián salen del colegio para su casa. Adrián camina 

3km hacia el Este y 2km hacia el Norte y Fabián camina 1km al Oeste 

y 5km al Norte. ¿A qué distancia se encuentra la casa de Adrián de la de Fabián?  

               Análisis de la Activida d    

Si representamos gráficamente la situación en el plano cartesiano siendo el colegio 

el punto de origen o referencia (0,0) entonces la casa de Fabián está ubicada en el 

punto B ( -  1,5) y la casa de Adrián está ubicada en el punto C(3,2).Luego, al estar 

estos puntos ubicados en el sistema de coordenadas se puede encontrar un punto 

tal que se forme un triángulo rectángulo en el cual la distancia entre las casas sea 

la hipotenusa y el punto encontrado sea el vértice del ángulo recto. Ese punto 

puede ser (3, 5) (abscisa del punto C y ordenada del punto B) o también podría ser 

( -1,2) (abscisa del punto B y ordenada del punto C). Para este caso utilizaremos el 

punto (3,5) y le llamaremos A.  

 

Al visualizar la imagen se puede notar que las medidas de los catetos que se forman 

son 3 y 4 por lo que entonces la distancia entre las casas de Fabián y Adrián será 

5. Como cada unidad equivale a un kilómetro esto quiere decir que la distancia 

entre las casas es de 5km. Sin embargo, se quiere utilizar este problema para 

institucionalizar la fórmula de distancia entre dos puntos coordenados, por lo que 

entonces analizaremos este problema mediante la distancia entre coordenadas. 

Como se dijo, el punto B es la casa de Fabián y C la casa de Adrián, entonces la 

Tema 2 Distancia Entre Dos Puntos  
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distancia entre  las abscisas es ( ) ( )
2 2

( , ) 4 1 3 2 10d A B = - + - = 1 3- - y la distancia 

entre las ordenadas  es 5 2- ; ahora utilizando el teorema de Pitágoras se tiene que:  

 ( ) ( )
2 2

1 2 1 2( )d AB x x y y= - + -  

La clave   

Fórmula de la distancia entre dos puntos coordenados  

Sean A y B dos puntos en el plano cartesiano cuyas coordenadas son 

respectivamente ( ) ( )1 1 2 2, ,x y y x y   entonces la distancia entre A y B es igual a:  

( ) ( )
2 2

1 2 1 2( )d AB x x y y= - + -  

Justificación:  
Buscan do un punto C, tal que el ángulo ACB sea el ángulo recto del triángulo ABC , 

entonces el punto C puede ser:  ( ) ( )1 1 2 2, ,x y o x y  

Nota  Suponga que ñaò, ñbò y ñcò   son lados de un tri§ngulo, y que   ñcò es el lado 

mayor .  E ntonces se cumple lo siguient e:  

 1)  Si   c 2  =  a 2 + b 2 ,   entonces el triángulo es un triángulo rectángulo. 

(teorema de Pitágoras).  
 

 2)  Si   c 2  >   a2 + b 2 ,   entonces el triángulo es obtusángulo . 
 

 3)  Si   c 2  <   a2 + b 2 ,   entonces el triángulo es acutángulo . 

 

             Ejemplos  

1.  En cada caso indique si el triángulo es rectángulo  
a)  Los lados del triángulo miden 5,12 y 13.  

Solución  
Se usa el recíproco del teorema de Pitágoras, la medida del lado mayor es 13 

entonces se debe verificar si  2 2 213 12 5= +  

Efectivamente:  2 2 213 12 5 169 144 25= + Ú = + por lo tanto el t riángulo es rectángulo  

 

b)  Sea el ABCD  cuyos lados miden 4 , 5 y 6.  

Solución  

De nuevo se usa el recíproco del teorema de Pitágoras, la medida del lado mayor es 

6 entonces se debe verificar si  2 2 26 4 5= +  sin embargo se puede observar que  
2 2 26 4 5  puesto que 36 16 25 ¸ + ¸ + por lo tant o el triángulo no es rectángulo  
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2  Observe el siguiente cuadro  

Sea C  (x ,y)  entonces el segmento AC con BC forman un ángulo recto  En la 

siguiente figura se muestra un caso particular donde A( -1,5), B(3,2) y C(3,5  Determine 

los pares ordenados del triangulo  

Sea C (x ,y)  entonce s el segmento AC con BC forman un 

ángulo recto  En la siguiente figura se muestra un caso particular 

donde A( -1,5), B(3,2) y C(3,5)  

 

 

3) Observe el siguiente cuadro  

Posibles 

medidas  

Posible 

hipotenusa  
Comprobación  Conclusión  

ςτ, χ, ςυ ςυ 
ςτ χ ςυ 
φςυφςυ 

El triángulo sí es 

rectángulo  

χ, τ, φ χ 
τ φ χ 
υς τω 

El triángulo no es 
rectángulo  

τπ, τρ, ω τρ 
τπ ω τρ 
ρφψρρφψρ 

El triángulo sí es 

rectángulo  

ρυ, ςπ, ςφ ςφ 
ρυ ςπ ςφ 
φςυω 

El triángulo no es 
rectángulo  
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4) Dadas  las siguientes coordenadas de los vértices de un triángul o A(2,1), B(6,5)  y 

C(9,2),  clasifique el triángulo de acuerdo a la medida de sus 

ángulos y la medida de sus lados.  Argumente su respuesta  

Aunque para la resolución del problema no es necesaria 
la representación gráfica, un primer  acercamiento al 

problem a podría ser ubicar los puntos en el plano 
cartesiano y unirlos con  segmentos para  formar un 

triángulo  

 

  

Aparentemente el triángulo de la imagen se visualiza como rectángulo y escaleno, 

sin embargo hay que argumentar esta percepción con fundamentos matem áticos. 
Para esto, se utilizará la fórmula de la distancia entre dos puntos conociendo sus 

coordenadas y el  teorema de Pitágoras  

Con la fórmula de la distancia entre dos puntos se obtiene que  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 2

( ) 2 6 1 5 4 2

( ) 9 6 2 5 3 2

( ) 2 9 1 2 5 2

d AB

d BC

d AC

= - + - =

= - + - =

= - + - =

 

Por lo tanto, como   ( ) ( ) ( )
2 2 2

5 2 4 2 3 2= +  se concluye que efectivamente el 

triángulo es rectángulo y como las medidas de sus lados son diferentes se clasifica 

como escaleno  
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5.  Demostrar  que los puntos:  A(3, 8); B( -11, 3) y C( -8, -2) son vértices de un 

triángulo isósceles.  
 

 

221)38()113(d 22

AB =-++=  

 

34)23()811(d 22

BC =+++-=  

 

221)28()83(d 22

AC =+++=  

 

 

Como AB = AC  ̧BC; el triángulo es isósceles  

 

 

7.  Hallar  la distancia entre:  

 
a)  A ( -2,3) y B ( 5,1)  

 

53)13()(-2)-5(d 22

AB =-+=  

 

b). C ( 6, -1) y D ( -4, -3)  

 

262))1(3(6)-(-4d 22

CD
=---+=  
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8. Demostrar  que A(7,5), B(2,3) y C(6, -7) son vértices de un  

triángulo rectángulo.  
 

29425)53()72(d 22

AB =+=-+-=  

11610016)37()26(d 22

BC =+=--+-=  

1451441)57()76(d 22

AC =+=--+-=  

 

14511629;ACBCAB 222 =+=+  

El cuadrado de la  hipotenusa (AC) es igual a la suma de 
los cuadrados de los catetos (AB y BC).  

 

 

8.  Calcula  la distancia entre los puntos            

  A ( 1, 2)     y    B ( 4, 3).  

( ) ( )
2 2

( , ) 4 1 3 2 10d A B = - + - = 

12 .Calcula  la distancia entre los puntos  P 1  (7, 
5)  y P 2  (4, 1)  

 

 

13.  
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          Ejercicios  
 

1)  Hallar la distancia entre:  

a)  A ( 4,1 )   y  B ( 3, -2 )  

b)  C ( -1, -5 )  y  D ( 2, -3)  
 

2)  Determinar un punto que equidiste de:  A ( 1,7 ); B ( 8,6 ) y C ( 7, -1 )  
 

 
 

3)  Hallar el perímetro del cuadrilátero cuyos vértices son: A( -3, -1 ); B( 0,3 );       
C( 3,4 ) y D( 4, -1 )  

 
 

 
4)  Demostrar que :  

a)  A (0,1) ; B (3,5) ;  C (7,2)  y  D (4 ,-2)  son vértices de un cuadrado.  
 

b)  A ( 1,1 );  B ( 3,5 );   C ( 11,6 )  y D ( 9,2 ) son los vértices de 

un parale logramo.  
 

5)  Uno de los extremos de un segmento rect ilíneo de longitud igual a 13  es 

el punto A ( -1, -5 ); si la abscisa del otro extremo es 2, hallar su ordenada ( 

dos soluciones ).  
 

6)  Dos de los vértices  de un triángulo equilátero son los puntos A (3,1 ) y B ( -

1, 1  ); hallar las coordenadas del tercer vé rtice ( dos soluciones )  
 

7)  Hallar la longitud de las diagonales  del  paralelogramo  que  tiene  como  
vértices  los puntos: A ( 0,0 ); B ( 3,0 ); C ( 4,2 ) y  D ( 1,2 )  

 

8)  Demostrar que los puntos A (3,3  ); B ( -3, -3 ) y C ( -3 3 , 3 3  ) son 

vértices de un tr iángulo equilátero.        
 

9)  Hallar el perímetro del triángulo cuyos vértices son: A( -2, 5 ), B( 4, 3 ) y 

C( 7, -2 ).  
 

10)  Uno de  los  extremos de un segmento  rectilíneo de  longitud  igual a  
10 es el punto A ( -3, 6 ); si la abscisa del otro extremo es ( 3 ) , hallar su 

ordenada ( dos soluciones ).  
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  11 . Halla  la distancia entre  A y B en cada caso:  

    a. A( -7, 4), B(6, 4)       b. A(3, 4), B(3, 9)       c. A( -5, 11), B(0, -1)  

12. Calcula el valor de  k  para que la distancia de  A( -1, 4) a  B(k , 1) sea igual a 5.  

13. Halla las coordenadas de dos puntos tales que la distancia entre ellos sea igual 

a 4.  

14. Calcula el perímetro de los siguientes triángulos y clasifícalos según la longitud 
de sus lados:  

    a.  A( -2, 2),  B(1, 6),  C(6, -6)       b.  A( -5, -2),  B(0, 6),  C(5, -2)  

15 . Usando las cuadrículas proporcionadas, determine la distancia entre los 

puntos A y B en cada caso.  

A 

                                           

 

C)                                                        D)  
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16. Utilizando el  teorema de Pitágoras resuelva los siguientes problemas, puede 

ubicarse en el plano cartesiano para entender mejor algunos problemas.  

1) Un automóvil recorre 15 km hacia el norte, dobla hacia la derecha en ángulo 

recto y continúa 5km más. Posteriormente d obla hacia el norte y recorre otros 

10km,  terminando con 14 km hacia la izquierda en ángulo recto. ¿A qué distancia 

se encuentra del punto original? ¿Cuánto camino recorrió?  

2) Una persona camina 4km hacia el norte y 3km al oeste. Luego cambia hacia el 

no rte y camina 8km,  por último camina 6km más hacia el oeste. ¿A qué distancia 

se encuentra del origen? ¿Cuánto camino recorrió esa persona?  

3) El hueco de una ventana mide 41 pulgadas de ancho y 26 pulgadas de altura. 

¿Se Puede introducir por la ventana un a mesa de ping -pong de 48 pulgadas de 

ancho?  

 4) Una puerta mide 210 cm de altura por 80 cm de ancho. ¿Cuál es el ancho mayor 

que puede tener una lámina para que pase por esta puerta?  

5) Una persona viaja 8km al norte, 3km al oeste, 7 km al norte y 11km a l este. ¿A 

qué distancia está la persona del punto original? ¿Cuánto camino recorrió en su 

totalidad?  
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 Situación Problema  

Los estudiantes del nuevo gobierno estudiantil del Colegio El Progreso 

se dieron cuenta que para trasladarse hacia el  Pabellón 2 de su 

Institución sólo existían gradas. Ellos tienen claro que de acuerdo a la ley 7600 se 

deben construir rampas de acceso para personas con discapacidad. Es por esto que 

le solicitan al director del colegio que ponga en regla esta situación p ara no afectar 

los derechos de las personas.  

 

De esta manera se asesoran y encuentran que de acuerdo a las regulaciones 

existentes respecto a la construcción de rampas de acceso según la ley 7600 de 

Costa Rica la rampa debe de tener una elevación máxima de 15°.  

Si cada escalón tiene una altura de 22 cm y una profundidad de 25 cm, y deciden 

hacer la rampa con exactamente 15° de elevación, ¿a qué distancia del primer 

escalón deberá iniciar la rampa para cumplir con las especificaciones y qué longitud 

tend rá  

                      Análisis de la Actividad    

Una estrategia de resolución es la de visualizar la situación como un problema 

trigonométrico. Observe la siguiente imagen representativa:  

 

Tema 3 Trigonometría  
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Se conoce que el ángulo de elevación debe ser de 15° y la altur a que deberá 

alcanzar la rampa es de 66 cm debido a que la altura de cada grada es de 22 cm. 

Sea AB la longitud de la rampa, el estudiante puede establecer la siguiente 

relación:  

( )

( )

66
15

66

15

255

sen
AB

AB
sen

AB cm

=

=

º

 

Por lo tanto, la rampa tendrá una longitud de 255 cm o 2,55 m aproximadamente. 

Para saber a qué distancia del primer escalón se debe iniciar la construcción de la 

rampa se puede utilizar la siguiente relación:  

( )

( )

66
tan 15

66

tan 15

246,32

AC

AC

AC m

=

=

º

 

Ahora bien, como las gradas tienen una profundidad de 25 cm cada una,  entonces 

la rampa se deberá iniciar a 247 cm ï 50 cm = 197 cm o 1,97 m del borde inferior 

del primer escalón.  

 La Clave  

Conversiones de medidas de ángulos  

Hasta ahora, las medidas de los ángulos sólo se conocen en grados. Sin 

embargo, las medidas de los  ángulos se pueden expresar en otra unidad llamada 

radianes ( ὶὥὨ). La equivalencia se da al decir que “ ὶὥὨρψπЈ. Las conversiones se 

pueden dar en dos direcciones diferentes: de grados a radianes y de radianes a 

grados. Se estudia cada caso por sep arado.  

ü Si la medida ‌ está dada en grados, la medida en radianes se obtiene por 

medio de la siguiente fórmula:  

άὩὨὭὨὥ ὨὩὰ ÜὲὫόὰέ
‌ЈϽ“

ρψπ
 ὶὥ 
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                 Ejemplo , se pueden hacer las siguientes conversiones:  

 

Medida en grados  Op eración  Resultado en radianes  

τ

“
Ј 

τ
“
Ͻ“

ρψπ

τ

ρψπ

ρ

τυ
 

ρ

τυ
 ὶὥὨ 

ψυЈ 
ψυϽ“

ρψπ

ρχ“

σφ
 

ρχ“

σφ
 ὶὥὨ 

ρςυЈ 
ρςυϽ“

ρψπ

ςυ“

σφ
 

ςυ“

σφ
 ὶὥὨ 

 

ü Si la medida ‌ está dada en radianes, la medida en grados se obtiene por 

medio de la siguiente fórmula:  

 

                                      άὩὨὭὨὥ ὨὩὰ ÜὲὫόὰέ
 ϽЈ

 

              Ejemplo , se pueden hacer las siguientes conversiones:  

 

Medida en radianes  Operación  Resultado en grados  

υ“

τ
 ὶὥὨ 

υ“
τ
Ͻρψπ

“

ωππ“

τ“
ςςυ 

ςςυЈ 

σ

ς
 ὶὥὨ 

σ
ς
Ͻρψπ

“

υτπ

ς“

ςχπ

“
 

ςχπ

“

Ј

 

χ“

ςπ
 ὶὥὨ 

χ“
ςπ
Ͻρψπ

“

ρςφπ“

ςπ“
 

φσЈ 
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           Ejemplo   

 

1. Convierta las siguientes medidas a radianes.  

 

a.  σπЈ. 

b.  τυЈ. 

c.  φπЈ. 

d.  ςυπЈ. 

Solución  

 

a.  σπЈσπЈẗ
Ј

 . 

b.  τυЈτυЈẗ
Ј

. 

c.  φπЈφπЈẗ
Ј

. 

2.  Convierta las siguientes medidas a grados.  

 

a.  . 

b.  . 

c.  . 

d.  τ rad.  

 

Solución  

a.   ẗ
Ј
τυЈ.   

b. ẗ
Ј
ωπЈ.   

c. ẗ
Ј
ρυπЈ. 

d. τ τẗ
Ј
ςςωȟςωЈ.  ʉ

 

           Ejemplo Para transformar de una unidad a otra, usamos la regla de tres:  

 

      
 

 

º

º180

y

rad

x

p
= ĄĄĄĄ  ejemplo :  40º a rad      

 

 

º40

º180

y

radp
= Ą  y = =

º180

 º40 radp
=

18

 4 radp

9

 2 radp
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 Ejercicios  

1) Convierta los siguientes ángulos a radianes:  

 

   60º _________    2 ) 220º _ ____________  3)  315º  _______________  

 

2)  Convierta los siguientes ángulos a grados:  

1)  2 p  ___________   2)  
5

4
p  ___ _____________                            

3)  
2

3
p  _______________  

3)  Realice la conversión a Radianes de los siguientes ángulos  

( a )   45° 

( b ) ς 132° 

( c )   90°  

( d )  140° 

(e) ς 570° 

( f )   210° 

( g ) ς 20° 

( h )  311° 

( i )   360° 

(  j ) 740° 

(k)ς 2280° 

(  l ) 120° 

( m ) ς 5° 

(  n )    8° 

(  ñ ) 190° 

 

4)  Realice  la conversión a Grados de los siguientes ángulos  

( a )  5 p 

( b )  ς 
4

ˊ
 

( c )  
5

8ˊ
  

( d ) ́  

( e ) 7 

 

( f )  21 

( g ) ς 
2

ˊ
 

( h )  
4

3ˊ
 

(i )  
3

17ˊ
 

( j ) ς ˊ5  

( k )  
3

5ˊ
 

(l)  ς
6

7ˊ
 

(m)ς11́  

( n )  
3

ˊ
 

(ñ) ς
2

9ˊ
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5) Convierta  los siguientes ángulos de grados a radianes o de radianes a grados 

según sea el caso . 

 

a) 60º = 

b) =
3

p
  

c) 150º =  

d) =
6

5p
 

e) 4 =  

f) 225º = 

g) =
-

2

p
 

e)  - 600º 

6)  Transformar  el áng ulo de grados a rad:  

 

1) 15º    2) 35º       3) 80º    4) 150º          

5) 200º           6)  90º    7) 60º        8) 45º      9) 30º  

 

7) Transformar  el ángulo de rad a grados:  

1)  rad
5

p
  2) rad

10

p
  3) rad  3p    

 

Razones trigonométricas  

Para definir adecuadamente las razones trigonométricas de un ángulo, es 

necesario determinar, en un triángulo rectángulo, qué nombre recibe cada 

lado del triángulo con respecto a los ángulos agudos. Así, se tiene que  
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Figura  
Medi da del lado  

Con respecto al ángulo dado  

 

            

‌᷂ ‍᷂ 

ὥ Cateto adyacente  Cateto opuesto  

ὦ Cateto opuesto  Cateto adyacente  

ὧ Hipotenusa  Hipotenusa  

La diferenciación anterior se debe a que las razones trigonométricas utilizan las 

medidas de los lados de un triángulo dependiend o de la posición que éstos ocupan 

con respec to a uno de los ángulos agudos. Las razones trigonométricas siempre se 

definen para un ángulo determinado. Si el ángulo se denota como —᷂, se tiene:  

Razón  Abreviatura utilizada  Definición  

Seno  ÓÅÎ— ÓÅÎ— 
άὩὨὭὨὥ ὨὩὰ ὧὥὸὩὸέ έὴόὩίὸέ

άὩὨὭὨὥ ὨὩ ὰὥ ὬὭὴέὸὩὲόίὥ
 

Coseno  ÃÏÓ— ÃÏÓ— 
άὩὨὭὨὥ ὨὩὰ ὧὥὸὩὸέ ὥὨώὥὧὩὲὸὩ

άὩὨὭὨὥ ὨὩ ὰὥ ὬὭὴέὸὩὲόίὥ
 

Tangente  ÔÁÎ— ÔÁÎ— 
άὩὨὭὨὥ ὨὩὰ ὧὥὸὩὸέ έὴόὩίὸέ

άὩὨὭὨὥ ὨὩὰ ὧὥὸὩὸέ ὥὨώὥὧὩὲὸὩ
 

Para recordarlo con más claridad, se utiliza la abreviatura  

Ὓ ὅ Ὕ , que sirve para recordar la definición de todas las razones.  

                Ejemplo  

 

 

 

 

 

 

 

Figura  
Razones  

Para cada ángulo dado  

 

           

‌᷂ ‍᷂ 

Seno  
ὦ

ὧ
 

ὥ

ὧ
 

Coseno  
ὥ

ὧ
 

ὦ

ὧ
 

Tangente  
ὦ

ὥ
 

ὥ

ὦ
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Las razones trigonométricas se utilizan para determinar las medidas faltantes en 

un t riángulo, tanto de lados como de ángulos.  

           Ejemplo  Si en la figura adjunta ὦ ςυ ὧά y ά᷂ ‍ τπЈ, se debe determinar 

los valores de ὦ, ὧ y ά᷂ ‌:  

Utilizando las razones trigonométricas, se tendría que  

ÃÏÓτπЈ
ςυ

ὧ
 

De donde se obtiene:   
ὧϽÃÏÓτπЈςυ 

ὧ
ςυ

ÃÏÓτπЈ

ςυ

πȟχφφπ
σςȟφσχπχυχσςȟφ 

 

Con los datos anteriores, se puede utilizar el teorema de Pitágoras para determinar 
el valor de ὥ:  

ὥ ςυ σςȟφ 
ὥ φςυρπφȟχφ 
ὥ ρπφςȟχφφςυ 
ὥ τσχȟχφ 

ὥ τσχȟχφ ςπȟωςςχρτωςπȟω 

 

De la misma manera, como el ángulo no señalado es recto, su medida es ωπЈ, y, 

como la suma de las medidas de los ángulos internos de todo triángulo da como 
resultado ρψπЈ, se tiene que  

ρψπЈωπЈτπЈά᷂ ‌ 
ρψπЈρσπЈά᷂ ‌ 
ρψπЈρσπЈά᷂ ‌ 
υπЈά᷂ ‌ 

De esta manera, se tiene resuelto el triángulo:  

Símbolo  Medida  

‌᷂ υπЈ 

‍᷂ τπЈ 

ὥ ςπȟω ὧά 

ὦ ςυ ὧά 

ὧ σςȟφ ὧά 
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Al utilizar la calculadora, los botones útiles para resolver problemas con 

trigonometría son el que dice ίὭὲ para seno, e l que dice ὧέί para coseno y el que 

dice ὸὥὲ para la tangente. Los cálculos se pueden hacer con las medidas de los 

ángulos tanto en grados como en radianes.  

Para tener la seguridad de que la calculadora está preparada para hacer los cálculos 

en grado s, unidad más común en la resolución de la mayor parte de los ejercicios 

y problemas de trigonometría, en la parte superior de la pantalla debe aparecer 

una letra D, inicial del vocablo inglés degree (grado). Si, por el contrario, se observa 

una G (gradien tes) o una R (radianes), antes de resolver cualquier operación se 

debe oprimir el botón SHIFT, seguido del botón MODE (ubicado a la izquierda del 

botón de encendido (ON)) y luego el número 3. Además, si se desea trabajar con 

las medidas en radianes, se deb e oprimir el botón SHIFT, seguido del botón MODE 

y luego el número 4.  

De igual manera, los tres botones trigonométricos (SIN, COS y TAN) tienen dos 

funciones cada uno. La primera función corresponde al caso en el que se tiene la 

medida del ángulo y se dese a conocer el valor de su razón trigonométrica. Pero, 

cuando se tiene el valor de la razón trigonométrica y se desea conocer la medida 

del ángulo, se debe oprimir SHIFT antes de cualquiera de estos botones, con lo cual 

se verá el resultado como ÓÉÎρ, ÃÏÓρ o ÔÁÎρ. 

             Ejemplo Si en la figura adjunta ὦ ςτ ὧά y ὥ χ ὧά, se debe determinar 

los valores de ὧ, ά᷂ ‍ y ά᷂ ‌:  

 

Utilizando las razones trigonométricas, se tendría que  

ÔÁÎ‍
χ

ςτ
 

De donde se obtiene:  
ÔÁÎ‍ πȟςωρχ 

‍ ÔÁÎπȟςωρχρφȟςφςЈ 

 

Con los datos anteriores, se puede utilizar el teorema de 
Pitágoras para determinar el valor de ὧ:  

χ ςτ ὧ 
τω υχφὧ 
φςυὧ 

ὧ Ѝφςυςυ 
 

De la misma manera, como el ángulo no señalado es recto,  su medida es ωπЈ, y, 

como la suma de las medidas de los ángulos internos de todo triángulo da como 
resultado ρψπЈ, se tiene que  

ρψπЈωπЈρφȟςφςЈά᷂ ‌ 
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ρψπЈρπφȟςφςЈά᷂ ‌ 
ρψπЈρπφȟςφςЈά᷂ ‌ 
χσȟχσψЈά᷂ ‌ 

 

De esta manera, se tiene resuelto el triángulo:  
 

Símbolo  Medida  

‌᷂ χσȟςφςЈ 

‍᷂ ρφȟςφςЈ 

ὥ χ ὧά 

ὦ ςτ ὧά 
ὧ ςυ ὧά 

 

          Ejemplo Determine la medida del cateto AB  y encuentre las razones            

trigonométricas de a.  

                                  B 

                                       a 

 

                                   x                  8 

 

 

                                                                                               

                                   A             2            C 

Solución  
 

Utilizando el teor ema de Pitágoras para encontrar la medida del cateto x , se tiene:  
2 2 2

2

2

2 8

64 4

60

2 15

x

x

x

x

+ =

= -

=

=°

 

Ahora bien, como x es una distancia, entonces =2 15x .  

 

Por otra parte, las razones trigonométricas de ason las siguientes:  

 

a a= = Ý =
2 1

csc 4
8 4

sen  

 

a a= = Ý = =
2 15 15 4 4 15

cos s c
8 4 1515

e  

 

Recuerde: 

Ö =
4 15 4 15

1515 15  
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a a= = = Ý =
2 1 15

tan cot 15
152 15 15

 

        Ejemplo  

Determine las medi das aproximadas de AB  y AC  si Ï =29m ABC  y d(B,C)= 9.  

                                 A  

 

 

                                 x                   y 

 

 

                                                        29 

                                  C            9             B 

Solución  
i)                                              ii)  

= Ý =

Ö º

º

tan 29 9 tan 29
9

9 0,554

4,99

x
x

x

x

         

 

            Ejemplo

              Si la altura de un triángulo isósceles sobre su lado desigual es 10 cm y la 

base es 16 cm. Calcule la medida de sus ángulos internos.  

                                                                                 C 

  

 Solución                                                  

 

     

                                                                          10 

a) q q= Ý º
10

tan 51,3
8

                                

                                                                 A       8          8        B                                                                          

b) Como los ángulos de la base  
son congruentes  Ï º - Ö º180 2 51,3 77,4m ACB                    
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           Eje mplos a) Seno  de un ángulo:  

 
 En cualquier triángulo rectángulo  se define el seno  del ángulo  a  como el 

cociente del cateto opuesto  entre la hipotenusa . 

 
      

     sen a =  
cat. op.

hip.
 

 
  
 

                     a 

    3                     3      
 

            a      

        4           4 
        
 

       sen a =  
3

5
     sen a = 

4

5
 

 

b)  Coseno  de un ángulo:  
  

 En cualquier triángulo rectángulo  se define el coseno  del ángulo  a  como el 

cociente del cateto adyacente  entre la hipotenusa . 

 

      

     cos a =  
cat. ady.

hip.
 

 
 

 

                 a              b 

            13            5    13     5  4 5       4 

                      
 
 
      
 

   cos a =   
12

13
                     cos a =  

5

13
       cos a = 

8

4 5
      cos b =  

4

4 5
 

 
 

 

 

 

 5  5 

a 

          12    12       8 

a 
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C) Tangente  de un ángulo:  

 
 En cualquier triángulo rectángulo  se define la tangente  del ángulo  a  como 

el cociente del cateto opuesto  entre el cateto adyacente . 

 
      

     tan a =  
cat. op.

cat. ady.
 

 
 

         Ejemplos :  
 
 
                   
                   
 

           24      30      24          30           15 3            30  

 
 

        a                          a 

       
 

 

 tan a =  
24

18
           tan a = 

12

13
       tan a = 

5 3

15
  tan b =

15

5 3
 

 
 

           Ejemplos:  Con las razones trigonométricas podemos determinar la medida 

de los ángulos agudos del triángulo rectángulo conociendo la medida de sus lados 

(para este tema es fu ndamental el uso de la calculadora). Ejemplos De acuerdo 

con los datos de las figuras determi ne la medida de los ángulos q , b y a . 

 

 

 

 

  18            18             15 

  a 
  b 
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 Ejercicios  

 

1. Determine  las razones trigonométricas de los siguientes triángulos rectángulos  

 

 

2) Utilice la calcu ladora y aproxime con tres decimales por exceso el valor de las 

seis razones trigonométricas de los ángulos dados en cada caso:  

             a)  18 o          b) 73,5 o          c) 35 o       d)  85,2 o     

3)  Para cada caso, encuentre el valor del ángulo agu do q, aproximando con dos 

decimales por exceso, que cumpla con la condición dada:  

          a) q=0,42sen          b) q=cos 0,8       c) q=tan 8,32   
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4)  Los catetos de un triángulo r ectángulo miden 5 m y 7 m. Halla la hipotenusa y 

los ángulos.  

[sol]  8,60 m; 35,53º  

 

5)  El cateto menor de un triángulo rectángulo mide 12 m y la hipotenusa 35 m. 

Halla el otro cateto y los ángulos.  

[sol]  32,88 m; 20,06º  

 

6)  En un triángulo rectángulo sab emos que un ángulo mide 37º y el cateto 
contiguo 15,4 m. Halla los otros dos lados y el otro ángulo agudo.  

[sol]  53º, 19,28 m, 11,60 m  

 

7) En las siguientes figuras, utilizando razones trigonométricas determine el valor aproximado 

de las variables   " x "   "y " 
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8)  Si se sabe que sen  a =  
7

25
, determinar   cos  a.  (Sugerencia: dibujar un 

triángulo rectángulo)  

9) En el triángulo siguiente hallar las medidas de tan  a   y   tan b.  Además hallar 

las medidas             aproximadas d el  a  y del  b. 

 

 

10)   Si se sabe que cos  a =  

3

3 , determinar sen  a  y  tan a .  (Sugerencia: dibujar 

un triángulo             rectángulo)  

 

11) De acuerdo con el criterio LLL, los  dos triángulos siguientes son semejantes  ( 

DABC ~ DJFK ).        Complete la información que se le pide.    

   

  a)  sen a1 = ________       a)  sen  a2 =   _________               

  b)  cos a1 = ________       b)  cos a2  =  __________  

  c)  tan a1  = _____ ___       c)  tan a2  =  __________  

 

Conclusión: 

_______________________________________________________________          

_______________________________________________________________  
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12 )  En un triángulo rectángulo, uno de sus ángulos agudos es  b,   y   tan b = 

4

3 .  

El cateto opuesto  al   b  mide 48cm .  Hallar las medidas de los otros dos lados 

de este triángulo  

13) Utilizando razones trigonométricas calcule el valor aproximado de los ángulos 

en las siguie ntes figuras.  

 

14). Dibuje un triángulo que tenga un 

ángulo A, y la razón Sen A = 
13

5
  la 

contenga también.  
 

15) . Calcule las razones 
trigonométricas de cada uno de los 

ángulos agudos de los siguientes 
triángulos rectángulos.  Tome en 

cuenta la información proporcionada en 
cada figura.  
a)  A                                            m(AB) = 10 cm  

                                     m(CB) = 8 cm  
 

 

     C                           B 

 

b)        F                              D      m(DE) = 20 cm 

                                                     m(DF) = 24 cm 

 

                                            E 

 

 

 

17)  Resuelva los triángulos rectángulos 
que tienen las características dadas en 

cada caso.  Considere que a es un ángulo 
interno del triángulo.  

a)  a = 37° y la hipotenusa 24 cm  

b)  a = 77 ° y el cateto opuesto al 

ángulo  

a mide 25 cm  

c)  a = 39° y el cateto opuesto al 

ángulo a mide 34 cm  

d)  a = 18° y el cateto opuesto mide 

100 m.  

e)  a = 35° y el cateto opuesto mide 3,8 

m.  

f)  a = 70° y el cateto adyacente mide 

14 m.  

g)  a = 64° y el cateto adyacente mide 

147 m.  
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16) . De acuerdo con los datos de la 

figura adjunta, escriba en el espacio el 
nombre del vértice del ángulo que hace 

la igualdad resulte verdadera.  
 

a) Cos ______ =
17

15
       A 

b) Sen ______ = 
17

8
                         17cm 

c) Tan ______ = 
8

15
  8cm 

d) Tan ______ = 
15

8
      B               15cm                

C 

e) Sen ______ = 
17

15
 

f) Cos ______ = 
17

8
 

 

18 . Determine el valor de las otras razones 
trigonométricas para cada uno de los  

siguientes enunciados.  
 

a) Sen q = 
5

4
 

b) Cos p = 0,6 

c) Tan a = 1 

d) Cos q = 0,2 

e) Tan p = 4 

f) Sen b = 
2

1
 

g) Tan f = 1,5 

h) Cos a = 
2

2
 

 

a = 68° y el cateto adyacente mide 75 cm  

19)  Calcule el perímetro y el área de cada 
uno de los siguientes triángulos 

rectángulos  
          A 

a)  

              

 

 

 

 

           B             27cm          C 

 

b)    R 

 

 

 

 

 

 

           S                 176 m                  P 

 

20)Si la altura de un triángulo isósceles es 

de 16 cm y uno de los ángulos congruentes 
mide  35°, calcule el área del triángulo.  
 

 

 

8. Determine cada uno de los valores 

desconocidos en cada uno d e los siguientes 
triángulos . 

                                                             E       b         D 

a) R                                     b) 

                 y 

x                                                        a                 

12,3cm 

 

 S                                  P     

         5,20 cm 

 

 

                                                             F 

 

 

36° 

24° 

70° 

68° 
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21) Utilice la figura de la derecha para calcular la medida de los lados y de los 

ángulos fa ltantes en cada caso. Trabaje co n valores exactos y racionalice 

denominadores.  

a) c = 12;  Ï =45om A                           B   

                                                                     

b) a = 8;    Ï =30om B        

 

c) =3c  ;  Ï =60om B                          c                a 

                                                       

d) =2c ;    =2b  

                               b 

22 )  Determina  cuál es el cateto opuesto y cuál el cateto adyacente para el ángulo 

indicado en cada triángulo.  

 

 

23)  Halla las seis razones trigonométricas para el ángulo  a  en cada triángulo  
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25 )  Completa  cada espacio con el ángulo que corresponde a cada razón 

trigonométric a 

 

 

Aplicaciones y angulos de elevacion y de deprecion  

Ángulos de elevación y de depresión  

Estos ángulos se definen cuando hay un objeto observado y un observador 

que se encuentran distanciados tanto en altura como a nivel del suelo. Siempre se 

definen entre la línea de la vista (distancia entre el objeto y el observador) y la 

horizontal (suelo o línea paralela al suelo). La sigui ente figura ejemplifica de mejor 

manera el dibujo útil para resolver estos ejercicios:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La distancia vertical generalmente se da con referencia a un edificio (torre, faro, 

edificio sin especificaciones,é) o alturas (vuelo de un avi·n o un papalote a una 

altura determinada, altura de la venta na, estatura de una persona,é). 

Si un observador en un punto ὢ ve un objeto, entonces el ángulo que forma la 

visual con la horizontal ὰ es un ángulo de elevación del objeto , si está arriba del 

la horizontal o el ángulo de depresión del mismo, si el objeto que ve está debajo 
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de la horizontal.  En la figura adjunta el ángulo de elevación es ‌ y el ángulo de 

depresión es ‍.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Algunas situaciones que se resuelven con triángulos rectángulos, involucran 

ángulos de elevación o ángulos de depresión. Cuando un objeto es observado, la 

recta imaginaria que se forma  entre el observador y el objeto, se denomina línea 

visual. La línea visual forma con la horizontal imaginaria, un ángulo cuyo nombre 

depende de la ubicación del objeto con respecto al observador:  

 Å Si el objeto  está  a un  nivel  más  alto  que  el

 observador,  el ángulo  se denomina  ángulo de elevación.  

Å Si el objeto  está  a un  nivel  más  bajo  que  el

 observador,  el ángulo  se denomina  ángulo de depresión.  

 

 

 

 

 

 

‌ 

‍ 
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              Ejemplos Carlos quiere saber la medida del ancho de un río sin tener que 

desplazarse a la otra orilla. Midiendo sus pasos llega a la siguiente situación:  

¿Cuánto mide el río de ancho? Primero, como ABC es un triángulo rectángulo del 

que se conocen sus catetos, se debe calcular 

la tangente de a. Así:  
3

tan 0,6
5

a= =  Segundo, 

como  DCE es un triángulo rectángulo del 

que se conoce uno de sus catetos y un 

ángulo a, entonces se determina a a partir 

de la ecuación

tan
25

0,6
25

15

a

a

a m

a=

=

=

n:   

           Ejemplo Una colina forma un ángulo de 30° con la base. Si una persona 

recorre 2.500 m para llegar a la cima de la colina, ¿cuál es la altura de la colina?  

 

 

En este problema se conocen la hipotenusa y un ángulo de un triángulo rectángulo, 

hay que hallar un cateto. Primero, se plantea una ecuación con la razón que 

relaciona la hipotenusa,  el ángulo y su cateto opuesto, así:  

( )

30
2500

2500. 30 1.250

h
sen

h sen m

=

= =

            Luego, se responde la pregunta del problema: la altura 

de la colina es 1.250 m.  
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          Ejemplo Una escalera de 2,13 m está apoyada contra una pared. La base        

de la esca lera está a 1,5 m de la pared. ¿Cuál es la medida del ángulo que forma 

la escalera con el piso? ¿Cuál es la altura de la pared?  

 

Primero, se encuentra la medida del ángulo a partir de la razón  

01,5
cos 0,7075 ; cos0,7075 45

2,12
arq q= = = º 

Luego, se halla la altura de la par ed, así:  0 0tan 45 1,5 tan 45 1,5
1,5

h
h mts= Ý = ¶ º  

La medida del ángulo que forma la escalera con el piso es 45° y la altura de la 

pared es 1,5 m  

           Ejemplo Si deseamos calcular la altura aproximada del Fortín de Heredia, 

teniendo algunos datos podemos lograrlo  

Del triángulo rectángulo formado, podemos 

extraer diversa información : El  cateto 

correspondiente a la altura del Fortín, es 

opuesto al ángulo de 50°.  El cateto 

horizontal, que mide 11 metros, es 

adyacente al ángulo de 50°.  Con estos 

datos, podemos establ ecer la siguiente 

relación  

0 0tan 50 11 tan 50 13,5
11

h
h mts= Ý = ¶ º  
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           Ejemplo  Desde un punto en un plano, se observa, con un ángulo de 

elevación un objeto en la parte más alta de un edificio, la distancia del punto de 

observación a la base del edificio es  de 40m 

¿Cuál es la altura aproximada del edificio?  

Primero: Construimos una figura que ilustre 

lo planteado en el problema. Segundo: 

Aplicamos una razón trigonométrica que 

satisfaga el problema, en este caso tenemos 

que averiguar el segmento AB, por lo qu e 

aplicamos tangente. Tercero: Concluimos 

que altura aproximada del edificio es de 

64,01m  

 

           Ejemplo Desde el punto más alto de una antena, que mide 20m de altura, 

se observa, con un ángulo de depresión de 42º un objeto ¿Cuál es la distancia 

apr oximada entre el punto de observación y el objeto?  

Primero: Construimos una figura que ilustre 

lo planteado en el problema. Segundo: 

Aplicamos una razón trigonométrica que 

satisfaga el problema, en este caso tenemos 

que averiguar el segmento BC, por lo que  

aplicamos seno. Tercero: Concluimos que la 

distancia entre el punto de observación y el 

objeto es aproximadamente de 29,88m.  

 

 

            Ejemplo  

 

 

 

 

 

Un alambre de soporte debe ser colocado en la punta de un 

poste telefónico de φ ά de altura y fijado en la tierra. ¿Qué 

cantidad de alambre se necesitará para que h aga un ángulo de 

τφЈ con el nivel del suelo?  
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Al buscar la respuesta, se debe plantear primero la figura que modela la situación:  

Al analizar la figura, con respecto al ángulo formado entre el alambre y el suelo, se 

tiene que el poste es el cateto opuesto al ángulo y el alambre e s la hipotenusa del 

triángulo.  

Así, recordando las definiciones de las 

razones trigonométricas, es claro que la 

aplicabl e es seno, por lo cual:  

ÓÅÎτφЈ
φ

ὼ
 

De donde se obtiene:  

ὼϽÓÅÎτφЈφ 

ὼ
φ

ÓÅÎτφЈ

φ

πȟχρωσ
ψȟστρτττσπχψȟστ 

Así, aproximadamente se requieren ψȟστ ά de alambre para colocar el poste en el 

lugar deseado.  

           Ejemplo  

 

 

 

 

 

 

Al buscar la respuesta, se debe plantear primero la figura que modela la situación:  

 

En el análisis de la figura, con 

respecto al ángulo de depresión, 

se tiene que la estatura del 

observador es el cateto opuesto 

al ángulo de ρυЈ, mientras que el 

ancho del río corresponde al 

cateto adyacente, por lo cual los 

cálculos se deben hacer utilizando la razón trigonométrica tangente:  

ÔÁÎρυЈ
ρȟψ

ὼ
 

 

 

Desde la orilla del río, un observador de ρȟψ  ά de altura observa 

una piedra rojiza en la otra orilla del río. Con un ángulo de 

depresión de ρυЈ ¿Cuál es, en metros, la medida aproximada 

del ancho del río?  
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De donde se obtiene:  

ὼϽÔÁÎρυЈρȟψ 

ὼ
ρȟψ

ÓÅÎρυЈ

ρȟψ

πȟςφχω
φȟχψφρρτςςφȟχω 

 

Así, aproximadamente el ancho del río es de φȟχω ά. 

 

            Ejemplo  Un faro construido al nivel del mar tiene su observatorio a 16m 

de alto. Si desde é l se observa una boya con un ángulo de depresión de 49 o, ¿cuál 

es la distancia entre la boya y la base del faro?  

Un faro construido al nivel del mar tiene su observatorio a 16m de alto. Si desde 

él se observa una boya con un ángulo de depresión de 49 o, ¿cu ál es la distancia 
entre la boya y la base del faro?  

Solución  

Como primer paso conviene hacer un esquema que ilustre la situación.                     A  

                                             49o 

     

                             16m 

                             (faro) 

                                                                   

                                       B         x           C      (boya) 

Sea x  la distancia entre la boya y la base del faro.  
Observe que la medida del ángulo BAC es 4 1o, ya que es el complemento de 49 o. 

Y el ángulo BCA es congruente con el de depresión, por ser ángulos alterno 
internos. También se puede ver que ÏBCA y  ÏBAC son complementarios.  

 
Se tiene entonces que se puede trabajar con cualquiera de los dos ángulos 

agudos  del triángulo rectángulo ABC.  
 

Usando la información del ÏBCA se tiene:  

 

= Ý =

Ý º º

16 16
tan 49

tan 49
16

13,91
1,15

o

o
x

x

x
 

Por lo tanto la distancia entre la boya y la base del faro es de aproximadamente 

13,91m . 
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            Ejemplo  

Juan desea estimar la altura del campanario de una iglesia pero, p or razones 

que no se exponen, no hay manera de llegar directamente a él.  

 

Para lograr su objetivo Juan realiza el siguiente plan: marca un punto B en 

el suelo exactamente debajo del campanario y otro punto A a 13m de 

distancia, también en el suelo, como s e muestra en el dibujo de arriba. El 

punto más alto en el campanario lo llama D y C  es un punto elegido en la 

base d el campanario del segmento  BD.  

Luego desde A mide los ángulos de elevación DAB y CAB y obtiene los 

siguientes resultados: Ï =42om DAB  y Ï =34om CAB . Llama x  la altura  del 

campanario y y  la distancia desde el suelo a la base del campanario.     

                                                                          

Primero calcula el valor aproximado de y :  

 

= Ý = Ö Ý

º Ö =

tan 34 13 tan 34
13

13 0,67 8,71

o oy
y

y
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Usando que º8,71y  establece esta otra relación:  

 

+
º Ý

º Ö - Ý

º Ö - =

8,71
tan42

13

13 tan42 8,71

13 0,9 8,71 2,99

o

o

x

x

x

 

Juan establece que la altura del campanario es aproximadamente 2,99m . 

            Ejemplo Desde un punto en el suelo, el ángulo de e levación a la parte 

superior de una torre es de 30 o. Si un observador ubicado en dicho punto avanza 

100 m hacia la torre y vuelve a observar la cima de ésta, encuentra que ahora  el 

ángulo de elevación es de 60 o. Encuentre la altura de la torre.  

 
Solución  

 
Para resolver este problema se puede hacer un esquema como el siguiente:  

 

 

 

 

                             h 

 

                                          
                                                  60o        30o 

                                    A        y        B    100          

 

Se va a llamar h la altura de la torre y y  la medida del segmento AB. Usando el 
esquema anterior se deducen las siguientes relaciones:  

= Ý = Ö = Ötan60 tan60 3o oh
h y y

y
 (1)  

Por otro lado:  

= Ý + =
+

tan30 100
100 tan30

o

o

h h
y

y
 

Como = Ö3h y , sustituyendo se tiene  

Ö
+ = Ý + = Ý

- =- Ý =

3
100 100 3

1

3

2 100 50

y
y y y

y y
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Así la altura de la torre es 50m.  

            Ejemplo  La medida del ángulo de depresión desde lo alto de una torre de 

34 mide  altura hasta un punto K en el suelo es de 80 0. Calcule la distancia 

aproximada del punto K a la base de la torre  

Solución  

Se dibuja una figura representat iva de 

la situación .  

 

Se plantea la razón trigonométrica 

tangente del ángulo que mide  10 0 

para encontrar el valor de x.  
 

Se da respuesta al problema 

planteado.  

La distancia aproximada desde el 

punto K a la base de la torre es de 6m.  

 

            Ej emplo Un turista observa la parte más alta de un edificio de  15m de 

altura, c on un ángulo de elevación de 24 0. Si realiza la observación con unos 

binoculares que sostiene a 1,75m del suelo, calcule la distancia  aproximada entre 

el turista y la parte más a lta del edificio.  

Se dibuja una figura representativa de 

la situación, dividiendo en dos partes la 

altura del edificio según el dato de la 

altura a la cual se ubican los 

binoculares del turista.  
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Se plantea la razón trigonométrica seno 

del ángulo que mide  24 0 para 

encontrar el valor de x.  

 

Se da respuesta al problema planteado.  La distancia aproximada entre el turista 

y la parte más alta del edificio es de  

32,6 m  

 

          Ejemplo Cuando un avión pasa sobre un punto M ubicado en el suelo, una 

estación de observación que está situada a 4kmde M lo observa con un áng ulo de 

elevación de 19 0. Calcule la altura aproximada a la que se encu entra el avión en 

ese momento.  

Se dibuja una figura representativa de 

la situación.  

 

Se plantea la razón trigonom étrica 

tangente del ángulo que mide  19 0 para 

encontrar el valor de x . 
 

Se da respuesta al problema planteado.  La altura aproximada del avión  en ese 

momento es de  1,4km.  
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              Ejemplo Una mujer con una estatura de 1,64m proyecta su somb ra en 

el suelo.  Si el ángulo de elevación que se forma desde la punta de la  sombra hasta 

la mujer es de 42 0, entonces, calcule la longitud aproximada de la sombra  

Se dibuja una figura representativa de 

la situación.  

 

Se plantea la razón trigonométrica 

tangente del ángulo que mide  42 0 para 

encontrar el valor de x  

 

Se da respuesta al problema 

planteado.  

La longitud aproximada de la sombra 

es de  1,8m  

 

Ejercicios  

1. Un ingeniero coloca un cable desde la parte más alta de una torre 

de 45m de altura has ta un punto A en el suelo.  Si el ángulo de 

elevación que se forma en el punto A es de 38 0, calcule la longitud aproximada del 

cable.   

  

2. Dos edificios A y B están ubicados uno en frente del otro.  El edificio A tiene 48 

m de altura y el ángulo de depre sión que se forma desde su parte más alta hasta 

la base del edificio B es de 65 0. Calcule la distancia aproximada entre ambos 

edificios.  
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3. La sombra de un edificio tiene una longitud de 0,15km.  Si el ángulo de elevación 

que se forma en la punta de  la sombra hacia la parte  más alta del edificio es de 

32 0, calcule la altura aproximada del edificio.  

  

  

  

4. Un avión despega de un punto K en el aeropuerto y asciend e con un ángulo 

constante de 380con  la horizontal.  Calcule la altura aproximada del av ión después 

de volar 1800m.  

  

  

  

5. En el suelo se encuentra el objetivo de rescate de un helicóptero que está 

volando sobre él, mientras se ubica a 600m de un puesto de observación en tierra, 

desde donde es observado con un ángulo de elevación  de 55 0. C alcule la distancia 

aproximada entre el objetivo del helicóptero y el puesto de observación.  

  

  

  

6. Desde la parte más alta de un faro, c on un ángulo de depresión de 54 0, se 

observa un barco en el mar a una distancia de 117m de su base. Calcule la altur a 

aproximada del faro.   
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5.  Resuelva los siguientes problemas  

A. Desde la cúspide de una torre de 30m de alto se observa, con un ángulo de 

depresión de 29º , un objeto ubicado en el mismo plano horizontal que la base de 

la torre. ¿A qué distancia aprox imada se encuentra el objeto de la base de la torre?  

B. Desde la orilla  de un río, un observador de 1,70m de altura observa una piedra  

en la otra orilla del río, con un ángulo de depresión de 17 º. ¿Cuál es en metros, la 

medida aproximada del ancho del río?  

C. Un guardabosques ve un fuego con un ángulo de depresión de 7º mientras vigila, 

de una torre que mide  825m ¿A qué distancia de la torre, aproximadamente está 

el fuego?  

D. El ángulo de depresión medido desde lo alto de un faro hasta una embarcación 

en el  mar es de 15 º.   Si la altura del faro es 30m entonces ¿Cuál es la  distancia 

aproximada en metros de la embarcación a la base del faro?  

E. Desde un punto ubicado en una torre vertical y con un ángulo de depresión de 

37º se observa un objeto en el plano de la base de la torre a 15m de distancia de 

la dicha base. ¿A qué altura aproximada se encuentra el punto de observación 

ubicado en la torre?  

F. ¿Aproximadamente a qué altura en metros se encuentra el punto más alto de 

una bandera con respecto al suelo, si e l ángulo de elevación a dicho punto es 55º 

y la distancia de la base de la bandera y el punto de observación es de 25m?  

G. Un árbol de 6m de altura forma con los rayos del sol, un ángulo de 47º ¿Qué 

longitud aproximada en metros tendrá la sombra del árbol?  

H. Desde el suelo, Juan observa un avión en el cielo con un ángulo de elevación de 

50 º. Si la distancia entre el avión y Juan es de 800m,  entonces ¿Cuál es la altura 

aproximada en metros entre el suelo y el avión?  

I. ¿Cuál es aproximadamente la altura, en  metros, de un edificio si el ángulo de 

elevación a la parte más alta del edificio es 37º y la distancia del punto de 

observación a la base del  edificio es  30m?  

J. El ángulo de depresión determinado desde una torre de observación hasta un 

auto es de 37 º. Si la altura de la torre es de 40m. ¿Cuál es la distancia aproximada, 

en metros, del auto a la base de la torre  
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6.  Plantea y resuelve las siguientes situaciones:  

 
a)  Una persona de  1,60 m observa  el asta de una bandera con un ángulo de 

elevación de 30 º,  si se e ncuentra a 3 m del pie del asta ¿Qué altura tiene 

el asta de la bandera?  
 

          b)  Desde  una determinada posición en un camino, una persona observa la 
parte más alta de una torre de alta tensión con un ángulo de elevación de 25º. Si 

avanza 45 m en líne a recta hacia la base de la torre, divisa ahora su parte más alta 
con un ángulo de elevación de 55º. Considerando que la vista del observador está 

a 1,70 metros del suelo. ¡Cuál  es la altura de la torre?  
 

7.  Desde un avión que se encuentra a 4500 m de altura se observan dos 
autos corriendo  en la misma dirección y sentido con un ángu lo de 

depresión de 62º y     35º. Determina la distancia en que se encuentran 
los dos autos.  

 
8.  Marca la alternativa correcta:  

 

      1) La cumbre de un cerro se ve desde un punto P d el llano bajo un ángulo de 
elevación  de 35º . Al acercarse horizontalmente 2700 m, el ángulo de elevación es 

58 º. Entonces la altura del cerro es:  
           

A) 3360 m     B) 821,7 m        C) 2100 m         D) 210 m        E) 336 m  
 

     2) Desde una dist ancia de 48 metros de una pared se encuentra apoyada una 
escala con  un ángulo de 30 º con  respecto al pie de la escalera. A que altura se 

encuentra la  escalera del suelo.  

A) 48m         B) 48 m3           C) 16 m           D) 16 3  m      E) 
3

16
 m  

 

9.  Se desea cal cular la altura de un árbol, del cual no se puede alcanzar su cima. 
Con ayuda de instrumentos de medición de ángulo, se obtienen las medidas 

indicadas en la figura.  
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10. Suponiendo que se disponen de dispositivos para medir distancias y ángulos 

pero n o se puede cruzar el río. ¿Cómo calcular el ancho del río?  

                                   
 

 

 

11.  Calcular  la altura de la torre con las medidas que muestran la figura:  
 

 

 

 

 

12.  Se sugiere dibujar todas las situaciones que se presentan a continuación .  

a) Una escalera de 6,5 m se apoya contra una pared. Cuando el pie de la escalera 

dista 1,5 m de la pared. ¿A qué altura llega la escalera?  
 

b) La torre de control del aeropuerto visualiza un avión con un ángulo de elevación 
de 15°. Si el avión está a u na altura de 2000 metros ¿A qué distancia está de la 

torre de control?  
 

c) Se desea construir una rampa para alcanzar una altura de 0,75 metros. Si el 
ángulo de inclinación es de 5°. ¿A qué distancia de la entrada debe comenzar la 

rampa?  
 

d) Dos amigos r emontan barriletes soltando 85 m. de hilo. Uno forma 45° con la 
horizontal y el otro 40°. ¿A qué altura está cada barrilete?  
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e) El radar de un barco indica que un objeto buscado se encuentra a 30 metros de 

profundidad y que el ángulo de depresión es de 1 5°. ¿Qué distancia debe recorrer 
un buzo hasta alcanzarlo?  

 

f) Desde un edificio de 60 metros de altura se tira un cable hacia otro de 30 metros 
de altura. La distancia entre ellos es de 40 metros. ¿Cuántos metros de cable hay 

que comprar, como mínimo, pa ra hacerlo?  
 

g) Un avión recorre en línea recta hacia el norte 250 km., luego al este recorre 600 
km. ¿A qué distancia se encuentra del punto de partida?  

 
h) La diagonal de un terreno con forma de cuadrado mide 112 metros. ¿Cuánto 

cuesta el terreno si el  metro cuadrado de tierra vale $ 25?  
 

i) Un barco se encuentra a 800 km. del destino a donde se dirige. Luego de recorrer 
200 km hacia el este, sigue su trayectoria hacia el norte. ¿Cuánto recorre en esa 

dirección para llegar a destino?  
 

j ) Matías maneja  un avión a control remoto que él mismo construyó. Parado a 30 

metros de su casa, hace volar el avioncito hasta la terraza que está a 16 metros 
de altura. ¿A qué distancia está Matías de su avioncito?  

 
13.  Para llevar con la carretilla los escombros y tira rlos en un volquete, los albañiles 

colocaron un tablón de 3,50 metros formando un ángulo de 25° con la vereda. 
¿Cuál es la altura del volquete?  

 

 
 

 
14.  Una  tormenta en la ciudad quebró un ciprés de la plaza. La punta cayó a 6 

metros del tronco formando un  ángulo de 27° con el piso. ¿A qué altura se 
quebró el árbol? ¿Cuál era la altura del árbol?  
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14.  Con un teodolito situado a 54 metros de un edificio, se observa la parte más 

alta del mismo con un ángulo de elevación de 25°. El teodolito está coloca do 
sobre un trípode a 1,50 metros de altura. Calcular la altura del edificio. Dibujar la 

situación.  

 
El teodolito es un instrumento óptico de precisión utilizado en geodesia y 

topografía. Sirve para medir ángulos. El taquímetro es un teodolito que además 
mide distancias.  

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 
15.  Un observador se encuentra al nivel del suelo a 200 m de la base de una torre 

de TV. Desde ahí observa la punta de la torre bajo un ángulo de depresión de 26º 
¿A qué altura se encuentra la torre sobre el nivel de los ojos d el observador?  

 
16.  ¿Cuál es el ángulo de elevación del Sol cuando un objeto de 6 m proyecta una 

sombra de 10,3 m? Respuesta: 30º 10´.  
 

17.  Un observador visualiza la parte superior de un edificio a 173 m por encima del 
nivel de sus ojos a un ángulo de el evación de 27º 50´. ¿A que distancia se 

encuentra el observador del edificio? Respuesta: 328 m.  
 

18.  Una torre de 40 m. de altura está situada a la orilla de un lago. Desde la punta 
de la torre el ángulo de depresión de un objeto en la orilla opuesta del lago es de 

30º. ¿Cuál es el ancho del lago? Respuesta: 69,28 m.  

 
19  Un árbol proyecta una sombra de 16,75 metros cuando el ángulo de elevación 

es de 32º. Calcular la altura del árbol. Desde un faro colocado a 40 metros sobre 
el nivel del mar, el ángulo de  depresión de un barco es de 55º. ¿A qué distancia 

del faro se halla el barco? Respuesta: 28 m.  
 

 
 

 
20.  Un topógrafo determina que desde el punto A en el suelo el ángulo de elevación 

hasta la cima de la montaña mide 25º. Cuando él se encuentra en un punto  a 200 
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metros más cerca de la base de la montaña, el ángulo de elevación es de 42º. 

¿Cuál es la altura de la montaña? Suponer que la base de la montaña y los dos 
puntos de observación están sobre la misma recta. Respuesta: 193,44 m.  

 
    

Ley de Senos  
Ya hemos visto como resolver triángulos rectángulos ahora veremos todas 

las técnicas para resolver triángulos generales.  
 

Este es un triángulo ABC el ángulo Ŭ se escribe en el 
v®rtice de A, el §ngulo ȁ se escribe en el v®rtice de 

B y el §ngulo Ȃ se escribe en el vértice de C.  
Los lados que están opuestos a los vértices ABC y los 

escribimos con una letra minúscula abc.  
 

 
Este tipo de triángulos los podemos resolver utilizando la ley de senos o la ley de 

cosenos.  
 

La fórmula para la ley de senos es:  

 

cba

gba sinsinsin
==     no ha y diferencia si la tomas así:    

gba sinsinsin

cba
==  pero no 

las puedes mezclar.  

 
            Ejemplos  

 
 

1.  El primer caso es de dos ángulos y un lado.  

Determina las partes restantes del triángulo si ¯=20b ,  ¯=130a  y b  = 6.  

Procedimiento: ordena los datos del problema como se te in dica a continuación.  
 

 
 

 
 

 

A 

C 
B 

 h

 ̡  ɹ
b 

c 

a 

=a   130°     a = 13.44  

=b     20°     b = 6  

=g  30°      c = 8.77   

B C 

A 
c b = 6 

a 

130° 

20° 
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La suma de los ángulos internos de cualquier triángulo = 180°  

 
 

( ) ¯=+-= 3020130180g      
 

1.  Observamos que tenemos los valores de b y b por lo que las colocamos en 

nuestra fórmula y buscamos el lado a.  
 

6

20sin130sin
=

a  despejamos a  

a=
*

20sin

6130sin

 
 

a=º 44.13    
 

 Tomamos de nuevo lo s datos que tenemos seguros del problema que son b y b, 
porque pude haberme equivocado en la respuesta anterior y tener esta mala 

también.  
 

  

6

20sin30sin
=

c  

c=
*

20sin

630sin

          c=º 77.8  
 
 

 
2.  Determine  los lados y ángulos faltantes del triángulo ABC, si  

= Ï = Ï =16, 35   y  65o oa m BAC m ABC . 

                                              B 

                                a=16     65o 

                                                            c 

                     C                                       

                                              b                  35o        

Solución                                           A 
Como la suma de las medidas de los ángulos internos de un triángulo es 180 o, 

para calcular la medida del ángulo faltante  

se procede así: - + =180 (35 65 ) 80o o o o.  De donde Ï =80om ACB . 
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Luego utilizando la ley senos dos  veces se despejan las medidas desconocidas de 

los lados.  

 

Ö Ö
= Ý = º º

35 65 65 16 0,91 16
25,54

16 35 0,57

o o o

o

sen sen sen
b

b sen
 

Ö Ö
= Ý = º º

80 35 80 16 0,98 16
27,51

16 35 0,57

o o o

o

sen sen sen
c

c sen
 

 

 

3.  Determine  Ï  y  BC m ABC en el triángulo ABC, si 

= Ï = Ï =10, 37   y  45o oAB m BAC m BCA . 

                                                  

                                                    B 

Solución                          

                                    10                                   

                                     37o                           45o                      

                            A                                                     C                  

 

Como la suma de los ángulos internos de un triángulo es 180 o,  

Ï = - + =180 (37 45 ) 98o o o om ABC . 

 

Hasta este momento no se conoce el significado de 98osen , aunque usted podría 

usar una calculadora para determinar este valor. Por esta razón no se usará este 
ángulo en la ley de senos para c alcular BC.  

 

Se tiene entonces: 
Ö Ö

= Ý = º º
37 45 10 37 10 0,6

8,57
10 45 0,7

o o o

o

sen sen sen
BC

BC sen
 

Así  BC es  aproximadamente 8,57  y Ï =98om ABC .  

4. Para  determinar la distancia entre dos puntos, A y B, en lados opuestos de un 

lago, Raquel ubicó un punto C a una distancia de 28m, al mismo lado donde está 

marcado el punto A. Lueg o obtuvo que Ï = Ï =85  y  69o om BAC m ACB . Como el 

triángulo que formó en su estrategia resultó acutángulo decidió utilizar la ley de 

senos para despejar la distancia buscada . 
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Primero tuvo que calcular la medida del ángulo ABC:  

 

- + =180 (85 69 ) 26o o o o 

 

Luego planteó y resolvió la ecuación:  

 

Ö
= Ý = Ý

Ö
º º

69 23 28 69

28 23

28 0,93
66,77

0,39

o o o

o

sen sen sen
x

x sen

x

 

 
Raquel obtiene que la distancia entre los puntos A y B es de aproximadamente 

66,77m.  
 

 

5.  Un poste telegráfico que está inclinado formando un ángulo de 11 o con la vertical , 
emite  una sombra de 8m de largo sobre el suelo horizontal cuando el ángulo de 

elevación al sol es de 23 o. D etermine la longitud del poste.  

 
 
 

 
Solución  

 

Dado que la medida del ángulo ABC es: Ï = - =90 11 79o o om ABC ,  

Ï = - + =180 (79 23 ) 78o o o om BAC . 

 
Suponga que x es la longitud del poste y utilizando la ley de senos se despeja:  

 

Ö
= Ý = Ý

Ö
º º

78 23 11 23

11 78

11 0,39
4,38

0,98

o o o

o

sen sen sen
x

x sen

x

 

Finalmente se obtiene que la longitud del poste es aproximadamente 4,38m.  

 
 

 
6. Tres  amigos se sitúan en un campo de fútbol. Entre Alberto y Berto hay 25 

metros, y entre Berto y Camilo, 12 metros. El ángulo formado en la esquina de 
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Camilo es de 20º. Calcula la distancia  entre Alberto 

y Camilo.  El esquema de la situación sería algo así:  
 tenemos al menos una pareja ángulo - lado opuesto. 

Para hallar la medida del lado que nos falta, nos 

basta recurrir al teorema del seno. El problema es 
que el ángulo opuesto al lado AC tam poco lo 

sabemos, algo que tiene fácil solución si primero 
aplicamos el teorema del seno para hallar el ángulo 

A y después deducir la medida de B. 25/sen20º = 12/senA 73,10 = 12/senA senA 
= 12/73, 10 sen A = 0,16      A = 9,45º  

Como los tres ángulos deben s umar 180º, B debe valer 150,55º. Ahora ya tenemos 
todo lo necesario para volver a usar el teorema del seno y hallar la distancia AC: 

25/sen20º = AC/sen150 , 55 º 73,10 = AC/0,49 AC = 73,10·0,49 = 35,94m  
 

Ejercicios  
1.  Determine en cada caso el valor de la vari able " x"  y el  m q  

utilizando la ley de senos.  
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2)  PROBLEMAS  

 
1)  Dos piedras se encuentran a la orilla de una playa a una distancia uno de otro 

de 1.8 Km. en los puntos A y B, y se encuentra una boya  situada en un punto 

C. Si la piedra A mide un ángulo CA B igual a 79.3° y el que está en B mide 
un ángulo CBA igual a 43.6°, ¿a qué distancia está la bolla de la costa?  

 
 

 
2)  Un poste forma un ángulo de 79° con el piso.  El ángulo de elevación del sol 

desde el piso es de 69°. Encuentre la longitud del poste si su sombra es de 
5.9 m.  

 
 

 
3)  Si medimos los ángulos de elevación de una montaña desde lo más alto y 

desde la base de una torre de 20  metros de alto y éstos son 38.5° y 40.2° 
respectivamente ¿Cuál es la altura de la montaña?  

 

 
 

 
 

 
 

4)  Un hombre de 5 pies 9 pulgadas  de altura se para en un andén que se inclina 
hacia abajo con un ángulo constante.  Un poste vertical de luz situado 

directamente detrás de él proyecta una sombra de 18 pies de largo.  El ángulo 
de depresión desde la mayor altura del hombre, hasta la punta  de su sobra 

es de 31° encuentre el ángulo a, como se muestra en la figura, formado por 

el andén y la horizontal.  
 
 
 
 
 
 
 
       Sombra 
 
 
 
 
 
 
 
 

5)  Si el hombre del problema anterior esta a 22 pies del poste de luz sobre el 

andén, encuentre la al tura del poste.  

 

35° 

a 
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6) En  cada caso determine el v alor que se le solicita.  

 
 

7) Problemas   
 

1. Sea ABC un triángulo rectángulo en A. Si el segmento AB mide 20 cm. y el ángulo  

b, opuesto a ese lado, mide 42º. Calcula : 

 

a) el lado AC  

b) el lado BC  

c) el ángulo g  
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2. Si ABC es un triángulo rectángulo en A y los segmentos AB y AC miden 2 m. y 4 

m., respectivamente. Calcula:  
 

a) el lado BC  
b) el ángulo ABC  

c) el ángulo ACB  
 

 
3. Si MNO es un triángulo rectángulo en M y los lados NO y MO miden 8 m. y 6 m., 

respectivamente. Calcula:  
 

a) el lado MN  
b) el ángulo MNO  

c) el ángulo MON  

 
4. La sombra que proyecta un árbol de 3,4 m. sobre el piso horizontal mide 4,3 m. 

¿Cuál es la medida del ángulo que hace la horizontal con la línea que une los dos 
puntos extremo s, de la sombra y del árbol?  

 
 

5. Un  avión sale de un aeropuerto y se eleva manteniendo un ángulo constante de 

10º hasta que logra una altura de 6 km. Determina a qué distancia horizontal del 
aeropuerto se encuentra en ese momento.  

 
6. Una persona se encue ntra en la ventana de su apartamento que está situada a 

8 metros del suelo y observa el edificio de enfrente de la siguiente manera: la parte 
superior, con un ángulo de elevación de 35º y la parte inferior,  con un ángulo de 

depresión de 43º. Determina la altura del edificio de enfrente.  
 

 

 

 

8) Considere el  ɝ ὃὄὅ. 
 

 
 

 
 

 

 

De acuerdo con los datos de la figura, determine la medida de ὅὄ  
 

 
 

 
 

ὃ ὅ 

ὄ 

τπЈ 

χςЈ 

συ 
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9) Considere  el  ɝ ὃὄὅ.  
 

 
 

 
 

Determine ὄὅ 
 
 

10)  Considere el ɝ ὃὄὅ. 
 

 
 

 

 
 

 

De acuerdo con los datos de la figura, ¿cuál es aproximadamente la medida de ὅὈ? 

 

 
 

11 . Considere  el ɝ ὖὗὙ.  
 
 

 
 

 
 

De acuerdo con los datos de la figura, ¿cuál es aproximadamente la medida de ὗὙ?  

 

12 ) En  un  ɝ ὃὄὅ.  Si ά ᷂ ὃὅὄρπψЈ, ά ᷂ὅὃὄςςЈ y ὃὄ ρς, entonces , determine 

la medida de ὃὅ  
 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

υψЈ υτЈ 

ψ ὃ 

ὄ 

ὅ 

τυЈ 

ωυЈ 

ρς 

ὄ 

Ὀ 

ὅ ὃ 

ὗ 

ὖ 

Ὑ 

ρτ 

συЈ φψЈ 
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13)  Sea él ɝ ὃὄὅ.  Si ά ᷂ὃὅὄψπЈ, ά ᷂ὅὃὄτςЈ y ὃὄ ρπ, entonces  

determine la medida de ὃὅ 
 

14 ) Calcule  la distancia d de la luz proyectada en el suelo según la imagen  
 

 
 
 

15 )  Para  determinar la distancia entre dos puntos ὃ y ὄ que se encuentran en l as 

orillas opuestas de un río, se traza un segmento de recta desde ὃ hasta un punto 

ὅ de longitud ςτπm y se determina que ά ᷂ὄὃὅυψЈ  y ά ᷂ὃὅὄυτЈ. ¿Cuál es 

aproximadamente la distancia entre ὃ y ὄ? 

 
 

 
 

 
16 )  Para  construir un puente sobre un rí o, es necesario conocer la distancia entre 

los puntos ὃ y ὅ que se encuentran en las orillas opuestas de un río, para ello se 

ubica un punto ὄ a ςυ ὧά de ὃ de tal manera que ά ᷂ ὄὃὅυωЈ y  ά ᷂ ὃὅὄτσЈȢ  
¿Cuál es aproximadamente la distancia e ntre ὃ y ὅ? 
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 Situación Problema  

 
La siguiente imagen representa una tienda de campaña, que cuando 

está cerrada, tiene forma de pirámide regular de base cuadrada.  
 

 
Si la tienda tiene 1,5  m  de alto y el lado 

de la base mide  1 ,5  m, entonces, 
¿cuánto mide aproximadamente, en 

metros cuadrados, la superficie total de 
la tienda (incluyendo la base)?  

 
 

 

 
 

 
          

La Clave  
 

Visualización espacial  
 

 
Pirámides rectas  

Sus elementos son:  
ü Vértice o cúspide: el punto más alto de 

la pirámide.  
ü Arista: es el segmento en el que se 

unen dos caras laterales (las 

triangulares).  
ü Altura: es la distancia vertical desde la 

base hasta la cúspide.  
ü Apotema: es la altura del triángulo 

formado en cada cara lateral.  
Se va a trabajar únicamente con do s casos 

de pirámides: con la base cuadrada o cuando 
la base es un triángulo equilátero. Pero, 

como ambos casos son diferentes, se 
estudian por separado:  

 

Tema 4 Visualización Espacial  
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1)  Con base cuadrada  

Si la medida del lado de un lado de la base se representa por ὰ y la medida de la 

altura se representa con Ὤ, para calcular la apotema de la pirámide se tiene la 

siguiente figura:  

De esta manera, se puede aplicar el teorema de 

Pitágoras para determinar la medida de la apotema:  

Ὤ
ὰ

ς
ὥὴέὸὩάὥ 

Así, con las medidas  del lado de la base y de la 
apotema de la pirámide se pueden calcular el área 

basal, el área lateral y el área total de la pirámide.  
Para el área basal, basta con calcular el área del 

cuadrado:  
ὃ ὰ 

El área lateral se obtiene al calcular el área  de los 
cuatro triángulos formados en cada uno de los lados 

del cuadrado, donde la base corresponde a la 
medida del lado de la base y la altura corresponde a la medida de la apotema de 

la pirámide:  

ὃ τϽ
ὰϽὥὴέὸὩάὥ

ς

τϽὰϽὥὴέὸὩάὥ

ς
ςϽὰϽὥὴέὸὩάὥ 

El área total se calcula sumando el área basal con el área lateral:  
ὃ ὰ ςϽὰϽὥὴέὸὩάὥ 

 

             Ejemplo , se puede resolver el siguiente problema:  
 

 
 

 
 

 

 
 

Como el problema se trata sobre la cartulina necesaria para la envoltura del 
regalo, se debe determinar el área total de la pirámide. Para esto se tiene que la 

medida del lado de la base es υ y la de la altura es φ, por lo que se tiene:  

φ
υ

ς
ὥὴέὸὩάὥ 

ὥὴέὸὩάὥτςȟςυ φȟυ 

Así, ya se p ueden calcular las áreas solicitadas:  
ὃ υ ςυ 

ὃ ςϽὰϽὥὴέὸὩάὥςϽυϽφȟυ φυ 
ὃ ςυ φυ ωπ 

Finalmente, la respuesta solicitada es ωπ centímetros cuadrados.  

 

Ana le obsequió a su tía un regalo en una envoltura con forma de 

pirámide recta de base cuadrada. Si el lado de la base es υ ὧά y la 

altura de la pirám ide mide φ ὧά, entonces, ¿cuál es, en centímetros 

cuadrados la cantidad mínima de cartulina que contiene esa 

envoltura?  
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2) Con base triangular  

Si la medida del lado de un lado de la base se representa  por ὰ y la medida de la 

altura se representa con Ὤ, para calcular la apotema de la pirámide se tiene la 

siguiente figura:  

De esta manera, se puede aplicar el teorema de 

Pitágoras para determinar la medida de la 
apotema:  

Ὤ
ὰЍσ

φ
ὥὴέὸὩάὥ 

Así, con las medidas del lado de la base y de la 
apotema de la pirámide se pueden calcular el área 

basal, el área lateral y el área total de la pirámide.  
Para el área basal, basta con calcular el área del 

triángulo:  

ὃ
ὰЍσ

τ
 

El á rea lateral se obtiene al calcular el área de los 
tres triángulos formados en cada uno de los lados del triángulo equilátero, donde 

la base corresponde a la medida del lado de la base y la altura corresponde a la 

medida de la apotema de la pirámide:  

ὃ σϽ
ὰϽὥὴέὸὩάὥ

ς

σϽὰϽὥὴέὸὩάὥ

ς
 

El área total se calcula sumando el área basal con el área lateral:  

ὃ
ὰЍσ

τ

σϽὰϽὥὴέὸὩάὥ

ς
 

 

            Ejemplo , se puede resolver el siguiente problema:  
 

 
 

 
 

 
Como se tiene que la  medida del lado de la base es φ y la medida de la altura es 

ςЍφ, se obtiene que:  

ςЍφ
φЍσ

φ
ὥὴέὸὩάὥ 

ςτ σ ὥὴέὸὩάὥ 
ςχ ὥὴέὸὩάὥ 

ὥὴέὸὩάὥЍςχ σЍσ 
 

 
 

 

¿Cuál es el área total de una pirámide de base triangular si la 

medida del lado de su base es φ y la medida de su altura es ςЍφ? 
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Así, ya se pueden calcular las áreas solic itadas:  

ὃ
φЍσ

τ

σφЍσ

τ
ωЍσ 

ὃ
σϽφϽσЍσ

ς

υτЍσ

ς
ςχЍσ 

ὃ ωЍσ ςχЍσ σφЍσ 

Finalmente, la respuesta solicitada es σφЍσ. 
 
 

En la Pirámide es importante considerar la siguiente información  
 

 
Nótese que internament e se forman dos triángulos rectángulos  

 

 
 
 

 
 

 

 
 

Con este triángulo se pueden obtener 

cualquiera de los datos indicados. Obsérvese 

que la arista lateral corresponde a la 

hipotenusa.  

Con este triángulo se pueden obtener cualquiera de los 

datos indicados. Obsérvese que la altura de la cara 

corresponde a la hipotenusa.  
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              Ejemplos  

1.  Calcule la apotema de una pirámide de base cuadrada si la altura de la 
pirámide mide y el lado de la base mide 12cm  

 

 
Recordar  

 
 
        Se tiene  

  

 
 
2.  Calcula el  área late ral, total de una pirámide cuadrangular  de 10 cm de 

arista básica y 12 cm de altura.  
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Nota  

  

Área Total  Área lateral  Área Basal  

 

AT = A B + A L  

Se averigua  el área 

de uno de los 
triángulos que 

forman la pirámide, 
y se multiplica por 

la cant idad de 
triángulos que hay.  

AB = l. l   

(cuando la base e s un 
polígono de 5 o más lados  

(en esta f·rmula la ñaò es 
la apotema de la base, no 

de la pirámide)  

 

3.  Hallar el área total  de una  pirámide cuadrangular  cuya arista de la base mide 
10, la altura d e 12 cm y un Apotema del poliedro de 13 cm.  

 
Nos enfocamos en la forma de la base de la pirámide para despejar estas fórmulas. 

El problema indica  que es una pirámide cuadrangular con las siguientes medidas  
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Área de la base es                  Área Lateral  
 

( )
2

10

100b

A

A cm

=

=
                            

2

10 13
4

2

260

lA

Al cm

¶
= ¶

=

 

 

 Área  total   100 + 260 = 360cm  
 

4. Hallar el área total y de una  pirámide regular triangular   cuyas medidas son las 

siguientes:  
 

 
 

 
Obtengamos primero el  área lateral  (el de las  tres caras triangulares, sin la base ), 

coloreadas en la figura de abajo.  
Recuerda que en una pirámide regular  la altura de cada uno de los triángulos 

laterales  (caras), llamada apotema del poliedro ( Ap. ),  es igual a la altura del 

triángulo lateral.  
 

2

3
2

6 12
3 108

2

l

l

lado de la base apotema
A

A cm

¶
= ¶

¶
= ¶ =
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Y ahora el  área de la base . Para ello en la fórmula general vamos   a sustituir por 

la fórmula para  obtener el área de un triángulo , ya que la base es un triángulo 
equilátero.    

 

()

2

2

2

3

4

6 3
15,57

4

l
Ab

Ab cm

=

= =

                                       Área del triángulo Equilátero  

 
A total = 15,57 + 108 =123,57  

 
 

       Eje mplos  
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Tipos de pirámide rectangular  

 
Existen dos  tipos de pirámide rectangular :  

Á Pirámide rectangular recta : la pirámide es recta cuando todas sus caras 

laterales son  triángulos isósceles . En este caso, la altura o recta 
perpendicular al plano de la base que pasa por el vértice (o ápice) de la 

pirámide corta a la base por el centro del  rectángulo . 
Á Pirámide rectangular oblicua : la pirámide es oblicua cuando no todos 

los  triángulos  laterales son isósceles y la altura o recta perpendicular al plano 
de la base no corta por el centro del  rectángulo . 

 

 
Área de la pirámide rectang ular  
El cálculo del  área de la pirámide rectangular  cambia según si la pirámide 

es recta u oblicua . 
Área de la pirámide rectangular recta  

 
puede calcularse sabiendo los lados diferentes de la base ( a y b) y la altura de 

la pirámide  (h). Su  fórmula  es:  

http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/triangulo-isosceles/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/rectangulo/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/triangulo/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/rectangulo/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/area-piramide-rectangular/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/piramide-rectangular/#recta-oblicua
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/area-piramide-rectangular/#recta
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/piramide/
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Ejercicios  

 
 

 
1)  Si la altura de una pirámide es de ςπ ὧά y su base es un cuadrado de ρψ ὧά 

de lado, entonces determine  el área lateral de la pirámide.  

 
 

2)  La base de una pirámide es un cuadrado cuyo lado mide 10m y la altura de 
la pirámide es 21m ¿Cuál es el área total de la pirámide?  

 
 
 

3)  ¿Cuál es el ár ea lateral de una pirámide recta de base cuadrada, si el lado de 

la base mide 20cm y la altura de la pirámide es 24cm?  
 

 
4)  De acuerdo con los datos de la figura, determine el área lateral (en cm2) de 

la pirámide cuadrangular.  
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5)  Hallar el área total de una pi rámide cuadrangular regular cuyo lado de la base 

mide 4 cm. y cuya altura tiene 10 cm.  
 

 

 
6)  Calcula la superficie total de una pirámide cuadrangular recta, sabiendo que el 

lado de la base es 4 m y la altura es 6 m.  

 
 

7)  La Pirámide de Keops tiene base cu adrada con un lado de 232,805 m y altura 

148,208 m. Quedándote sólo con las unidades en metros, calcula su superficie 

lateral.  
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8)  Determine el área total ( área de la base más  área lateral)  de una pirámide, si 

la base es un triángulo equilátero cuyo lado mide 10cm y la apotema de la pirámide 
mide 8cm  

 

 
 

 
 

 
9) Calcule el área total de una pirámide de base, un triángulo equilátero, si la 

apotema de la pirámide mide 12cm y el lado de la base mide 8cm  
 

 
 

10) Calcule el  área total de una pirámide, si la base es un triángulo equilátero 
cuyo lado mide 18cm, la apotema de la base mide  3 3cm y   la altura de la 

pirámide 12cm  
 

 

 
 

 
11)  Identifique la base, las caras laterales, la altura, las apotemas y el 

ápice o cúspide de las siguientes pirámides rectas  
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12)Una pirámide triangular cuya base es un triángulo equilátero de lado 1.5 cm, 

tiene una altura de 3.6 cm y la apotema de la base mide 0.43 cm. Calcula  el área 
de dicha pirámide redondeando a dos cifras decimales.  

 
 

Situación Problema  

 
Considere lo s datos de la siguiente figura, que 

representa la caja en la que se empacan pequeños frascos de tinta 
negra:  

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
De acuerdo con los datos de la figura anterior, si la caja tiene forma de prisma 

recto de base cuadrada, entonces, ¿cuánto mide la superficie lateral de la caja, en 
centímetros cuadrados?  

 
 

 

Tinta 

negra 

6 cm 

4 cm 
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La Clave  

 

Prismas rectos  

Sus elementos son:  

ü Dos bases iguales que no 
necesariamente son cuadriláteros.  

ü Caras laterales: rectángulos que se 
forman en cada uno de los lados de 

cualquier base.  
ü Arista: segmento en el que se unen 

dos caras laterales.  
ü Altura: distancia vertical u horizontal 

que separa las dos bases.  
Se va a trabajar con tres tipos de prismas: cuadrados, rectangulares y cuando las 

bases son triángulos equiláteros.  

 

1)  Prismas cuadrados  

Estos prismas se caracterizan porque cada una de sus bases es cuadrada. El área 

basal, a diferencia de las pirámides, considera las dos bases, por lo cual se 

diferencia el área de una base ( ὃ ) del área basal ( ὃ ), que in cluye el área de las 

dos bases.  

Así, se tiene que:  

ὃ ὰ 

ὃ ςϽὃ ςϽὰ 

Para el área lateral, se tienen cuatro rectángulos cuya base corresponde a un lado 

del cuadrado y cuya altura corresponde a  la altura del prisma, por lo que:  

ὃ τϽὰϽὬ 

Y así, el área total del prisma corresponde a la suma del área basal y el área lateral:  

ὃ ςϽὰ τϽὰϽὬ 
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               Ejemplo , se puede resolver el siguiente problema:  

 

 

 

Antes de presentar la  respuesta, es necesario aclarar que σς ὧά corresponde al 

área de una de las bases, es decir, ὃ . Así, se debe despejar la medida del lado de 

la base:  

ὃ ὰ σς 

ὰ Ѝσς τЍς 

 

De igual manera, es necesario calcular la medida de la diago nal del cuadrado. Pero, 

para calcularla, se tiene la siguiente figura:  

Aplicando el teorema de Pitágoras, se obtiene que  

τЍς τЍς ὨὭὥὫέὲὥὰ 

σςσς ὨὭὥὫέὲὥὰ 

φτ ὨὭὥὫέὲὥὰ 

ὨὭὥὫέὲὥὰЍφτ ψ 

Y, como  la altura del prisma mide el doble de la 

diagonal de la base,  

Ὤ ςϽὨὭὥὫέὲὥὰςϽψ ρφ 

De esta manera, se pueden sacar las áreas faltantes:  

ὃ ςϽὃ ςϽσς φτ 

ὃ τϽτЍςϽρφ ςυφЍς 

ὃ φτ ςυφЍς 

 

 

En un prisma recto de base cuadrada, el área de una de sus bases es 

σς ὧά, y la medida de la altura del prisma es el doble de la longitud 

de la diagonal de la base, entonces, ¿cuál es el área total del prisma?  
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2)  Prismas rectangulares  

Como su nombre lo indica, cada base de este tipo de prismas corresponde a un 

rectángulo. Como sus lados son diferentes (largo ὰ y ancho ὥ), esto se debe 

considerar a la hora de calcular las áreas. Así:  

ὃ ὰϽὥ 

ὃ ςϽὃ ςϽὰϽὥ 

Para el área lateral, se ti enen dos rectángulos cuya base es el largo del rectángulo 

basal y dos rectángulos cuya base corresponde al ancho del rectángulo basal, y los 

cuatro rectángulos laterales tienen como altura a la altura del prisma, por lo que:  

ὃ ςϽὰϽὬ ςϽὥϽὬ 

Y así, el  área total del prisma corresponde a la suma del área basal y el área lateral:  

ὃ ςϽὰϽὥ ςϽὰϽὬ ςϽὥϽὬ 

             Ejemplo , se tiene el siguiente problema:  

 

 

 

Como las medidas de las dimensiones están claramente dadas en el problema, se 

puede ha cer el cálculo directo de las áreas:  

ὃ τϽς ψ 

ὃ ςϽὃ ςϽψ ρφ 

ὃ ςϽτϽφ ςϽςϽφ τψ ςτ χς 

ὃ ρφ χς ψψ 

Así, se tiene que, en total, se necesita ψψ ὧά de p lástico para cubrir la candela.  

3)  Prismas triangulares  

Este tipo de prismas tie ne en cada base un triángulo equilátero. Así, se tiene que:  

ὃ
ὰЍσ

τ
 

ὃ ςϽὃ ςϽ
ὰЍσ

τ

ὰЍσ

ς
 

Determine la cantidad de plástico, en centímetros cuadrados, necesaria para 

envolver una candela en forma de p risma rectangular con las siguientes 

dimensiones: ς ὧά de ancho, τ ὧά de largo y φ ὧά de altura.  
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Para el área lateral, se tienen tres rectángulos cuya base corresponde a un lado 

del triángulo equilátero y cuya altura cor responde a la altura del prisma, por lo 

que:  

ὃ σϽὰϽὬ 

Y así, el área total del prisma corresponde a la suma del área basal y el área lateral:  

ὃ
ὰЍσ

ς
σϽὰϽὬ 

             Ejemplos ,  se tiene el siguiente problema:  

 

 

 

Aplicando las fórm ulas, se tiene que:  

ὃ
ςЍσ

τ

τЍσ

τ
Ѝσ 

ὃ ςϽὃ ςϽЍσ ςЍσ 

ὃ σϽςϽσπ ρψπ 

ὃ ςЍσ ρψπρψσȟτφτρπςρψσȟυ 

De esta manera, es claro que, aproximadamente, se necesita un total de ρψσȟυ ὧά 

de cartón para envolver el c hocolate.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Determine la cantidad de cartón, en centímetros cuadrados, necesaria para 

elaborar la envoltura de un chocolate, que tiene forma de prisma triangular 

en el que la medida del lado de la base es de ς ὧά y que tiene σπ ὧά de altura .  
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1)  Paralelepípedo (Prisma recto de base rectangular)  

 

 

Área Total  Área lateral  Área Basal  Área de una 
base  

Se suman las 

áreas de los 6 
rectángulos 

que forman el 
paralelepípedo  

Se obtiene 

el área de 
los 4 

rectángulos 
que están a 

los lados del 
prisma. 

Luego se 
suman  

Se suman 

las áreas de 
los 

rectángulos 
de la base 

inferior y la 
base 

superior 
(ambas son 

iguales)  

Se averigua 

el área del 
rectángulo 

de la base.  

 
        Ejemplos  

 
1. De  acuerdo con los datos de la figura, ¿cuál es el área del prisma rectangular 

recto?  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Solución  

ὃ ὃ ὃ ςϽσϽσ τϽσϽφ ωπ.  Luego, el área total mide ωπ. ʉ 
 

 

2.  El área de un prisma rectangular  se calcula sabiendo los lados de la 

base rectangular ( a y b) y su altura ( h).  
Un prisma rectangular  (u  ortoedro ) es un  poliedro  cuya superficie está 

formada por  dos  rectángulos  iguales  y paralelos  llamados  bases  y por cuatro 
caras laterales que son también  rectángulos  paralelos e iguales dos a dos.  

Su área  se calcula por la siguiente fórmula:  

φ 

σ 

σ 

http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/prisma-rectangular/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/prisma-rectangular/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/poliedro/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/rectangulo/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/rectangulo/
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Sea un prisma rectangular de dimensiones conocidas, siendo los lados contiguos 
de la base a= 3 cm y b=1,5 cm y la altura h=4 cm.  

 

¿Cuál es su área?  
 

Su área se calcula mediante la suma de los seis 
rectángulos de su superficie, que al seri a guales dos a dos, 

será el doble de la suma de los tres rectángulos diferentes.   
Ejemplo del cálculo del área del prisma rectangular  

Y se obtiene que el área de este prisma rectangular es de 
45 cm2.  
 

 

 
La fórmula  del  área  del  prisma rectangular  se obtiene como resultado de 

sumar el área de los seis  rectángulos  de la superficie del  prisma .          És decir, 
el área  del  prisma rectangular  es el sumatorio del área de las dos 

bases  B ( rectángulos  PTWR y QUZS),los 
dos  rectángulos  laterales  R1 (PQSR y TUZW ) y los dos  R2 (RSZW  y PQUT).  

 

http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/prisma-rectangular/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/rectangulo/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/prisma/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/prisma-rectangular/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/rectangulo/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/rectangulo/
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Aplicando la fórmula del  área del rectángulo , el área de 

los  rectángulos  B, R1 y R2son:  
 

 
El área del  prisma rectangular  es la suma del área de los seis  rectángulos  (dos 

bases  B, dos  R1 y dos  R2). Por tanto, será la suma del área de los tres  rectángulos  
multiplicada por dos, obteniendo la fórmula.  

 
 

 
 

3. Hallar el área total de  un  prisma triangular  cuya base mide 10 x 43 y con una 
altura de 42 cm; si la altura  el prisma mide 60 cm.  

 
Nos enfocamos en la  forma de las bases  del prisma para despejar estas fórmulas. 

El problema indica que es un  prisma triangular  con las siguientes medidas.  
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/area-rectangulo/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/rectangulo/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/prisma-rectangular/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/rectangulo/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/rectangulo/
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Obtengamos primero el  área lateral  (el de las tres caras)  (para recordar cómo se 

obtiene el  área de un rectángulo).  
 

2

(10 43 43) 60

96 60

5760

Al perimetro de la base altura

Al

Al

Al cm

= ¶

= + + ¶

= ¶

=

 

 

Y ahora el  área de las bases . Para ello  en la fórmula general vamos   a 
sustituir por la fórmula para obtener el área de un triángulo , ya que la base 

es triangular; y después el resultado se multiplicará por 2 (ya que el prisma tiene 
dos bases iguales, en este caso, triángulos isósceles). Es el área coloreada.  (Para 

recordar cómo se obtiene el área de un triángulo).  
 

( )

( )

( ) 2

2

2
2

10 42
2

2

420
2 420

2

5760 420

6180

base altura
AB

AB

AB cm

AT AL AB

AT

At cm

¶
=

¶
=

= =

= +

= +

=

 

 

4.  Calcula el área lateral y el área total de un paralelepípedo de 25 cm de alto, 
15 cm de ancho y 10 cm de largo . Área lateral:  

 
Hay dos rectángulos de 25 por 15: A=25·15=375 cm2 Hay dos rectángulos de 25 

por 10: A=25·10=250 cm2 El área lateral es:  
 Al = 2 · 375 + 2 · 250 = 1250 cm2  

Área total: Las bases son dos rectángulos de 15 por 10:  
A = 25 · 15 = 375 cm2 El á rea total es: At = 1250 + 2 · 150 = 1550 cm2  
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5.   Para calcular el área total o parcial de un prisma se puede realizar calculando 

por separado cada área de las figuras que forman el prisma o utilizar fórmulas 
como se indica a continuación.  

 

 

 
 

 
6.  Calcular el área lateral y el área total de un prisma triangular de 40 

centímetros de altura y 25 centímetros de arista de la base.  
Área lateral: hay tres rectángulos iguales:  

Al = 3 · 40 · 25 = 3000 cm2  
 

Área de la base: un triángulo equilátero.  Se aplica  el Teorema de Pitágoras  
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  Ejercicios  
 

1.  Halla el área de un prisma tr iangular de altura 6 cm y base 

un tr iángulo equilátero de lado 5 cm. Redondea a dos 
cifras decimales.  

 
 

2) María  regala a su padre un best seller por su cumpleaños. Elige la 

encua dernación de tapas duras que tiene forma de prisma rectangular, siendo sus 
medidas 18 cm de largo, 12 cm de ancho y 6 cm de grosor. Si sabemos que al 

envolverlo un 10% del envoltorio queda oculto por sí mismo, ¿cuál es la cantidad 
de papel de regalo gastad a?  

 
 
 

 
 

 
 

( ) ( )
2 2

2

2

25 12,5 21,65

25 21,65
270,63

2

3000 2 270,63 3541,27

h

Ab cm

At cm

= - =

¶
= =

= + ¶ =
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3)  De acuerdo con los datos de la figura ¿Cuál es el área total del prisma 
rectangular recto?  

 
 
 
 
 
  3cm        8cm 
 
  
 4cm 
 
 

4)  Una madre compra a su hija una caja de sus bombones favoritos. La caja 

tiene forma de prisma triangular de 2 1 cm de larga y 12 cm de lado de la 
base. ¿Cuál es la cantidad de papel mínima que se necesita para envolverla?  

 
 

 

 
5)  Estoy construyendo una piscina de 5,7 metros de largo, 4 metros de ancho y 1,9 

metros de alto. Quiero cubrir las paredes y el fondo con azulejos de forma cuadrada 
de 20 cm de lado. ¿Cuántos azulejos necesitaré si aproximadamente se desperdicia 

un 10%?  

 

 
 

6)  Calcula el área total de un prisma triangular de 55 metros de altura y 30 

metros de arista de la base  
 

 
 

 
 

 
 

7)Determine el área de la b ase, el área basal, el área lateral  y el área total de un 
prisma, si la base es un triángulo equilátero cuyo lado mide 7cm y la altura 11cm  
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8)Determine el área de la base, el área basal, el área lateral  y el área total de un 

prisma, si la base es un cuadrado  cuyo lado mide 13cm y la altura 17cm  
 

 

9) Calcule el área de la base, el área basal, el área lateral y el área total de un 
prisma, si la base es un rectángulo que mide de ancho 15cm, de largo 32cm y la 

altura 12cm  
 

 
10 )  Determine el área de la ba se, el área basal, el área lateral y  el área total de un 

prisma, si la base es un  rectángulo que mide de ancho 17cm,de  largo 36cm y de 
altura 10c  

 
 

 
11 )  Hallar el área total de un prisma triangular regular cuya base tiene 8 pulgadas 

de lado y la altura d el prisma es igual a 17 pulgadas.  
     

          Ejercicios de la U nidad II Geometría  

Selección Única  
 

1). De acuerdo con los datos de la figura, si el ABCE es un cuadrado, 

entonces el perímetro del trapecio ABDE  es:  

 

A)  36                                       C) 42  

B)  26 2 7+                                 D) 32 2 7+  
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2)  De acuerdo con los datos de la figura, àcu§l es la distancia del punto ñAò al 

punto ñBò? 

 

Cada  representa un cuadrado de 1cm de lado.  

A)  4 cm                                       C) 8 cm 

B)  4 2 cm                                   D) 2 10 cm 

 

 

3)  Una persona camina 6 km hacia el este y 8 km hacia el norte, de manera 

consecutiva. ¿A qué distancia está la persona del punto de partida?  

A)  2 km                                               C) 10 km 

B)  2 7 km                                             D) 2 19 km 
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4)  Considere el siguiente contexto:  

 

La casa de Pedro  

Pedro desea construir una casa cuyas dimensiones se muestran en la 

figura. Para construir el techo utilizará láminas de zinc de 3,66m de 

largo AD , de manera que el punto más alto del techo esté centrado 

con res pecto al frente de la casa.  

 

 

Si Pedro desea que el sobrante CD  del techo tenga una longitud de 0,45m, entonces, 

¿cuál debe ser aproximadamente la medida de la altura AB? 

 

A)  1,14m                                       C) 1,25m 

B)  1,30m                                        D) 2,10m 

5)  La cantidad 
2

3

p
 radianes equivale a:  

A)  60̄                                          C) 120̄  

B)  240̄                                          D) 270̄  
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6) De  acuerdo con los datos de la figura, el valor de sena es:  

A)  
3

5
cm 

B)  
4

5
cm 

C)  
5

4
cm 

D)  
4

3
cm 

 

 

7)  Considere las siguientes proposiciones referidas a los ángulos agudos a y b 

de un triángulo rectángulo escaleno:  

I.  sen cosa= b 

II.  
1

tan
tan

a=
b

 

¿Cuáles de ellas son verdaderas ? 

A)  Ambas                                 C)Ninguna  

B)  Solo la I                               C)Solo la II  

 

8)  De acuerdo con los datos de la figura, la medida aprox imada del AB es:  

 

A)  6,8cm 

B)  8,3cm 

C)  9,8cm 

D)  17,1cm 
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9)  De acuerdo con los datos de la figuras, si la 100m AD m= , entonces, ¿cuál es 

aproximadamente la medida del DC ? 

A)  160,00 m 

B)  260,00 m 

C)  276,98 m 

D)  376,98 m 

 

 

 

10)  En un rombo, la medida de uno de los ángulos internos es 80̄ , y la 

medida de cada lado es 10 cm, ¿cuál es aproximadamente  la medida de la 

diagonal menor del rombo?  

A)  7,66 cm                                  c) 9,84 cm 

B)  12,86 cm                                 D) 19,70 cm 

 

 

11)  Una escalera de 4 m de longitud está apoyada a una pared de tal manera 

que forma con el suelo un ángulo de 60̄ . ¿Cuál es aproximadamente l a altura 

que alcanza la escalera con respecto al suelo?  

A)  15 m                                     C) 2,31 m  

B)  36,46 m                                  D) 4,62 m 
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12)  De acuerdo con los datos de la figura, si el ángulo de elevación con que 

observa la persona el punto más alto d el árbol es de 60̄  y el ángulo de 

depresión con que observa la base del árbol es de 25̄ , entonces la altura del 

árbol es aproximadamente:  

 

A) 1,10m 

B) 2,58m 

C) 2,81m 

D) 4,40 m 

 

 

 

 

 

13)  En la siguiente figura se muestra el recorrido que realiza un teleférico 

para transportar personas de sde el punto A  hasta la cima de una montaña 

en el punto C . De acuerdo con los datos de la figura, la distancia que recorre 

el teleférico es aproximadamente:  

 

A)  663,1m 

B)  993,0m 

C)  1358,8m 

D)  1844,3m 

 

 

14)  Sea una pirámide recta de base cuadrada, si el área de su base es 29 cm  

y cada cara lateral posee un área de 27,5 cm , entonces, ¿cuál es la medida de 

la apotema de la pirámide?  

A)  1,50cm                                            C) 4,00cm 

B)  5,00cm                                            D) 5,22cm 
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15)  Sea una pirámide recta cuya base es un triángulo equilátero. Si la 

medida del l ado de la base es 12 cm y la medida de la apotema de la pirámide 

es 2 5 cm, entonces, ¿cuál es el área lateral de la pirámide?  

A)  212 5 cm                                            C) 236 2 cm  

B)  236 3 cm                                            D) 236 5 cm  

16)  En una pirámide recta de base rectangular,  la medida del largo de la 

base es 8 m, la medida del ancho de la base es 6 m. la medida de la apotema 

de la pirámide que corresponde al ancho de la base es 41 m, la medida de la 

apotema de la pirámide que corresponde al largo de la base es 34 m  y la 

medida de cada arista lateral es 5 2 m . ¿Cuál es el área total de esa pirámide?  

A)  ( ) 248 34 41 m+ +                                 C)( ) 248 15 2 20 2 m+ +  

B)  ( ) 248 8 34 6 41 m+ +                               D) ( ) 248 30 2 40 2 m+ +  

17)  ¿Cuál es el área lateral de un prisma recto de base cuadrada, si la 

medida de cada lado de la base es 14 cm y la medida de la a ltura del prisma 

es 16 cm? 

A)  2224 cm                                               C) 2448cm  

B)  2896cm                                               D) 21344cm  

 

18)  Feliciano quiere forrar con papel de regalo la parte externa de una caja 

con forma de cubo. Si la medida de cada arista es 8 cm, ento nces, ¿cuánto 

papel necesitará Feliciano?  

A)  280 cm                                                 B) 2128cm  

B)  2320 cm                                                D) 2384 cm  
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19)  De acuerdo con los datos del DEFD , el §rea ñAò del tri§ngulo en t®rminos 

de ñxò corresponde a: 

 

A)  2 2A x= + 

B)  2 2A x x= +  

C)  
2 2

2

x
A

+
=  

D)  
2 2

2

x x
A

+
=  

 

 

 

 

20)  Considere los datos de la siguiente figura:  

¿Cuál es la distancia entre los puntos A  y B ? 

A)  3,60 

B)  5,38 

C)  8,54 

D)  9,43 

 

 

 

21)  Dados los puntos ( )2,3A - , ( )4,6B  y ( )0, 1C -  ubicados en un plano 

cartesiano. ¿Cuál es la medida del BC ? 

A)  22  

B)  33  

C)  41  

D)  65  
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22)  Considere la siguiente figura que ilustra una escalera ap oyada en una 

pared  ¿Cuántos metros de largo mide la escalera?  

A)  5 

B)  7  

C)  12  

D)  16 

 

 

 

23)  Considere los datos de la siguiente figura, en la cual ABCD corresponde 

a un cuadrado:  

 

 

Si 8BC=  y 14DE= , entonces, el perímetro del cuadrilátero ABED corresponde a:  

 

A)  38                                          C) 40 

B)  44                                           D) 48 

24)  Si la medida de un ángulo es 
2

3
 radianes, entonces, la medida en grados 

de dicho ángulo corresponde a:  

 

A)  120 

B)  
120

p
 

C)  
1

270
 

D)  
270

p
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25)  Considere las siguientes proposiciones:  

 

I.  ( )sen30 cos 90 30¯= ¯- ¯ 

II.  Si 45m b= ¯, entonces, sen cosb= b 

De ellas, ¿cuál  o cuáles son verdaderas ? 

A)  Ambas  

B)  Ninguna  

C)  Solo la I  

D)  Solo la II  

25)Si ()
3

sen
5

q=  y ()
4

cos
5

q=  entonces, el valor de ()tan q  corresponde a:  

 

A)  
3

4
 

B)  
4

3
 

C)  
5

3
 

D)  
7

10
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Considere el siguiente contexto para responder las preguntas 26 y 27;  

 

Un niño amarra su cometa, a nivel del suelo (punto A ), con una cuerda. La cuerda 

mide 50  metros desde el punto A  hasta la cometa y " x " representa la altura a la 

que se encuentra la cometa, tal y como se ¡lustra en la siguiente imagen:  

 

 

 

26)La longitud desde el punto A  al B , corresponde aproximadamente a:  

A)  25,00 

B)  30,14 

C)  37,68 

D)  39,93 

 

27)La altura a la que se encuentra la cometa, corresponde aproximadamente a:  

 

A)  23,96 

B)  24,07 

C)  30,09 

D)  31,94 
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28)  Considere la siguiente figura sobre un triángulo ABC:  

 

 

¿Cuál es aproximadamente la medida de AC? 

A)  7,00 

B)  7,20 

C)  7,93 

D)  8,17 

 

Considere la siguiente figura para responder las pregu ntas 28 y 29:  

 

 

 

28)¿Cuál es, aproximadamente, la medida de AB? 

 

E)  9,27 

F)  10,00 

G)  10,39 

H)  12,00 
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29)¿Cuál es aproximadamente la medida de BC ? 

I)  9,00 

J)  9,27 

K)  15,59 

L)  18,54 

29)  Desde la cúspide de una torre de 10 metros de altura se observa con 

un ángulo de depresión de 23̄ , a un joven a nivel del plano de la base de 

dicha torre. ¿A qué distancia está el joven de la base de la torre?  

a.  4,24 

b.  9,21 

c.  23,56 

d.  25,59 

 

30)  La altura de un prisma recto de base cuadrada es 10. Si el lado de la base es 6

, entonces, el área lateral de ese prisma es:  

a.  112 

b.  120 

c.  240 

d.  276 

 

31)  La altura de un prisma recto de bas e rectangular es 8 . Si las dimensiones de la 

base son 4  de ancho y 5 de largo, entonces, ¿cuál es el área total de dicho prisma?  

a.  146 

b.  160 

c.  184 

d.  200 
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Considere el siguiente contexto para responder las preguntas 28 y 29:  

La altura de cada cara lateral de una pirám ide recta de base cuadrada es 5, y la 

longitud del lado de la base es 6 . 

32)  La longitud de la apotema de la pirámide corresponde a:  

a.  3 

b.  4  

c.  5 

d.  7  

33)  El área total de la pirámide corresponde a:  

a.  44  

b.  96  

c.  156 

d.  180 

 

34)  La base de una pirámide recta es un triángulo equilátero. Si la al tura de cada 

una de las tres caras laterales de la pirámide es 3 y la longitud del lado de la base 

es 8 , entonces, ¿cuál es el área lateral de la pirámide?  

a.  24  

b.  36  

c.  72 

d.  73 
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       Capítulo III  

Re laciones  Y Algebra  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Conceptos clave  

1. Función Cuadrática  

    

2.  Ecuaciones 

Cuadrática    

 

3.  Factorización   

 

4. Discriminante  

 

5. Racionalizacion   

 

6. Fracciones 

algebraicas   

7. Vertice   

 

8. Eje de simetría    

 

9. Intersecciones   

Habilidades Específicas  

Al finalizar el capítulo el estudiant e deberá  estar en capacidad de:  

1. Identifica casos en la que se aplica función cuadrática  

2.  Efectuar operaciones con expresiones algebraicas  

3. ..  Utilizar distintas representacion es para las funciones cuadráticas  

4.  Utilizar las ecuaciones de primer y segundo grado para resolver problemas  

 
5. Plantear problemas a partir de una situación dad a 

Nuestro primer 

desafío matemático, 

un paso más para 

aprender  
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&  I ntroducción  

Al ingresar a este ciclo cada estudiante tiene la habilidad para resolver ecuaciones 

sencillas de primer grado, reconocer relaciones de dependencia 

entre dos cantidades variables, aplicar la regla de tres, 

porcentajes y proporcionalidad direct a con el fin de solucionar 

problemas, calcular la distancia entre puntos ubicados en un 

mapa con escala y realizar operaciones que involucran suma, 

resta, multiplicación y división. También, puede comprender el 

concepto de variable e identificar cuantitati vamente cambios en 

la variable. El Tercer ciclo ampliará estas habilidades e incluirá 

otras que tienen que ver con el estudio de relaciones de diversos tipos (lineal, 

cuadrática, proporcionalidad inversa), así como el uso de distintas representaciones 

para  las relaciones mencionadas (verbal, t abular, algebraica, gráfica).    Las 

funciones cuadráticas, que también son casos particulares de relaciones, se 

introducen en 9º Año. El enfoque con el que se abordan las funciones lineales y 

cuadráticas privilegia la  relación entre variables (dependientes e independientes) y 

sus distintas representaciones por medio de tablas, expresiones algebraicas y 

gráficas. Es un enfoque consistente con toda la preparación recibida  desde la 

educación Primaria.   

 

 

  

 Situación Problema  

Después de varias mediciones e intentos, una estudiante encontró 
una fórmula para averiguar a qué altura (h), en metros, se encuentra 

una bola cuando ha transcurrido una determinada cantidad de 

segundos (t) después de haberla lanzado al aire con c ierta fuerza.  
                                                                                                
                                                                                                   
      F(x) = ï3t2  + 30 t  
                                                                                 

                                            
 

¸ Calcule la altura (h), en metros, según la cantidad de segundos indicada.  

 
 

 
 

 

 

 

t = 0  

 

t = 1  

 

t = 2  

 

t = 3  

 

t = 4  

 
h =  

 
h =  

 
h =  

 
h =  

 
h =  

Tema 1 Función Cuadrática  
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¸ Escrib a en dónde está la bola cuando han transcurrido 5 segundos.                     

           R/ _________________________  

 

Las funciones cuadráticas  son utilizadas en algunas disciplinas como, por 

ejemplo, Física, Economía, Biología, Arquitectura. Son útile s para describir 

movimientos con aceleración constante, trayectoria de proyectiles, ganancias y 

costos de empresas, variación de la población de una determinada especie que 

responde a este tipo de función, y obtener así información sin necesidad de recurri r 

a la experimentación.  

Haciendo clic en la imagen podrás evidenciar 

algunas aplicaciones de la función cuadrática en el 

deporte, en la naturaleza, en el espectáculo y en 

creaciones de hombre.  

 

 

 

 

 

 

 

 

http://1.bp.blogspot.com/-YjO9x_1rC7s/T8ulUYhAqXI/AAAAAAAAAB4/zs3Nw6ZH9XU/s1600/funcion_c.png
http://www.youtube.com/watch?v=uqPhX1b_5rA
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Es con el físico y astrónomo italiano Galileo Galile i (1564-1642) que el concepto de 

funci·n cuadr§tica adquiere relevancia 

cuando el descubri·ʋ la trayectoria que 

describ²an los cuerpos en ca²da libre y 

demostr·ʋ que la velocidad aumentaba 

en razón al cuadrado del tiempo, es 

decir, V = k . t2. Sus ideas fu eron tan 

avanza -  das para su tiempo que fue 

perseguido por la Inquisición,  ya que 

estas iban en contra de lo establecido 

por la Iglesia Católica. Gracias a 

Galileo se pudo analizar el recorrido 

que des -  cribe el lanzamiento de un 

proyectil, pues debido a l a fuerza de 

gravedad, estos no se desplazan en 

forma rectilínea, sino que su 

movimiento lo que describe es una 

parábola. Muchos son los fenómenos 

de la naturaleza y de la vida cotidiana 

donde las funciones cuadráticas están 

presentes, por ejemplo, la traye ctoria 

que describe el balón cuando un 

jugador de voleibol hace un saque, el 

movimiento de un conejo cuando este 

se desplaza de un lugar a otro, el nado 

de los delfines y el salto de un motociclista en un deporte extremo, representan 

tras -  rectorías parabó licas.  

LA Clave  

Función cuadrática  

La función cuadrática tiene como forma general Ὢὼ ὥὼ ὦὼὧ, con 

ὥȟὦȟὧ números reales y con la condición de que ὥ π. 
 

             Ejemplo,  
Î άὼ ςὼ υ ὼ σ ςὼ υ ὼ σ ὼ ςὼ ς tiene la forma άὼ

ὥὼ ὦὼὧ, por lo que se cataloga como cuadrática.  

Î ὴὼ ὸ υ ὸ ρπὸ ςυ no tiene la forma ὴὸ ὥὸ ὦὸὧ, por lo que 

no es una función cuadrática.  
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ü Situaciones modeladas con funciones cuadráticas  

Las ganancias de una empresa están modeladas por la fórmula      Ὣὼ ὼ
τὼ ρ, don de ὼ corresponde a la cantidad de unidades producidas de cien mil en 

cien mil y Ὣὼ son las ganancias que van de un millón de colones en un millón. 

Represente la función cuadrática presentada en el ejemplo.  

 

            Ejemplo   

1.  Como ὼ representa uni dades producidas, solo se pueden representar valores 

naturales, para lo cual se elabora la siguiente tabla:  
Valor de ● Cálculo para ▌● Par ordenado  

π Ὣπ π τϽπ ρ ρ πȟρ 

ρ Ὣρ ρ τϽρ ρ ς ρȟς 

ς Ὣς ς τϽς ρ σ ςȟσ 

σ Ὣσ σ τϽσ ρ ς σȟς 

τ Ὣτ τ τϽτ ρ ρ τȟρ 

υ Ὣυ υ τϽυ ρ φ υȟφ 

 
Representación tabular de Ὣὼ:  

ὼ π ρ ς σ τ υ 
Ὣὼ ρ ς σ ς ρ φ 

 
Con estos valores, se puede graficar la función dada, por medio de la figura 

adjunta:  
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Interprete Bajo ciertas condiciones la distancia d en metros a la que se 

encuentra un objeto por encima del suelo viene dada por la fórmula                   
d ( t) = ï2t 2 + 20t, donde t es el tiempo en segundos.  

 

2)  Sea () 2 4 3f x x x=- + -.  

Una representación tabular de esta función es la siguiente:  

 

x f(x)  

-1 -8 

0 -3 

1 0 

2 1 

3 0 

4 -3 

5 -8 

3)  Supongamos una ecuación de 2º grado ( el exponente de x debe ser 2) : y=x 2  

Vamos a dar valores a la variable  independiente  x y con seguiremos que la 
variable  dependiente  y tome los suyos:  

En primer lugar damos a  x  el valor 3, luego 2, después 0, seguidamente ï 2 y por 
fin, ï 3. La variable dependiente y  recibirá los valores: 9, 4,0, 4 y 9  

Podemos escribir:  

 

Colocamos en el eje de coo rdenadas los puntos:   

 

 y luego, unimos esos puntos tal como lo ves en la figura siguiente:  
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4) Representa gráficamente la ecuación de 2º grado:  y=2x 2 

Respuesta:  

 

Solución  

Dando valores a  x :  2, 1, 0, -1 y -2 obtenemos los de  y  en la ecuación de 2º 

gra do:  22y x=  

 

Fijados los puntos, los unimos y obtendremos la paráb ola  
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5) Graficar  f(x)  =  ī2x2 + 3 x  ï 3.  

Crea la tabla de valores. Observa que en esta tabla, los valores de  x aumentan. 

Los valores de  y aumentan y luego comienzan a dism inuir. Esto indica una parábola  

Usa la tabla de pares para graficar los puntos  

 
Conecta los puntos lo mejor que puedas, usando una curva suave. Recuerda que 

la parábola está compuesta de dos imágenes como en un espejo, entonces si tus 

puntos no tienen pa res con el mismo valor, querrás incluir puntos adicionales  
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Ejercicios Complete la información que se le pide y trace la gráfica 

para la función                     f(x) = x 2 ï 2x ï 8  

                                                                       Y   
 
 
 
 
 
 
 
 
                       X           |       |       |                |       |       |       |       | 
 x 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. Complete  la información que se le pide y trace la gráfica para la función         

f(x) = 4x 2 +  12x + 9  
 
                          y 
 
 
 
 
 
 
 
                           
   
 
 
 
 
         
                 |       |        |        |                |        |        |        |           x  
 
 
 
 
 

 

1) Tabla de valores:  

x f(x)  

 

   

  

  

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1)  Tabla de valores:  

x f(x)  
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 3: Complete  la información que se le pide y tr ace la gráfica para la función                  

f(x) = x 2 ï 4x + 7  

 
                          y 
 
 
 
 
 
 
 
 
                           
   
 
 
 
 
         
                 |       |        |        |                 |        |        |        |           x  
 
 
 
 
 
 
 

 4 :  Complete  la información que se le pide y trace la gráfica para la función                          
f(x) = ï4x 2 ï 8x + 5  
                                                                    y 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                          
   
 
 
 
 
 
                 |        |        |        |                |        |        |       |       x 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2)   Tabla de valore s:  

x f(x)  

  

  

  

   

  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2) Tabla de valores:  

x f(x)  
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5 :  Complete  la información que se le pide y trace la gráfica para la función                         

f(x) = ïx2 + 4x ï 4  
 
                                                                    y 
 
 
 
 
 
 
 
 
                          |       |       |                |       |       |       |       |           x 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6 Complete la información que se le pide y trace la gráfi ca para la función                         

f(x) = ïx2 ï 6x ï 10  
 
                                                                                  y 
 
 
 
 
 
         |        |        |        |        |                |        |        |       x         
 
 
 
                           
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2) Tabla de valores:  

x f(x)  

  

  

  

  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2) Tabla de valores:  

 

x f(x)  
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6)  Interprete   

Bajo ciertas condiciones la distancia d en metros a la que se encuentra un objeto 

por encima del suelo viene dada por la fórmula d ( t) = ï2t 2 + 20t, donde t es el 

tiempo en segundos . 

 

 

àQueʋ relaci·n observa entre el tiempo y la distancia? 

______________________________  

  

¿Cuál es la razón por la que los valores correspondientes a la distancia se 

repiten?  

 

______________________________________ ___________________________  

¿Cuál es la  altura m§xima que alcanza el objeto? àEn queʋ tiempo se da? 

  

_____________________________________ ____________________________  
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8) En la figura adjunta se muestra la representación gráfica de los valores 

obtenidos en la tabla anterior utilizando el so ftware Graph.  
  

 
 

 

 

 

àSeraʋ posible con la gr§fica determinar 

la altura del objeto a los 3,5 segundos? 

àCu§l ser§ʋ la altura m§xima? Si su 

respuesta es afirmativa, entonces 

determine la 

altura.____________________  

  

 

¿Cuál es el tiempo que tarda el objeto  

en el aire? àSe podr§ʋ determinar la 

altura del objeto a los 20 segundos? 

Justifique su 

respue sta._______________________

_ 

  

 

¿Cuál de las dos representaciones 

brinda más información sobre la 

situación planteada, la tabla de valores 

o la gráfica? Justifiq ue su respuesta.  
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Situación Problema  

Calcule el área de las siguientes figuras  

                    Análisis de problema  

 

     La Clave  

FACTORIZACIÓN  

Factorizar una expresión algebraica consiste en escribirla como un 

producto.  
El ob jetivo de este método es aplicar la siguiente propiedad:  

 

ἩᶅȟἪȟἫɴ ᴙȟἩἪ ἩἫ ἩἪ ἫȢ 

 

Este método se aplica cuando los términos de un polinomio poseen letras en común 

o cuando los números de cada término no son coprimos (máximo común divisor 

diferente deρ).  

Cuando realizamos las multiplicaciones:  
 

1.         2x(x 2 ï 3x + 2) = 2x 3 ï 6x 2 + 4x  
2.         (x + 7)(x + 5) = x 2  + 12x + 35  

 
entonces vemos que las expresiones de la izquierda son los factores y las de la 

derecha son las expresiones a factorizar, es decir,  la factorización es el proceso 
inverso de l a multiplicación.  

Tema 2 Expresiones algebraicas   
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La factorización es de extrema importancia en la Matemática, así es que debes 

tratar de entender lo más que puedas sobre lo que vamos a trabajar.  
 

Existen varios casos de factorización:  
 

1. FACTOR COMUN MONOMIO:  
 

Factor común monomio : es  el factor que está presente en cada término del 
polinomio  

 
 Ejemplos  

 
1) ¿cuál es el factor común monomio en   12x + 18y -  24z?  

 
Entre los coeficientes es el 6, o sea, 6 ɇ2x + 6ɇ3y -  6ɇ 4z = 6 (2x + 3y -  4z)  

 

 
2) ¿Cuál es el factor común monomio en:  5a 2 -  15ab  -  10 ac  

 El factor común entre los coeficientes es 5 y entre los factores literales es a, 
por lo tanto  

 5a 2 -  15ab -  10 ac = 5a ɇa -  5aɇ3b -  5a  ɇ 2c = 5a (a -  3b -  2c)  
 

 
3) ¿Cuál es el factor común en   6x 2y -  30xy 2 + 12x 2y2 

 El factor común es   ñ6xy ñporque  
 6x 2y -  30xy 2 + 12x 2y2 =  6xy(x -  5y + 2xy)  

 

4)    Factorizar =+ 225 baa  

a) Me pregunto ¿qué letra tiene igual?         a  
 

b) ¿Cuál es el exponente más  pequeño de la a?   2  
 

c) Entonces escojo el 2a  

d) Coloco la 2a y abro un paréntesis  

 

  =+ 225 baa      2a (  

 

e) Divido cada término entre 2a  

 

=+
2

22

2

5

a

ba

a

a
 2a (  

 

f) Coloco la respuesta dentro del paréntesis restando los  exponentes así:  
     ñNo se te olvide que para dividir se copia la base igual y se restan los      
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       exponentesò 

     ñNo se te olvide cualquier base elevada a la cero es igual a 1.ò 
 

 

 

 

=+
2

22

2

5

a

ba

a

a
 ( )222252

baaa
-- +  = ( )2032

baaa +  = ( )232
baa +  

 

 

5) Factorice  ρπὼώ ρυὼώ. 

 

 

Solución  

ρπὼώ ρυὼώ 

υὼώ ςώ σὼ Ȣ 

6)  Por ejemplo, al buscar la factorización de τώᾀ φώᾀψώ, se debe proceder de la 

siguiente manera:  

1.  El máximo común divisor deτ, φ y ψ es ς, por lo qu e este es el valor del 

coeficiente numérico del factor común.  

2.  Para cada variable, se debe tomar el menor de sus exponentes y éste será el 

exponente de la variable en el factor común:  

Variable  
Exponente de la variable en cada término  

Primero  Segundo  Terce ro  Factor común  
◐     

◑     

 

Por lo tanto, el factor común es ςώᾀ ςώ 

3.  Se escribe el factor común y a su lado un paréntesis con el otro factor. Cada 

término del otro factor corresponde a dividir el original por el factor común. 

Se debe recorda r que los números se dividen, mientras que los exponentes 

se restan, por lo que la factorización del ejemplo que da de la siguiente 

manera:  

τώᾀ φώᾀψώ ςώτ ςώ ᾀ φ ςώ ᾀ ψ ςώ ᾀ  

ςώςώᾀ σώᾀ τώᾀ ςώςᾀ σᾀ τ 

 

 

7.  Otros ejemplos:  

Se copia el signo 
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Expresión  Factor común  Factorización  

●◐ ●◐ ● ● ● ●◐ ●◐  

●◐ ●◐ ◐● ●◐ ●◐ ●◐ ● 

▬◑ ◑
 

◑
 ◑

▬
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10 . Determine un factor común para   . -2 3 2 4 34 2 7
, y

3 3 3
x y z x y x y

8.  Determine el máximo factor común de 
3 2 5 2 440 y 100x y z x y . 

 

Solución  
 

El mayor divisor  común  entre 40 y 100 es 20.  El exponente menor de x  es 
2, e l de y  es 2 y z no es un factor común en los monomios. Luego el 

máximo factor común es 
2 220x y . 

 

 
 

 

9.  Determine  el máximo factor común de -2 3 225 , 15xy z xy z  
2 3y 50x y z .  

 

Solución  
 

El mayor divisor común  entre 2 5, 15 y 50 es 5.  La potencia menor de x  es 

1, la de y  es 2 y la de z es 1. Luego el máximo factor común es 
25xy .  

 
Recuerde:  

El mayor divisor común 
de 25, 15 y 50.  

  
15 25 50 5

3 5 10

- -

- -
   es 5  
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Solución  

El coeficiente numérico del factor común podría ser   o bien cualquiera de los 

números . Por otro lado, la potencia menor de  es 2 , la de y  es 1 y 

la variable z no  es común en lo monomios, luego son factores en  común  o 

  0  , etc.  Aunque también lo son  o  .  

Determine un factor común para  .  

 

Soluci ón  
El coeficiente numérico del factor común podría ser cualquiera  de los números 

 entre otros. La potencia menor de  es 2 , la de y  es 3 y la  

variable b no  es común en lo monomios. Son factores en  común  o  o  

 o . 

 

 
 

11.  Determine un factor común para   . 

 

Solución  

Como    

Un factor numérico en común es  o .  Por otro lado, la potencia menor de 

a es 1 y las variables b  y c no son comunes en lo monomios, luego son factores en  

común  o entre otros.  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Ejercicios  

1)   Factorice =- 2446 nmnm  

1

3
4 2 7

,
3 3 3

o x

21

3
x y

24

3
x y 27

3
x y

1

3
xy

2

3
x

-2 3 3 3 5 4 31 1
, y 5

3 2
x y b x y x y

1 1 1
, , 5

3 2 6
o x

2 31

3
x y 2 31

2
x y

2 35x y 2 31

6
x y

-28 2 , 8a b abc - 2 5y 6 32a c

= Ö = Ö =3 5 28= 2 =2 2 y 6 32 6 2 6 2 2 24 2

2 2 -2 2

2 2a -2 2a
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a) Me pregunto ¿qué letras tiene igual?    _________________ .  

b) De las letras que escogí ¿Cuáles son los exponentes más pequeños? 
_____________.  

c) Entonces escojo las letras con exponentes más pequeños y abro paréntesis.  

=- 2446 nmnm __ ___ ____  (  

d) Divido cada término entre las letras con menor exponente:  
 

=-
_________

2446
nmnm

_________  (  

e) Divido y coloco la respuesta dentro del paréntesis.  

=-
_________

2446
nmnm

_________   

2) Halla el factor común de los siguientes ejercicios:  

1.    6x -  12 =   2.    4x -  8y =  

3.    24a -  12ab =   4.    10x -  15x 2 =  

5.    14m 2n + 7mn =    6.    4m 2 -20 am =  

7.    8a 3 -  6a 2 =  8.    ax + bx + cx =  

9.    b4-b3 =   10.    4a 3bx -  4bx =  

11.  14a -  21b + 35 =  12.     3ab + 6ac -  9ad =  

13.     20x -  12xy + 4xz =   14.     6x 4 -  30x 3 + 2x 2 =  

15.    10x 2y -  15xy 2 + 25xy =
  

16.    12m 2n + 24m 3n2 -  36m 4n3 
=  

17.  2x 2 + 6x + 8x 3 -  12x 4  =

  

18.     10p 2q3 + 14p 3q2 -  18p 4q3 

-  16p 5q4 =  

19.     m 3n2p4 + m 4n3p5 -  m 6n4p4 + m 2n4p3 =  

20.     =- 22

9

8

4

3
xyyx  

21.     =+-+ 24524332

16

1

8

1

4

1

2

1
babababa  

22.    =-+- babaabba 3322

25

16

15

8

5

12

35

4  

 

3)Factoriza:  

1)  =+ yx 84   

2)  =+- xxx 23 4  

3)  =+- 23 105 xx  

4)  =- 23 32 xx  

5)  =++ yxxyx 25105  

6)  =+-+ yxyyxyx 3393 3245  
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7)  =+- 4322 155 xyyxxy  

8)  =+- 36322 2796 xyyxyx  

9)  2 1
3

2
a a- = 

10)  =+
56

2xx
 

11)  =+
12

1

6

x
 

12)  =-+
2

1

4

3

8

1 2xx  

13)  =+- zyx 12168  

14)  =+ 4334 2 yxyx  

15)  =++ 423 352 xxx  

16)  =- 34 126 bb  

17)  =-+- bcdabcdbcabc 2753  

18)  =+- 43548732 1135 zyxzyxzyx  

19)  =-+ 352735423 21714 zyxzyxzyx  

20)  =+- 375364 271854 mnmnmn  

 4.  Determine el máximo factor común de:  

 

a)  -2 , 10xy x       b) -3 2 26 , 12 , 3m n m n m 

 

c) -3 2 7 5 3 137 , 35 , 21m n m n m n   d) -2 5 2 36 , 18 , 32a b abc b c 

 

5. Determine un factor común para:  

a) -2 2 31 1
,

2 2
b x ab x    b)  - -2 2 5 4 64 3 7

, ,
5 5 5

r s t r s rst  
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b) factor común polinomio  

1. Se identifica el factor com ún  

2 Se divide cada término del polinomio por el factor común  
3.  Se abren dos paréntesis, en el primero se escribe el factor común y 

en el segundo los cocientes hallados en el paso anterior (cada uno con su respectivo 
signo)  

 

          Ejemplos Factorar o descomponer en dos factores : 
 1 

 
 2 

 
 3 
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 4 

 
 5 

 
 6 



  

 

226 

 
 7 

 
 17 
 
 8. Factorice υὼὼ ώ χὥὼ ώ. 

 

Solución  

υὼὼ ώ χὥὼ ώ 

ὼ ώ υὼ χὥȢ 

 

9)  Factorice υὼὼ ώ χὥώ ὼ. 

 

Solución  

υὼὼ ώ χὥώ ὼ 

υὼὼ ώ χὥὼ ώ 

ὼ ώ υὼ χὥȢ 
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10) Factoriza  x(a + b ) + y( a + b ) =  

Existe un factor común que es   (a + b )        =  x (a + b )  + y ( a + b )  =  

          =  ( a + b ) ( x + y )  

 

11)Factoriza     2a(m -  2n) -  b (m -  2n)   = 2a (m -  2n)  -  b (m -  2n)  

=  (m -  2n )( 2a -  b )  

 

Ejercicios  

 

1) Factorizar las siguientes expresiones algebraicas por el método d e factor común.  

 
1) x(a + b) + m(a + b)                                             2) 2x(a ï 1) ï y(a ï 1)  

 
 

 
 

 
3) m(x + 2) + m + 2                                                4) a(x + 1) ï x ï 1  

 

 
 

 
 

 
 

 
5) 2x(x + y+ z) ï x ï y ï z                                     6) (x ï a)(y + 2) + b(y + 2)  

 
 

 
 

 
 

 

7) (x + 2)(x ï 1) ï (x ï 1)(x ï 3)                      8) x(a ï 1) + y(a ï 1) ï a + 1  
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2)  Factorizar  las siguientes expresiones algebraica s por el método de factor 

común  

  

 

FACTOR COMUN POR AGRUPACION  

 

P r o c e d i m i e n t o:  
1 .  Se agrupan los términos convenientemente, utilizando paréntesis  

2.   Se saca factor común de cada uno de los paréntesis  
3.   Se realiza una segunda factorización (el factor común será, en este caso, el 

paréntesis).  
Características:  

- Tienen más de tres términos  
Forma de factorizar:   byaybxax +++  

 

Primero:  

Observa cuidadosamente y notaras que los dos primero términos tienen 
factor comú n x y los dos últimos términos tienen factor común y ahora lo 

operamos:  
 

 

 

 

Los paréntesis me deben de quedar iguales si no es así entonces busco otras 
parejas o tríos .   
 

 Segundo:  

            Observamos que nos queda como factor común el paréntesis ( )ba+   

             Factorizamos  
  

   

 

 

Es el factor común para saber cuál es el otro paréntesis 

tapa con tu dedo los paréntesis ( )ba+  lo que te queda 

es el otro paréntesis  
 

1.     a(x +  1) + b ( x + 1 ) =   2.     m(2a + b ) + p ( 2a + b ) =  

3.     x2( p + q ) + y 2( p + q ) =   4.     ( a 2 + 1 ) -  b (a 2 + 1 ) =  

5.     ( 1 -  x ) + 5c( 1 -  x ) =  6.      a(2 + x ) -  ( 2 + x ) =  

7.     (x + y )(n + 1 ) -  3 (n + 1 ) =
  

8.     (a + 1 )(a -  1 ) -  2 ( a -  1 ) =  

9.      (a( a + b ) -  b ( a + b ) =   10.   (2x + 3 )( 3 -  r ) -  (2x -  5 )( 3 -  r ) =  

( ) ( )=+++

=+++

baybax

byaybxax
 

( ) ( )
( )ba

baybax

byaybxax

+

=+++

=+++
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   Lo que te queda al tapar los parénte sis ( )ba+  es  

   x   +   y       esto lo colocas en el otro paréntesis y  

   terminaste.   
 

 

    

 

 

 

 

 

 

             Ejemplos  

1.  Determinar la factorización completa del polinomio            ρςὼ ρπύ ρυ

ψὼύ, se recurre dire ctamente a agrupar los términos, pues no hay un factor común 

que se pueda obtener. Un posible criterio para agrupar es ubicar juntos los términos 

con coeficientes numéricos pares y, por otro lado, los de coeficientes impares. Así, 

al resolver la factorizac ión se tiene:  

ρςὼ ρπύ ρυ ψὼύ ρςὼ ψὼύ ρπύ ρυ  

τὼ σ ςύ υςύ σ τὼ ςύ σ υςύ σ ςύ σ τὼ υ 

Por lo tanto, se tiene que ρςὼ ρπύ ρυ ψὼύ ςύ σ τὼ υ 

2. No obstante, en este método a veces sucede que se d ebe incluir un signo negativo 

en el factor común para poder hacer un cambio de signos. Por ejemplo, al factorizar 

χὦ ὥ τωὦὥ χὥ, se podría colocar juntos a los términos que contienen a la 

variable ὦ y a los que no la tienen. En este caso, se t endría que  

χὦ ὥ τωὦὥ χὥ χὦ τωὦὥ ὥ χὥ  

χὦρ χὥ ὥ ρ χὥ χὦρ χὥ ╪ ╪ ρ χὥ χὦ ὥ 

Por lo tanto, χὦ ὥ τωὦὥ χὥ ρ χὥ χὦ ὥ. 

 

 

 

( ) ( )

( ) ( )=+++

=+++

                             

                             

baybax

baybax

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )yxba

baybax

baybax

++

=+++

=+++
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3.   Factorice  

ςὼ σὼώ τώ φώ ςὼ τώ σὼώ φώ ςὼ ςώ σώ ὼ ςώ  

ςὼ ςώ ◐● ◐ ὼ ςώ ς σώ 

Por lo tanto, ςὼ σὼώ τώ φώ ὼ ςώ ς σώ. 

4.  Factorice ὦὼὦώὥὼ ὥώ.  

Solución  

ὦὼὦώὥὼ ὥώ 

ὦὼ ώ ὥὼ ώ 

ὼ ώ ὦ ὥȢ 

5. Factorice ὴὼ ήὼὴώ ήώ.  

 

Solución  

ὴὼ ήὼὴώ ήώ 

ὴὼ ὴώ ήὼήώ 

ὴὼ ώ ήὼ ώ 

ὼ ώ ὴ ήȢ 

 

6.  Factorice  ὼ ὼ ςὼ ςȢ    

 

Solución  

ὼ ὼ ςὼ ςȢ    

ὼ ςὼ ὼ ςȢ    

ὼ ὼ ς ὼ ς 

ὼ ς ὼ ρ 

 

7.  Factoric e el polinomio  usando el método de agrupación.  

 
Solución  

Observe que, entre los cuatro monomios que forman el polinomio, no hay un 

factor común. Sin embargo, si se agrupa como , en el primer 

grupo hay un 3 de común y en el segundo una a. Al factorizar ca da uno de estos 

factores, se obtiene:  .  La expresión que resulta aún no está 

factorizada ya que es una suma con dos sumandos. Pero entre ellos hay un factor 

común: .  

Luego la factorización pedida es  

- + -3 3x y ax ay

( )( )- + -3 3x y ax ay

( ) ( )- + -3 x y a x y

( )-x y

( )( )- +3x y a

Recuerde: 

Usando la distributivita  

 

 

 

 

( )- - =- +10 5 10 5m n m n

( )- - =- -5 2 10 5m n m n

( )- + =- -5 2 10 5m n m n
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9.  Factorice el polinomio  usando el método de ag rupación.  

 
Solución  

Para este polinomio, entre los cuatro monomios que lo forman, tampoco hay un 

factor común. Sin embargo, si se agrupa como , en el 

primer grupo hay una b de común y en el segundo un 5. Al factorizar cada uno de 

estos factores, se obtiene :  .  La expresión que resulta aún 

no está factorizada ya que es una suma con dos sumandos. Pero no se puede 

seguir con el proceso de factorización ya que no hay factores en común entre 
éstos sumandos.  

 
Observe que en el segundo sumando también se puede  factorizar un -5 y se 

obtiene:  , con lo que se logra un factor común entre los 

sumandos.  
 

Luego la factorización es:   

 
 

 

10. Factorice  el polinomio  usando el método de 

agrupación.  

 
Solución  

Para este polinomio tampoco  hay un factor común a todos l os monomios. Usando 
las propiedades conmutativa y asociativa de la adición se obtiene la agrupación: 

. En el primer grupo hay 4 x   de factor común y 

en el segundo 3 z. Al factorizar cada uno de estos términos, se obtiene:  

 y   es un factor común. La fact orización es  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

+ - -2 10 5mb nb m n

( )( )+ + - -2 10 5mb nb m n

( ) ( )+ + - -2 5 2b m n m n

( ) ( )+ - +2 5 2b m n m n

( )( )+ -2 5m n b

+ - - + +2 24 3 4 3 4 3xy zp x z xp zy

( )( )- + + - +2 24 4 4 3 3 3xy x xp zp z zy

( ) ( )- + + - +2 24 1 3 1x y p z p y ( )- +2 1y p

( )( )- + +2 1 4 3y p x z

Recuerde: 

 

 

- + = - +2 21 1y p p y
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Ejercicios  

1Factorizar por agrupamiento  

1.     a2 + ab + ax + bx =   2.     ab + 3a + 2b + 6 =  

3.     ab -  2a -  5b + 10 =   4.     2ab + 2a -  b -  1 =  

5.     am -  bm + an -  bn =   6.     3x 3 -  9ax 2 -  x + 3a =  

7.     3x 2 -  3bx + xy -  by =    8.     6ab + 4a -  15b -  10 =  

9.     3a -  b2 + 2b 2x -  6ax =    10.    a3 + a 2 + a + 1 =  

11.    ac -  a -  bc + b + c 2  -  c =   

12.    6ac -  4ad -  9bc + 6bd + 15c 2 -  10cd =  

13.    ax -  ay -  bx + by -  cx + cy =  

14.    3am -  8bp -  2bm + 12 ap =  

15.    18x -  12 -  3xy + 2y + 15xz -  10z =  

16.    =-++-- zxyzxyxzx 75
3

143

3

10

4

21

4

15 2  

17.    =+-- bnbmamam
5

16

5

4

3

8

3

2  

 

2) Factorice cada uno de los siguientes polinomios utilizando el método de 

agrupación.  

 

a)        b)   

 

c)        d)   

 

e)       f)  

 

3) Factorizar las siguientes expresiones algebraicas por el método agrupamiento.  
 

1) ax + bx + ay + by                                               2) 3m 2 ï 6mn + 4m ï 8n  

 
 

 
3) 2x 2 ï 3xy ï 4x + 6y                                            4) x + z ï 2ax ï 2az 2 

 
 

 
5) 3ax ï 3x + 4y ï 4ay                                           6) ax ï ay + az + x ï y + z  

 
 
                

                                 7) a 2x ï ax 2 ï 2a 2y + 2axy + x 3 ï 2x 2y        
 

- - +8 4 14 7xz xy z y - + -3 23 9 27y y y

- - +2 7 3 21a ab ac bc - + -2 6 6x xy x y

( ) ( )+ - +2 2z x y y x y ( ) ( )- - -9 10 10x x x
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III Método Trinomio Cuadrado Perfecto  

 
Definición :  Una cantidad es un  cuadrado perfecto  cuando es el 

producto de multiplicar dos factor es iguales.  

 
P r o c e d i m i e n t o :  

1.   Se ordena el trinomio  
2.   Se extrae la raíz cuadrada del primer y tercer términos  

3.   Se halla el doble producto de las raíces obtenidas en el paso anterior  
4.   Si el producto hallado en el paso anterior es igua l al segundo término del 

trinomio y si el primero y tercer términos tienen igual signo, se trata de un trinomio 
cuadrado perfecto y se factoriza como tal.  

5.   Se escribe dentro de un paréntesis las raíces cuadradas del primero y tercer 
términos, separadas por el signo del segundo término, y el paréntesis elevado al 

cuadrado . 
Características:  

- Tienen tres términos (ordenarlo en forma descendente)  
- El primer término y el tercero tienen raíz cuadrada exacta.  

- El segundo término es la multiplicación de la raíz cua drada del primer término 

por la raíz cuadrada del tercer término multiplicada siempre por 2, si da como 
resultado el segundo término entonces es un trinomio cuadrado perfecto.  

 
Forma de factorizar:   

 
 

   Primero: ordeno el trinomio en forma descendente  
 

 
 
 

 

 

Segundo: saco raíz cuadrada del primer término tanto a al 
número como la letra.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

=++ 24 414 yy  

=++

=++

144

214

24

24

yy

yy
 

2

2
4

24

24

2

2

144

414

y

y

yy

yy

=++

=++

 



  

 

234 

Tercero:  saco raíz cuadrada del segundo término tanto a al 

número como la letra.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cuarto:  realizo la prueba para ver si es un trinomio cuadrado pe rfecto. 

Multiplico el primer término ( 22y ) de mi respuesta con el segundo ( 1 )y 

luego multiplico siempre por 2 para ver si me da el segundo término ( 
24y )  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Quinto : opero los  signos del ejercicio y lo coloco al centro  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sexto :  lo encierro entre paréntesis y lo elevo al cuadrado.  
    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 1               2

1             2

144

414

2

2
4

24

24

y

y

yy

yy

=++

=++

 

( ) ( ) () 22

24

42             1            2

1  4  4

yy

yy

=³³

=++

 

Siempre se 

multiplica por 2 

 

Como son iguales si es 

un trinomio cuadrado 

perfecto 

 1              2

1             2

144

2

2
4

24

+

=++

y

y

yy

 

+=+³+           

( )22

2
4

24

 1              2

1             2

144

+

=++

y

y

yy
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   Ejemplos  

1.  Factorice el trinomio  . 

Solución  

Observe que este trinomio contiene dos términos que son cuadrados perfectos:  

; cuyas raíces cuadradas son x  y 4 respectivamente. El doble producto de 

estas raíces es  que coincide con el término restante del trinomio dado. 

Luego la factorización es     

2.  Factorice el trinomio  . 

Solución  

En este  trinomio se reconoce que  es un cuadrado. Por otro lado, recuerde que

, luego  el doble producto de las raíces cuadradas de estas expresiones es

, que coincide con el término restante del trinomio dado. Como este 

término tiene signo negativo , la  factorización es  . 

 

3.  Factorice el trinomio . 

Solución  

Este trinomio no responde exactamente al patrón de las fórmulas dadas para el 

cuadrado de un binomio, pero observe que se puede factorizar un -1, o sea un 

signo negativo.  

 

4.  Factorice el trinomio  . 

Solución  
Nuevamente este trinomio no responde  exactamente al patrón de las fórmulas 

dadas para el cuadrado de un binomio, pero se procede:  

 

  

 

 

 

 

+ +2 8 16x x

2 y 16x

Ö Ö =2 4 8x x

( )+ + = +
22 8 16 4x x x

- +2 2 3 3a a

2a

( )=
2

3 3

Ö Ö =2 3 2 3a a

( )- + = -
2

2 2 3 3 3a a a

- - -2 10 25x x

( )

( )

- - - =- + +

=- +

2 2

2

10 25 1 10 25

5

x x x x

x

- + -2 26 169x x

( )

( )

- + - =- - +

=- -

2 2

2

26 169 1 26 169

13

x x x x

x
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 Ejercicios  

 

1.  Factorizar por medio de trinomios cuadrados perfectos  

2.     b2 -  12b + 36 =  3.     25x 2 + 70xy + 49y 2 =  

4.     m 2 -  2m + 1 =    5.     x2 + 10x + 25 =  

6.  16m 2 -  40mn + 25n 2 =   7.  49x 2 -  14x + 1 =  

8.  36x 2 -  84xy + 49y 2 =   9.  4a 2 + 4a + 1 =  

10. 1 + 6ª + 9a 2 =    11. 25m 2 -  70 mn + 49n 2 =  

12. 25a 2c2 + 20acd + 4d 2 =   13. 289a 2 + 68abc + 4b 2c2 =  

14. 16x 6y8 -  8 x 3y4z7 + z 14  =   

 

2.  Factorizar  las siguientes expresiones algebraicas por el método trinomio 
cuadrado perfecto.  
 
1) m2 + 2m + 1                    2) 4x2 + 25y2 ï 20xy                    3) 1 ï 16ax2 + 64a2x4 
 
 
 
 

4) 
4

2
2 b

bxx ++                                                  5) 
934

1 2bb
+-  

 
 IV Método Diferen cia de cuadrados   

 

P r o c e d i m i e n t o :  

1.   Se extrae la raíz cuadrada al minuendo y al sustraendo  
2.   Se abren dos paréntesis  

3.   En el primer paréntesis se escribe la suma y en el segundo la diferencia de las 
raíces halladas en el paso 1  

 
Caracte rísticas:  

- Tienen dos términos ( es un binomio = bi  significa 2)  
- El signo que los separa siempre es menos  

- Las potencias de letras est§n elevadas con n¼meros pares 2, 4, 6é 
- Tiene raíz cuadrada exacta el primer término  

- Tiene raíz cuadrada exacta el segundo t érmino  
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Forma de factorizar :  

   Primero  abro paréntesis   
 

Segundo  saco raíz cuadrada al número si no la se, le saco los factores primos al 

número así:  
 

            

     

                                                                                                                                                          

 

 

 

 

      Coloco la respuesta así: 

 

Tercero  saco la raíz cuadrada de la letra asi:  

                          a dos entre potencia la siempre divido  2
2

2 aa =  

   y la respuesta es la raíz de la let ra.  

 
                        Coloco la respuesta  así 

              
 Cuarto  copio el signo.  

 

        Coloco así  
 

        Quinto  saco la ra íz cuadrada del segundo término siguiendo los pasos      
segundo y  tercero.  

 
        Coloco la respuesta así  

 
        Sexto  cierro paréntesis.  

             así  
 

        Séptimo  copio el primer paréntesis solamente que le cambio el signo a +.  
Así  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

16 2 
8 2 
4 2 
2      2 

1 

Multiplico los números 

circulados 

2 

2 

2 x 2 = 4 y esta 

es la raíz 

cuadrada 16 

( 

 

 

 

 

 

a4(  

          -    4( a  

              b      4( -a  

b)      4( -a  

               b)     4(b)      4( +- aa  

3) 

Por cada pareja de 2 

sale un dos  

4(  
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            Ejemplos  

  

1.  Factorice  τὼ ωώ. 

 

Solución  

Siguiendo el esquema  

τὼ ωώ 
     ςὼ      
σώ                                 

     ςὼ      
σώ 

 

se obtiene que τὼ ωώ ςὼ σώ ςὼ σώ. 

2.  Factorice el binomio  .  

Solución  

Como ,  -2 36x  se expresa como , luego utilizando la fórmula anterior  

. 

 

3.  Factorice el binomio . 

Solución  

Como  , el binomio  se puede expresar como:  

. 

Ya que  son cuadrados, la diferencia  se escribe como

. Por otro lado, observe que  es una suma de cuadrados y 

no responde al patrón de la fórmula dada anteriormente. En cursos posteriores se 

va a justificar que no hay manera de expresar una suma de la forma como 

el producto de polinomios.  

Por lo tanto la factorización completa de  es:  

               

 

 

-2 36x

= 236 6 -2 26x

( )( )- = - +2 26 6 6x x x

-4 416a b

( ) ( )= =
2 24 2 4 2y 16 4a a b b -4 416a b

( ) ( ) ( )( )- = - = - +
2 24 4 2 2 2 2 2 216 4 4 4a b a b a b a b

( )=
22 2y 4 2a b b -2 24a b

( )( )- +2 2a b a b ( )+2 24a b

+2 2a b

-4 416a b

( )( )( )- = - + +4 4 2 216 2 2 4a b a b a b a b
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4.  Factorice  el binomio . 

Solución  

Aunque pareciera que el binomio dado no se puede expresar como una diferencia 
de cuadrados, ya que 5 no es un cuadrado perfecto, se puede hacer lo siguiente:  

             

5.  Factorice el binomio  .  

Solución  

Como ,   se tiene:  

 

. 

 

6.  Factorice el binomio . 

Solución  Observe que  , luego  

 

        

 Ejercicios  

a.  Factorizar por medio de diferencia de cuadrados  

1.     9a 2 -  25b 2 =  2.     16x 2 -  100 =  

3.     4x 2 -  1 =   4.     9p 2 -  40q 2 =  

5.     36m 2n2 -  25 =   6.     49x 2 -  64t 2 =  

7.     169m 2 -  196 n 2 =   8.     121 x 2 -  144 k 2 =  

9.     =- 22 b
36

49
a

25

9  10.    =- 44 y
16

9
x

25

1  

11.    3x 2 -  12 =    12.    5 -  180f 2 =  

13.    8y 2 -  18 =     14.    3x 2 -  75y 2 =  

15.    45m 3n -  20mn =    16.    2a 5 -  162 a 3 =  

 

 

-2 5x

( ) ( )( )- = - = - +
2

2 25 5 5 5x x x x

- 21
0,49

4
x

( )å õ
= =æ ö
ç ÷

2
21 1

y 0,49 0,7
4 2

( )å õ å õå õ
- = = - + =æ ö æ öæ ö

ç ÷ ç ÷ç ÷

2
221 1 1 1

0,49 - 0,7 0,7 0,7
4 2 2 2

x x x x

å õå õ
- +æ öæ ö

ç ÷ç ÷

1 7 1 7

2 10 2 10
x x

-6 29m nx y

( ) ( )= =
2 26 3 2y 9 3m m n nx x y y

( ) ( )

( )( )

- = - =

- +

2 26 2 3

3 3

9 3

3 3

m n m n

m n m n

x y x y

x y x y
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b. Factorizar las siguientes expresiones algebraicas por el método diferencia de 

cua drados.  

 

1) 1 ï a2                  2) 16x 2 ï 25y 2                                   3) 49x 2y6z10  ï a12    

 

 

4) 
94

42 ba
-                              5) a 2n  ï 9b 4m      

 

 

V Método Combinación de los métodos anteriores  

En esta sección, se aplic ará una combinación de métodos para factorizar 

polinomios . 
 

            Ejemplos  

1.  Factorice ὼ ς ὼ τὼ τ. 

 

Solución  
ὼ ς ὼ τὼ τ 

ὼ ς ὼ ς  

ὼ ς ρ ὼ ς  

ὼ ς σ ὼȢ 

2.  Factorice ὼ ς ώ ςὼς ώ ς ώ. 

 

Solución  

ὼ ς ώ ςὼς ώ ς ώ 

ς ώ ὼ ςὼ ρ 

ς ώ ὼ ρ Ȣ 

3.  Factorice ςὼ ὼ σ ὼ φὼ ω. 

 

Solución  

ςὼ ὼ σ ὼ φὼ ω 

ςὼ ὼ σ ὼ σ  

ὼ σ ςὼ ὼ σ 

ὼ σ ςὼ σ ὼ ρȢ 
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4.  Factorice ςὼ ςὼώ ώ ρ 

Solución  

ςὼ ςὼώ ώ ρ 

ςὼώ ρ ώ ρ ώ ρ 

ώ ρ ςὼ ώ ρȢ 

 

5.  Factorice ὼ ρφώ ρπὼ ςυ. 

Solución  

ὼ ρφώ ρπὼ ςυ 

ὼ ρπὼ ςυ ρφώ 

ὼ υ ρφώ 

ὼ υ τώ ὼ υ τώ 

 

6.  Factorice ρφὼ ώ ψὼ ρ. 

 

Solución  

ρφὼ ώ ψὼ ρ 

ρφὼ ψὼ ρ ώ 

τὼ ρ ώ 

τὼ ρ ώ τὼ ρ ώȢ 

7.  Factorice ὥὥ ρ ὦὦ ρ 

 

Solución  

ὥὥ ρ ὦὦ ρ 

 ὥ ὥ  ὦ ὦ 

 ὥ  ὦ ὥ ὦ 

ὥ ὦ ὥ ὦ ὥ ὦ 

ὥ ὦ ὥ ὦ ρȢ 

 

8.  Factorice el binomio .  

Solución  

El binomi o dado no responde al patrón de una diferencia de cuadrados, pero se 

reconoce un factor común. Entonces:  

 

 

 

 

- +5 35 80x x

( )

( )( )

- + =- -

=- - +

5 3 3 2

diferencia de
cuadrados

3

5 80 5 16

5 4 4

x x x x

x x x



  

 

242 

9.  factorice la expresión . 

Solución  

 Observe que la expresión no está factorizada, es una suma con dos sumandos, 

que tienen como factor común a  , así:  

 

 

10.  Factorice el polinomio . 

Solución  

En esta expresión no hay un factor común para todos lo monomios ni tampoco 

responde a la fórmula de diferencia de dos cuadrados, pero agrupando se logra 

factorizar. Entonces:  

 

11.  Factorice el polinomio  . 

So lución  

Observe que la forma de este polinomio no responde a las fórmulas dadas 

anteriormente, pero si se acomoda usando la conmutatividad de la adición y se 

agrupa usando la asociatividad, se logra factorizar.  

 

( ) ( )- - -2 2 29 25 9a a a

( )-2 9a

( ) ( ) ( )( )

( )( )( )( )

- - - = - -

= - + - +

2 2 2 2 2

diferencia de diferencia de
cuadrados cuadrados

9 25 9 25 9

5 5 3 3

a a a a a

a a a a

- + -2 2 6 6b a a b

( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )( )

( )( )

- + - = - + -

= - + + -

=- - + + -

= - - + +

= - - - +

2 2 2 2

el 6 es un factordiferencia de 
comúncuadrados

6 6 6 6

6

1 6

1 6

6

b a a b b a a b

b a b a a b

a b b a a b

a b b a

a b b a

- + +2 2 8 16y x y
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12. Factorice el polinomio   

Solución  

Este  polinomio tampoco responde al patrón de las fórmulas, pero acomodando y 

agrupando, se tiene  

 

. 

            Ejercicios  

A)  Factorice por medio de combinación de métodos  

1.  2ab + 4a 2b -  6ab 2 =   2.  2xy 2 -  5xy + 10x 2y -  5x 2y2 =  

3.  b2 -  3b -  28 =    4.  a2 + 6a + 8 =  

5.  5a + 25ab =    6.  bx -  ab + x 2 -  ax =  

7.  6x 2 -  4ax -  9bx + 6ab =   8.  ax + ay + x + y =  

9.  8x 2 -  128 =     10. 4 -  12y + 9y 2 =  

11. x4 -  y2 =     12. x2 + 2x + 1 -  y2 =  

13. (a + b ) 2 -  ( c + d) 2 =   14. a2 + 12ab + 36b 2 =  

15. 36m 2 -  12mn + n 2 =    16. x16  -  y16   =  

 

 

 

 

 

 

( )

( )( )

- + + = + + -

= + -

= + - + +

2 2 2 2

cuadrado perfecto

2 2

diferencia de 
cuadrados

8 16 8 16

4

4 4

y x y y y x

y x

y x y x

- - + +2 22 6 9x y y

( )

( )( )

- - + + = - + -

= - -

= - - - +

2 2 2 2

cuadrado perfecto

2 2

diferencia de cuadrados

2 6 9 6 9 2

3 2

3 2 3 2

x y y y y x

y x

y x y x
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B)  Descomponga en varios fa ctores las siguientes expresiones algebraicas.  

 

 1. 5a 2 ï 5                                                2. 3x 3 ï 18x 2y + 27xy 2 

 

 

       3.  x 4 ï y4                                              4. 6ax 2 + 12ax ï 90x  

 

 

       5. 3x 4 ï 26x 2 ï 9                                   6. x 3 ï 4x ï x2 + 4  

 

 

       7. 2x 4 ï 32                                           8. x 4 ï 13x 2 + 36  

     

           VI Método por Inspección  

Este método se aplica para factorizar polinomios cuadráticos donde Ў es 

un número cuadrad o perfecto. Se presentan dos casos, donde el 
polinomio es mónico (tiene coeficiente principal igual a ρ) o si no es mónico.  

 

Caso 1  
 

Este caso se aplica cuando el polinomio es mónico, esto es, cuando tiene la forma 
ὼ ὦὼὧ.   Para factorizar dicho p olinomio, se deben buscar dos números reales 

ά y ὲ  tales que άẗὲ ὧ  y  ά ὲ ὦ, con lo que se obtiene que:  

 
ὼ ὦὼὧ ὼ ά ὼ ὲȢ 

 
¶ Si ὧ πȟὦ π los dos números άȟὲ son positivos.  

¶ Si  ὧ πȟὦ π  los dos números άȟὲ son negativos.   

¶ Si  ὧ π, los dos números άȟὲ tienen signos opuestos.  

Como nemotecnia, a veces se ponen los números ά y ὲ como lo muestra el 

siguiente esquema  
 

ὼ ὦὼὧ 
    ὼ                 ά                                 

    ὼ                  ὲ 
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entendie ndo que se deben buscar dos números ά y ὲ, tales que multiplicados den 

ὧ y sumados resulten igual a ὦ.  Luego, se copian los factores en línea recta por lo 

que se obtiene:   
 

ὼ ὦὼ ὧ ὼ ά ὼ ὲȢ 

Caso 2  

Este caso se aplica cuando el polinomio  no es mónico, esto es, cuando tiene la 

forma ὥὼ ὦὼὧ.   Para factorizar dicho polinomio, se deben buscar cuatro 

números reales άȟὲȟὴ y ή  tales que  άẗὲ ὧ,   ὴẗή ὥ  y que cumpla ὴẗὲ ήẗά

ὦ, con lo que se obtiene que:  

ὥὼ ὦὼὧ ὴὼά ήὼὲȢ 

¶ Si ὧ πȟὦ π los dos números άȟὲ son positivos.  

¶ Si  ὧ πȟὦ π  los dos números άȟὲ son negativos.   

¶ Si  ὧ π, los dos números άȟὲ tienen signos opuestos.  

Como nemotecnia, a veces se ponen los números άȟὲȟὴ y ή  como lo mues tra el 

siguiente esquema  

 

ὥὼς ὦὼὧ 

   ὴὼ                ά                                 

   ήὼ                 ὲ 

 

entendiendo que se deben buscar dos números ά y ὲ, tales que multiplicados den 

ὧ; además que se deben buscar dos números ὴ y ή tales que ὴẗή ὥ, y también 

que al multiplicar los números ὴȟὲ y άȟή en cruz y luego sumarlos se obtenga ὦ, ie 

ὴẗὲ ήẗά ὦ. 

Luego, se copian los factores en línea recta por lo que se obtiene   

 

            Ejemplos  

1.  Factorice ςὼ ρρὼ υ. 
 
Solución  

El discriminante del trinomio ςὼ ρρὼ υ es  Ў ρρ τẗςẗυ ψρ, por lo que el 

trinomio se puede factorizar por inspección.  Siguiendo el esquema de esta sección, 

con υϽρ υ,  ςϽρ ς y ςϽυ ρϽρ ρρ  
 

ςὼ ρρὼ υ 
    ς ὼ                ρ                                 
    ρ ὼ                υ 
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se obtiene que ςὼ ρρὼ υ ςὼ ρ ὼ υȢ 
 

2.  Factorice φὼ χὼ ς. 
 

Solución  

El discriminante del trinomio φὼ χὼ ς es  Ў χ τẗφẗς ρ, por lo que el 

trinomio se puede f actorizar por inspección. Se debe observar que   

 
φὼ χὼ ς φὼ χὼ ςȢ 

 
Siguiendo el esquema de esta sección, con σϽς φ, ςϽρ ς y σϽρ ςϽς χ 
 

 φὼ χὼ ς 
 σ ὼ              ς                                 

 ς ὼ              ρ 
 

se o btiene que φὼ χὼ ς σὼ ς ςὼ ρ ς σὼ ςὼ ρ Ȣ 
 

3.  Factorice el polinomio 26 23 10x x- + - 

 

Solución Se buscan los factores para   -6   y -  10  
 

 
            

Se expresa la factorización  

                
 

4.    Factorice el polinomio      22 5 3x x- - 
 

Se buscan los factores para 2 y -  3 
 

Se expresa la factorización  
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5.  Factorice en forma completa  ὼ φὼ υ.  

Solución  

El discriminante del trinomio ὼ φὼ υ es Ў φ τẗρẗυ ρφ, por lo que el 

trinomio se puede factoriza r por inspección.  Siguiendo el esquema de esta sección, 

con υϽρ υ y  υ ρ φ 

 

ὼς φὼ υ 

    ὼ                 υ                                 

    ὼ                 ρ 

se tiene que ὼ φὼ υ ὼ υ ὼ ρ Ȣ 

6.  Factorice en forma completa  ὼ ὼ φ.  

Solución  El discriminante del trinomio  ὼ ὼ φ es Ў ρ τẗρẗφ ςυ, por 

lo que el trinomio se puede factorizar por inspección.  Siguiendo el esquema de 

esta sección, con σϽς φ y  σ ς ρ 

ὼς ὼ φ 

     ὼ               ς                                 

     ὼ            σ 

se tiene que  ὼ ὼ φ ὼ σ ὼ ς. 

 

7.  Factorice en forma completa  ὼ φὼ ω.  

Solución  

El discriminante del trinomio ὼ φὼ ω es Ў φ τẗρẗω π, por lo que el 

trinomio se puede factorizar por inspección.  Siguiendo el esquema de esta sección, 

con σϽσ ω y  σ σ φ  

 

ὼς φὼ ω 

    ὼ              σ                                

    ὼ              σ 

 

se tiene que  ὼ φὼ ω ὼ σ ὼ σ ὼ σ  
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Ejercicios  

 

Factorice los siguientes polinomio s cuadráticos:  

 

a. ὼ ςὼ ρ 

b. ὼ τὼ τ 

c. ὼ τ 

d. ὼ τ 

e. ὼ σὼ ρπ 

f. ὼ ὼ ρ 

g. ὼ ὼ ρ 

h. ὼ τὼ τ 

i. σὼ ὼ ς 

j. ὼ ωὼ ψ 

k. ςὼ υὼ σ 

l. σὼὼ ς σ 

m. σὼ ρσὼ ρπ 

n. ωὼ σὼ  

o. ςὼ σὼ ρ 

p. ὼ  

q. φὼ ὼ 

r. ώ ςώ ρυ 

s. ὼ ὼώσπώ 

t. φὼ ρρὼώτώ 

u.  ὼ ὼ  

 
 VII Completar cuadrados  

 
Completar cuadrados en una expresión algebraica  

Como se mencionó anteriormente, los primeros dos productos notables son 

ὼ ώ ὼ ςϽὼϽώ ώ y ὥ ὦ ὥ ςϽὥϽὦ ὦ. Pero, cualquier trinomio de la 

forma ὼ ὦὼὧ se puede transformar en una expresión de la forma ὼ ςὬὼ Ὤ

ὧ Ὤ ὼ Ὤ Ὧ. Para lograrlo, se debe asumir que ὦὼ corresponde al término 

del medio del producto notable, es decir, ὦὼ ςὬὼ. Al resolver esta ecuación, se 
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obtiene el valor de Ὤ, para luego sumar y restar su cuadrado. Finalmente, el valor 

de Ὧ se obtiene al resolver ὧ Ὤ. 

        Por ejemplo , al completar los cuadrados de ὼ ψὼ ρτ, se tendría que  

ψὼ ςὬὼ
ψὼ

ςὼ
Ὤ τ Ὤ 

De esta manera, se tiene que Ὤ τ ρφ, con lo que  

ὼ ψὼ ρτ ὼ ψὼ ρφ ρτρφ ὼ τ ς 

 

Otro ejemplo es completar los cuadrados de ὼ φὼ χ, donde  

φὼ ςὬὼ
φὼ

ςὼ
Ὤ σ Ὤ 

De esta man era, se tiene que Ὤ σ ω, con lo que  

ὼ φὼ χ ὼ ψὼ ω χ ω ὼ σ ς 

 

Como último ejemplo, se tiene completar los cuadrados de la expresión ὼ σὼ ς, 

donde  

σὼ ςὬὼ
σὼ

ςὼ
Ὤ

σ

ς
Ὤ 

De esta manera, se tiene que Ὤ
σ

ς

ω

τ
, con lo que la respuesta es  

ὼ σὼ ς ὼ σὼ
ω

τ
ς
ω

τ
ὼ
σ

ς

ρ

τ
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          Ejemplos  

 

1 Exprese  de la forma (x+h) 2 + k  la expresión 2 10 28x x+ +  

( )

( )

2

2 2

2

2

2

10 28

10 10
10 28

2 2

10 25 25 28

5 3

x x

x x

x x

x

+ +

å õ å õ
+ + - +æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷

+ + - +

+ +

 

2.  Expresar el trinomio  2 6 10x x+ +  de la forma (x+h) 2 + k   

a. Se  identifican los valores de p  y q  donde p = 6 y q=10  

b. Se  busca una expresión algebraica de la forma  

 

a.  Se sustituye y obtenemos  

 

 

b.  Se concluye que  
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3. Expresar el trinomio 2 5 1y y- + de la fo rma (x+h) 2 + k  

a.  Se identifican los valores de p y q, p= -5 y q=1  

b.  Se busca una expresión algebraica de la forma  

 
     c. Se sustituye y obtenemos  

   

c.  Se concluye que  

 

 

 4. Factorizar 
2 4 5x x+ +se procede de la siguiente manera:  

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

https://4.bp.blogspot.com/-0Ld1sJnLd5o/TWFA0oyeU6I/AAAAAAAAAIE/tOHr1lUMBrU/s1600/e3.gif
https://1.bp.blogspot.com/-3h12PrQSGA0/TWFA0whqJJI/AAAAAAAAAIM/HVibuBAyRy4/s1600/e4.gif
https://4.bp.blogspot.com/-R7L31JyFaxs/TWFQz3bN8pI/AAAAAAAAAIU/AUDAOmwV6l0/s1600/e5.gif
https://1.bp.blogspot.com/-7ywQbNs6yQc/TWFRPuZjMiI/AAAAAAAAAIc/iM1ZxylkpHY/s1600/e6.gif
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Ejercicios  

 

1.   Exprese los siguientes trinomios de la forma (x+h) 2 + k  
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División de polinomios  

Para dividir polinomios, dependiendo de la forma de cada polinomio, se 

trabaja de dos maneras, cada una será explicada por separado. Se debe 

recordar  que los exponentes de las variables se restan y el resultado se deja en el 

numerador o en el denominador, dependiendo de la posición en la que se encuentre 

originalmente el exponente mayor; mientras que los coeficientes numéricos se 

dividen.  

Se puede deci r que hay 3 reglas básicas usadas para simplificar fracciones o 

cocientes de monomios. La primera de ellas es la propiedad para multiplicar 

fracciones. Esta propiedad permite expresar una fracción como un producto.  
 

Propiedad para multiplicar fracciones  
 

Si , , ,a b x yson números reales con ¸ ¸0 y 0b y , entonces  

= Ö
ax a x

by b y
 

 

Ejemplos  

1.  Utilice la propiedad anterior para expresar cada una de las 

expresiones como un producto de fracciones  

 

Ö
= = Ö
Ö

15 3 5 3 5

28 4 7 4 7
 o bien  

 

Ö
= = Ö
Ö

15 5 3 5 3

28 4 7 4 7
 o bien  

 

Ö
= = Ö
Ö

15 3 5 3 5

28 2 14 2 14
 

Si se asume =x y  en la propiedad para multiplicar fracciones, se obtiene una regla 

para simplificar fracciones.  

 
 

 

Recuerde: 

Si , , ,a b c dson números 

reales con ¸ ¸0 y 0b d  

Ö
Ö =

Ö

a c a c

b d b d
 

 

 

 

Recuerde: 

Si a  es un número real 

¸ Ý0a  =1
a

a
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Propiedad de cancelación, conocida como ley de 
cancelación.  

 
Si , ,a b xson números reales con ¸ ¸0 y 0b x , entonces  

= Ö = Ö =1
ax a x a a

bx b x b b
 

 

Esta propiedad permite dividir el numerador y el denominador de una fracción por 

cualquier número diferente de 0.  
 

Como u sted observó siempre que se trabaja con fracciones se hace énfasis en que 
los denominadores deben ser diferentes de 0. De aquí en adelante, en esta lección, 

se asumirá que todo denominador es distinto de cero  

 

           Ejemplos  

  1)  Utilizando  la propi edad de cancelación y los axiomas de campo, se 
simplifican fracciones o lo que es equivalente se efectúa la división de monomios.  

 

a) 

Ö Ö Ö
= = Ö Ö Ö = Ö Ö Ö = Ö =
Ö Ö Ö2

porque la multiplicación es con-
mutativa y asociaciativa en 

9 3 3 33 3 3 3
1 1

15 3 5 3 5 5 5 5

xy x y y y y yx

x x x x x x x x   

 

b) 
Ö Ö Ö Ö

= = Ö Ö = Ö Ö =
Ö

8 2 5 3 35
3 3

5 5 5

porque la multiplicación es conmutativa
y asociativa en 

1 1
1

x y x x y y y x yx
x y x y

x y x y x y
 

c) = = Ö = Ö =
Ö

2 2 2

7 2 5 2 5 5 5

1 1 1
1

a a a

a a a a a a a
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2)  Utilice  las propiedades de  cancelación y de división de potencias, y los axiomas de campo 

para efectuar la división de monomios. Asuma que los de nominadores son distintos de 0.  

Solución.  

 

a) 

6 2 4 4 4

2 2 2 2 2 2

porque la multiplicación es con-
mutativa y asociaciativa en 

27 3 9 9 9

6 3 2 2 2

x z x x z x z x z

x y x y y y

Ö Ö Ö Ö -
= = =

- Ö- Ö Ö -  

 

b) 
-

-

Ö
= = Ö Ö Ö =
Ö

12 12
12 9

7 9 7 9 7 1

42 7 6 7 6 1 1

49 7 7 7 7

ab ab
b

a b c a b c a c
 

      Ö Ö Ö =
3

3

6 6

6 1 1 6
1

7 7

b
b

a c a c
 

Observe que al dividir un monomio por un monomio el resultado no siempre es un 

monomio.  

 

3) Utilice  las propiedades de cancelación y de división de potencias, y los axiomas 

de campo para efectuar la división de monomios. Asuma que los denominadores 

son dis tintos de 0.  

 

Solución.  

 

a) 

6 2 4 4 4

2 2 2 2 2 2

porque la multiplicación es con-
mutativa y asociaciativa en 

27 3 9 9 9

6 3 2 2 2

x z x x z x z x z

x y x y y y

Ö Ö Ö Ö -
= = =

- Ö- Ö Ö -  
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b) 
-

-

Ö
= = Ö Ö Ö =
Ö

12 12
12 9

7 9 7 9 7 1

42 7 6 7 6 1 1

49 7 7 7 7

ab ab
b

a b c a b c a c
 

 

      Ö Ö Ö =
3

3

6 6

6 1 1 6
1

7 7

b
b

a c a c
 

 

Observe que al dividir un monomio por un monomio el resultado no siempre es 

un monomio.  

 

5)  Simplifique  la siguiente fracción 
( )

( )

-

-

5

10

a b

a b
.  

Solución  

Observe que las expresiones del numerador y el denominador no son monomios, 

sin embargo se usa la propiedad de división de potencias.  

 

( )

( ) ( ) ( )
-

-
= =

- - -

5

10 10 5 5

1 1a b

a b a b a b
 

 

 

También se puede realizar de la siguiente manera  

 En este caso , se divide cada monomio del polinomio por el monomio dado como 

divisor y el resultado es la suma o resta de estas divisiones.  

Como ejemplos se tienen los siguientes:  
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ςυὴή σπὴή ρυὴή  

ςυὴή σπὴή

ρυὴή
 

ςυὴή

ρυὴή

σπὴή

ρυὴή
 

υὴ

σή

ς

ὴή
 

υὼώ ρπὼώ ρυὼώ υὼώ  

υὼώ ρπὼώ ρυὼώ

υὼώ
 

υὼώ

υὼώ

ρπὼώ

υὼώ

ρυὼώ

υὼώ
 

ὼ ςὼώ
σ

ώ
 

ρπὸύ ψὸύ ρςὸύ  

ρπὸύ ψὸύ

ρςὸύ
 

ρπὸύ

ρςὸύ

ψὸύ

ρςὸύ
 

υὸύ

φ

ςὸύ

σ
 

φὥὦ σὥὦ ὥὦ σὥὦ  

φὥὦ σὥὦ ὥὦ

σὥὦ
 

φὥὦ

σὥὦ

σὥὦ

σὥὦ

ὥὦ

σὥὦ
 

ςὥὦ ὥὦ
ὥ

σὦ
 

 

Ejercicios  Simplifique cada expresión.  Asuma que los denominadores son 

distintos de 0.  

a) 
28

2

a

a
      b) 

6

5

10

bc

b
     c) 

()

()

7

5

st

st
     d) ( )

( )

-

-

3

12

a b

a b
 

 

e) 
( )

( )

-

-

15

3

a b

a b
     f) 

Ö

Ö

5

2

2,4 10

4,8 10
   g) 
( )( )

( )

Ö5 4

23

3 2

6

a a

a
  

 

  

h) 
( )

( )

24

32

13

26

c d

cd
    i) 

( )

( )

-
42

52

8

4

x y

x y
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División de un polinomio por un monomio  

Para efectuar la división de un polinomio por un monomio se utiliza la 
propiedad distributiva de la multiplicación res pecto de la adición y se 

convierte el procedimiento en una división de monomios.  

 
     Ejemplo  

Para dividir el binomio +5 33x x por el monomio 23x se puede expresar como una 

fracción y se utiliza la distributividad  de la multiplicación respecto de la adición:  

( )
+

= Ö + =

Ö + Ö =

+ = +

5 3
5 3

2 2

5 3

2 2

5 3 3

2 2

3 1
3

3 3

1 1 3

3 1 3 1

3

3 3 3

x x
x x

x x

x x

x x

x x x
x

x x

 

Ejemplo  

Para dividir el polinomio + + -5 2 3 4 3 24 6 2 3x y x yz xyz y  

por 
24x yz se procede de manera similar:  

 

( )

+ + -
=

+ + - =

Ö + Ö +

Ö - Ö =

+ + - =

+ + -

5 2 3 4 3 2

2

5 2 3 4 3 2

2

5 2 3 4

2 2

3 2

2 2

5 2 3 4 3 2

2 2 2 2

3 3 2

2

4 6 2 3

4

1
4 6 2 3

4

1 1
4 6

4 4

1 1
2 3

4 4

4 6 2 3

4 4 4 4

33

2 2 4

x y x yz xyz y

x yz

x y x yz xyz y
x yz

x y x yz
x yz x yz

xyz y
x yz x yz

x y x yz xyz y

x yz x yz x yz x yz

x y yxz z

z x x z
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   Ejercicios  

1)  Efectúe  cada una de las siguientes divisiones:  
 

a) ( )- + - · -5 3 3 2 3(8 12 16 3 ) 4x y x yz xyz y x y  

 
b) ( )- - ·4 2 2 4 6 8 2 2(32 96 48 ) 16x z x y x y x y  

 
c) ( )- + ·4 2 3 4 2(45 75 30 ) 15a b a b a a  

 

     División de un polinomio entre polinomio  

 En este caso se utiliza el algoritmo de la división, tal como se conoce c on 

los números enteros. Para recordar, se resuelve el siguiente ejemplo:  

    υ τυ Operaciones  

  ω π   τυϽς ωπ 

  σ χ   

  σ φ π  τυϽψ σφπ 

      

 

Como ya se sabe, en el dividendo ( ρςχυ) se busca la cifra más pequeña que sea 

divisible por el divisor ( τυ). Luego, se realiza la división, cuyo resultado se anot a 

debajo del divisor. Cada vez que esto se repite, se multiplica el último número 

anotado por el divisor y este producto se resta al número que se utilizó como 

dividendo. La división termina cuando el posible dividendo es menor que el divisor. 

A ese último  dividendo se le llama residuo ( ρυ) y al número que se escribió debajo 

del divisor se le llama cociente ( ςψ).  

Y, recordando, en el sistema de numeración decimal, cuando en una casilla no se 

tiene un valor determinado, se coloca un π. De manera similar se t rabaja la división 

de polinomios. Para realizar esta operación es necesario que, tanto, el divisor como 

el dividendo, estén ordenados por el exponente de  la variable, de mayor a menor.  

La diferencia es que se divide el término de mayor grado (exponente) de l dividendo 

por el término de mayor grado del divisor. Se anota el resultado y, de acuerdo con 

el algoritmo, se multiplica y se resta para obtener un nuevo dividendo. El final de 
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la división se da cuando el mayor grado del dividendo es menor que el mayor d el 

divisor.  

     Ejemplos  

 

Para explicar con más claridad el proceso, se resuelven con detalle los siguientes 

ejemplos:  

1.  La división de polinomios ( )( )+ + · +26 8 8 3 1x x x  se realiza de la siguiente 

manera:  

 
Paso1: En este caso tanto el dividendo como e l divisor son polinomios en una 

variable. Se debe verificar que estén ordenados, de acuerdo con el grado de la 

variable, de mayor a menor. Si no lo están se ordenan.  
 

Paso 2. Se busca un monomio que al multiplicarlo por 3x  resulte 26x , esto es, 2x . 

Ya que Ö = 23 2 6x x x  

 

                       
+ + +26 8 8 3 1

2

x x x

x
 

Paso3. Se multiplica el divisor por 2x  y se coloca el resultado debajo del dividend o 

y luego se resta.  

                            

                     ( )

+ + +

- +

+ +

2

2

6 8 8 3 1

6 2 2

0 6 8

x x x

x x x

x

 

Paso 4. Se busca un monomio que al multiplicarlo por 3x  resulte 6x  y se procede 

como en el paso 3.  

 

                      

( )

( )

+ + +

- + +

+ +

- +

+

2

2

6 8 8 3 1

6 2 2 2

0 6 8

6 2

0 6

x x x

x x x

x

x

 

Paso 5. Se continúa el proceso hasta que en el residuo se tiene un polinomio cuyo 
grado es estrictamente menor que el grado del polinomio divisor. En este caso el 

grado del divisor es 1 y el grado del residuo es 0, por  lo que se termina la división.  
 

Se tiene entonces que el cociente de la división es ( )+3 1x  y el residuo es 6.   
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De este procedimiento se desprende que:  

 

( )( )( )+ + = + + +26 8 8 3 1 2 2 6x x x x  

 
o también se escribe:  

 

( )
+ +

= + +
+ +

26 8 8 6
2 2

3 1 3 1

x x
x

x x
. 

 

En este caso, como el residuo es diferente de 0, el trinomio ( )+ +26 8 8x x no es 

dividido en forma exacta por el binomio ( )+3 1x . Es decir el trinomio ( )+ +26 8 8x x

no es divisible por el binomio ( )+3 1x . 

 

Cuando se efectúa una división, es posible expresar  
 

Ödividendo = cociente divisor + residuo  

 
o bien  

= +
dividendo residuo

cociente
divisor divisor

. 

 

 

 

2.  La división de polinomios, ( )( )+ - · +212 19 21 3 7x x x  se realiza de la siguiente 

manera:  

 

Paso 1: Primero se verifica que es tén ordenados en potencias decrecientes. Si no 
lo están se ordenan.  

 

Paso 2. Se busca un monomio que al multiplicarlo por 3x  resulte 212x .  

                       
+ - +212 19 21 3 7

4

x x x

x
 

Paso 3. Se multiplic a el divisor por 4x , se coloca el resultado debajo del dividendo 

y se resta.  
                             

                     ( )

+ - +

- +

- -

2

2

12 19 21 3 7

12 28 4

0 9 21

x x x

x x x

x

 

Paso 4. Se busca un monomio que al multiplicarlo por 3x  resulte -9x  y se procede 

como en el paso 3.  
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( )

( )

+ - +

- + -

- -

- - -

2

2

12 19 21 3 7

12 28 4 3

0 9 21

9 21

0

x x x

x x x

x

x

 

 

Se tiene entonces:  
 

( )( )( ) ( )( )+ - = + - + = + -212 19 21 3 7 4 3 0 3 7 4 3x x x x x x . 

 

Se desprende que:  
 

 ( ) ( )
+ -

= - + = -
+ +

212 19 21 0
4 3 4 3

3 7 3 1

x x
x x

x x
.  

 

En este caso, como el residuo es 0, el trinomio ( )+ -212 19 21x x  es dividido en forma 

exacta por el binomio ( )+3 7x .  

 

Cuando el residuo es igual a 0 se dice que el divisor divide al dividendo en forma 
exacta y tanto el cociente como el divisor son factores del dividendo, esto es, el 

polinomio + -212 19 21x x  es divisible por 3x + 7. A sí ( )-4 3x  y ( )+3 7x  son factores 

de ( )+ -212 19 21x x  y una factorización de ( )+ -212 19 21x x es ( )- +4 3 (3 7)x x  .  

 

3.  Enseguida se hace la división de polinomios ( )( )- + · -3 5 4 24 10 3 4 5x x x x x :  

 

Paso 1: Primero verificar que estén ordenados en potencias decrecientes de x . Si 
no lo están se ordenan.  

 

( )( )- + + · - +5 4 3 210 3 4 5 4x x x x x  

 

Paso 2. Se busca un monomio que al multiplicarlo por - 25x  resulte - 510x .  

                       
- + + - +5 4 3 2

3

10 3 4 5 4

2

x x x x x

x
 

Paso 3. Se multiplica el divisor por 
32x , se coloca el resultado debajo del dividendo 

y se restan los polinomios.  
 

Recuerde: 

-
=

-

5
3

2

10
2

5

x
x

x
 

 

 Recuerde: 

-
=

-

4
2

2

5

5

x
x

x
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( )

- + + - +

- - +

- +

5 4 3 2

5 4 3

4 3

10 3 4 5 4

10 8 2

0 5 4

x x x x x

x x x

x x

 

Paso 4. Se busca un monomio que al multiplicarlo por - 25x  resulte  - 45x  y se 

procede como en el paso 3.  
 

( )

( )

- + + - +

- - + +

- +

- - +

5 4 3 2

5 4 3 2

4 3

4 3

10 3 4 5 4

10 8 2

0 5 4

5 4

0

x x x x x

x x x x

x x

x x

 

 

Se tiene entonces:  
 

( )( )( ) ( )( )- + + = - + + + = - + +5 4 3 2 3 2 2 3 210 3 4 5 4 2 0 5 4 2x x x x x x x x x x x  

de donde: 
- + +

= +
- +

5 4 3
3 2

2

10 3 4
2

5 4

x x x
x x

x x
 

En este caso, como el residuo es 0, el trinomio - + +5 4 310 3 4x x x  es dividido en 

forma exacta por el binomio - +25 4x x  y tanto - +25 4x x  como +3 22x x  son factores 

de - + +5 4 310 3 4x x x .  El trinomio - + +5 4 310 3 4x x x  es divisible por  - +25 4x x . 

 

 
División de polinomios cuando hay más de una variable  

 

4.  Se va a realizar la división: ( )( )- + · -2 22 11 3 2x y xy x y  

 
Paso 1: Se ordena el dividen do y el divisor respecto de una de las variables, según 

potencias decrecientes. En este caso se elige respecto de x .  

 

( )( )+ - · -2 22 3 11 2x xy y x y  

 

Paso 2. Se busca un monomio que al multiplicarlo por x  resul te 22x : =
22

2
x

x
x

 

 

                       
+ - -2 22 3 11 2

2

x xy y x y

x
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Paso 3. Se multiplica el divisor por 2x , se coloca el resultado debajo del dividendo 

y se resta.  

                             

                     ( )

+ - -

- -

+ -

2 2

2

2

2 3 11 2

2 4 2

0 7 11

x xy y x y

x xy x

xy y

 

 

Paso 4. Se busca un monomio que al multiplicarlo por x  resulte 7xy  y se procede 

como en el paso 3.  

 

                      

( )

( )

+ - -

- - +

+ -

- -

+

2 2

2

2

2

2

2 3 11 2

2 4 2 7

0 7 11

7 14

0 3

x xy y x y

x xy x y

xy y

xy y

y

 

 

Paso 5. El grado de la variable x  en el divisor es 1 y en  el residuo es 0                              

( Ö = Ö =00 0 1 0x ), por lo que se termina la división.  

 
Se tiene así que:  

 

( )( )( )+ - = - + +2 2 22 3 11 2 2 7 3x xy y x y x y y  

de donde:  
 

( )
+ -

= + +
- -

2 2 22 3 11 3
2 7

2 2

x xy y y
x y

x y x y
 

 
Si par a realizar esta misma división se ordena el dividendo y divisor según 

potencias decrecientes de la variable y  se obtiene:  

Paso 1:  

( )( )- + + · - +2 211 3 2 2y xy x y x  

 

Paso 2. Se busca un monomio que al multiplicarlo por  -2y  resulte - 211y : 

-
=

-

211 11

2 2

y
y

y
. 

 

Recuerde: 

=
7

7
xy

y
x
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- + + - +2 211 3 2 2

11

2

y xy x y x

y
 

 

Paso 3. Se multiplica el divisor por 
11

2
y , se coloca el resultado debajo del dividendo 

y se restan los polino mios.  
 

                           

- + + - +

å õ
- - +æ ö
ç ÷

- +

2 2

2

2

11 3 2 2

11 11
11

2 2

5
0 2

2

y xy x y x

y xy y

xy x

 

                      

Paso 4. Se busca un monomio que al multiplicarlo por -2y  resulte 
-5

2
xy  y se 

procede como en el paso 3: 

- -
- Ö -

= Ö = Ö = =
-- Ö- -

5 5
5 1 5 52 2

22 2 2 1 4 4
1

xy xy x x
x

y y
.  

 

- + + - +

å õ
- - + +æ ö
ç ÷

- +

-å õ
- +æ ö
ç ÷

+

2 2

2

2

2

2

11 3 2 2

11 11 5
11

2 2 4

5
0 2

2

5 5

2 4

3
0

4

y xy x y x

y xy y x

xy x

xy x

x

 

Paso 5. El grado de la variable y  en el divisor es 1 y en  el residuo es 0, por lo que 
se termina la división.  

Se tiene entonces:  

( )( )å õ
- + + = - + + +æ ö

ç ÷

2 2 211 5 3
11 3 2 2

2 4 4
y xy x y x y x x  de donde: 
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- + + å õ
= + +æ ö

- + - +ç ÷

2
2 2

3
11 3 2 11 5 4

2 2 4 2

xy xy x
y x

y x y x
 

5) σὼ ςὼ ψ ὼ ς 

σὼ ςὼ ψ ὼ ς 

σὼ φὼ  σὼ τ 

 τὼ ψ  

 τὼ ψ  

  π  

 

Así se tiene que σὼ ςὼ ψ ὼ ς σὼ τ π, además de que el cociente es ὼ

ς y el residuo esπ. 

 

6) ὼ ρςυ ὼ υ ὼ πὼ πὼ ςυ ὼ υ 

ὼ πὼ πὼ ςυ ὼ υ 

ὼ υὼ   ὼ υὼ ςυ 

 υὼ πὼ ςυ  

 υὼ ςυὼ   

  ςυὼ ςυ  

  ςυὼ ςυ  

   π  

 

Así se tiene que ὼ ρςυ ὼ υ ὼ υὼ ςυ π, además de que el cociente es 

ὼ υὼ ςυ y el residuo esπ. 
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7) υὼ σὼ ς ὼ ὼ σ υὼ σὼ πὼ ς ὼ ὼ σ 

υὼ σὼ πὼ ς ὼ ὼ σ 

υὼ υὼ ρυὼ  υὼ ς 

 ςὼ ρυὼ ς  

 ςὼ ςὼ φ  

  ρσὼ ψ  

 

Así se tiene que υὼ σὼ ς ὼ ὼ σ υὼ ς ρσὼ ψ, además de que el 

cociente es υὼ ς y el residuo es ρσὼ ψ. 

Ejercicios  

1) Compruebe que:  

a) ( )( )( )+ - = - + +2 2 22 3 11 2 2 7 3x xy y x y x y y  

      b) ( )å õ
- + + + =- + +æ ö

ç ÷

2 2 211 5 3
2 11 3 2

2 4 4
y x y x x y xy x  

2. ) Efectúe las divisiones.  

a) ( )( )+ + · +2 9 20 5x x x  

b) ( )( )- + - · +3 22 3 5 3a a a a  

c) ( )( )- + · -2 23 6 8 3x y xy x y  

   d)  ( )( )- + · -3 2 22 3 4 3x x x x  

3) ¿Es 3x+  un factor de 2 12x x- - ? Justifique su       respuesta.  

 

4. División  de monomio entre monomio  

1. =
- ab

ba

2

4 23

      3) =
-

-

ba

cba
2

345
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2) =
-

3

32

4

20

xy

ymx
     4) 

=
-

6

7

3

9

d

d
 

 

5) 
=

-

-

a

a25
      8) 

=
-

43

43

ba

cba
 

 

 

6) 
=

-

-

ab

ba2

      9) 
=

- 32

322

6

54

zxy

zyx
 

 

 

 

7) 
=

-

-
32

32

8

8

xa

xa
      10) 

=
-

y

xy

2

2

 

 

 

12) 
=

- yx

yx
4

54

6

5
      11) 

=
- 7

46

5

16

n

nm
 

 

 

13) 
=

-

-
85

837

20

108

cb

cba
     14) 

=
-

-
65

32

3

2

nm

nm
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15) 
=

- cba

cba nm

436

5
 

5. División  polinomio entre monomio  

 

1) =
-

a

aba2

 

 

2) =
-

--

a

baaba

2

653 3223

 

 

3) =
+-

a

abbaa

3

963 223

 

 

4) =
-

+-

m

mnnmm

2

2086 223

 

 

5) =
-

2

34

7

1428

x

xx
 

 

6) =
+-

2

23

10

10520

x

xxx
 

 

7) =
-

5

510 yx
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8) =
-

+-
2

23

4

16328

y

yyy
 

 

9) =
+
-1

2

6

810

x

xx
 

 

 

10) =
-
-

-

2

23

5

1015

x

xx
 

8.  División entre polinomio entre polinomio  

 

1)  Dividir   x 2 + 2x ï 3   entr e   x + 3  

 

 

2)  Dividir   x 2 ï 20 + x   entre   x + 5  
 

 

3)  Dividir   m 2 ï 11m + 30   entre   m ï 6  

 

 

4)  Dividir   x 2 + 15 ï 8x   entre   3 ï x  

 

 

5)  Dividir   x 2 + 2x ï 17   entre   x ï 3  

 

 

 

6)  Dividir   2x 3 ï 2 ï 4x   entre   2 + 2x  
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7)  Dividir   x 4 + x 3 ï 3x 2 + 1   entr e   x 2 ï 3 

 

 

8)  Dividir   3x 2 + 2x ï 8   entre   x + 2  

 

 

9)  Dividir   x 4 ï x2 ï 2x + 2   entre   x 2 ï x ï 1 

 

 

 

10)  Dividir   x 5 ï x4 + 6x 2 ï 5x + 3   entre   x 2 ï 2x + 3  

 

 

Operaciones con Expresiones  algebraicas en ᴙ 

 
Se llama expresión algebraica al número real que resulta al operar números y letras 

que representan números reales, por medio de las operaciones fundamentales 
(suma, la resta, la multiplicación, la división, las potencias y las raíces).  

 

A los números s e les llama constantes y a las letras se les llama variables.  Las 
expresiones algebraicas separadas por el signo más o el signo menos se llaman 

términos algebraicos.  
 

Un monomio es una expresión algebraica constit uida por un solo término donde:  
1.  No aparec en letras en el denominador.  

2.  Los exponentes de las variables del numerador son números naturales o 
números enteros positivos.  

Una expresión algebraica formada por la suma o resta de monomios con diferentes 
factores literales se llama polinomio o expresión algebraica polinómica.  L os 

polinomios se clasifican en:  
1.  monomio.  

2.  binomio: Consiste en la suma o resta de dos monomios.  
3.  trinomio: Consiste en la suma o resta de tres monomios.  

4.  polinomio de más de tres términos: Consiste en la suma o resta de cuatro o 

más m onomios.  
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Se llama expresión algebraica polinómica fraccionaria a aquella donde el numerador 

y el denominador son polinomios.  
Las fracciones algebraicas son aquellas en las que tanto el numerador como el 

denominador son polinomios. El proceso de simplificar las implica factorizar por 

separado cada polinomio y ñcancelarò ¼nicamente aquellos factores que se repiten 

tanto en el numerador como en el denominador.  

Simplificación de expresiones algebraicas polinómicas  
Para simplificar expresiones algebraicas fraccio narias polinómicas se factoriza el 

numerador y el denominador y luego se aplica la ley de la cancelación de la 

multiplicación que expresa lo siguiente:  

 

ὥᶅȟὦȟὧɴ ᴙ, 

ὥ π  .1   

 

Ejemplos  

 

1.  Simplifique al máximo  Ȣ 

Solución  
 

ςὼ χ

τὼ χ σὼ ς
 

ρ

ςσὼ ς
Ȣ 

 
 

2. Simplifique al máximo  Ȣ 

 
Solución  

Se factoriza tanto el numer ador como el denominador  
ὼ σὼ ρπ

ςὼ σὼ ς
 

ὼ ς ὼ υ

ςὼ ρ ὼ ς
 

ὼ υ

ςὼ ρ
Ȣ 
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3. Simplifique  al máximo  Ȣ 

 
Solución  

ὼ ὼ

ὼ τὼ σ
 

ὼρ ὼ ρ ὼ

ὼ σ ὼ ρ
 

ὼρ ὼ ὼ ρ

ὼ σ ὼ ρ
 

ὼρ ὼ

ὼ σ
Ȣ 

4. Si mplifique al máximo  Ȣ 

 
Solución  

 
ὼς σὼ τ φὼ

σὼώ ςώ φὼ τ
 

ὼς σὼ ςς σὼ

σὼώ ς ςώ ς
 

ς σὼ ὼ ς

ώ ς σὼ ς
 

ὼ ς

ώ ς
Ȣ 

5.  Simplifique  

ὼ ρ

ὼ ςὼ ρ
 

ὼ ρ ὼ ρ

ὼ ρ
 

ὼ ρ

ὼ ρ
 

ςά τά

ά τ
 

ςάά ς

ά ς ά ς
 

ςά

ά ς
 

ὥὦ ςὥὧςὨὧὨὦ

ςὥὦ ὥὧὨὧςὨὦ
 

ὥ Ὠ ὦ ςὧ

ςὦ ὧ ὥ Ὠ
 

ὦ ςὧ

ςὦ ὧ
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ὥὲ σφὥ

ὥὲ ὥὲ σπὥ
 

ὥ ὲ φ ὲ φ

ὥὲ φ ὲ υ
 

ὥὲ φ

ὲ υ
 

ὼ ὼ ςπ

ὼ ρπὼ ςυ
 

ὼ υ ὼ τ

ὼ υ
 

ὼ τ

ὼ υ
 

ςὼ φὼ σφὼ

ὼ ρσὼ τς
 

ςὼὼ σ ὼ φ

ὼ φ ὼ χ
 

ςὼὼ σ

ὼ χ
 

 

 Ejercicios   
 

1.  Simplifique al máximo:  

 

a.   

 

b.   

 

c.   

 

d.   

 

e.   

 

f.   

 

g.   

 

h.   
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i.   

 

j.   

 

 Operaciones con expresiones algebraicas polinómicas  

 

Suma y resta de expresiones algebraicas polinómicas  

 

Para sumar  y restar expresiones algebraicas polinómicas se debe aplicar la 

siguiente propiedad:  

 

 

 

 

Antes de resolver estas operaciones, es necesario calcular el mínimo común 

múltiplo de los denominadores. Por ejemplo, con números enteros se tiene que 

σπ ςϽσϽυ y que ςτ ςϽσ y el resultado que se obtiene es ςϽσϽυ ρςπ. Como se 

puede observar en el ejemplo, se toma de cada factor su máxima potencia.  

 

De la misma manera se trabaja con polinomios. Por ejemplo, al determinar el 

mínimo común múltiplo de los polinomios                 ρςὸ ρςὸί σὸί y τὸ ίὸ, 

se tiene que sus factorizaciones son:  

ρςὸ ρςὸί σὸί σὸςὸ ί  

τὸ ίὸ ὸ ςὸ ί ςὸ ί 

Finalmente, el mínimo común múltiplo corresponde a σὸ ςὸ ί ςὸ ί.  

Para resolver las sumas y rest as con fracciones algebraicas se debe hacer el 

procedimiento de homogeneizarlas, es decir, conseguir que tengan un denominador 

común, para lo cual se debe determinar el mínimo común múltiplo de sus 

denominadores. Luego, con cada fracción por separado, se d ivide el nuevo 

denominador por el anterior y ese resultado se multiplica por el numerador que 

tenía la fracción originalmente. Finalmente, se resuelve la suma o resta y, de ser 

posible, se simplifica el resultado final.  

ὥᶅȟὦȟὧɴ ᴙ, ὦὨ π  
ẗ ẗ

ẗ
.   
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Ejemplos   

1.  Simplifique al máximo  Ȣ 
Solución  

ὼ

ὼ ρ

ς

ὼ ρ
 

 
ὼὼ ρ ςὼ ρ

ὼ ρ ὼ ρ
 

ὼ ὼ ςὼ ς

ὼ ρ ὼ ρ
 

ὼ ὼ ς

ὼ ρ ὼ ρ
Ȣ 

 

2.  Simplifique al máximo   

 
Solución  

σὼ

ὼ τ

φὼ

τ ὼ
 

σὼ

ὼ τ

φὼ

ὼ τ
 

σὼ φὼ

ὼ ς ὼ ς
 

σὼὼ ς

ὼ ς ὼ ς
 

σὼ

ὼ ς
Ȣ 

 

3.  Simplifique al máximo  
ς

ὼ ς

ὼ τ

ὼ ὼ ς
 

Solución  
 

ς

ὼ ς

ὼ τ

ὼ ὼ ς
 

ς

ὼ ς

ὼ τ

ὼ ς ὼ ρ
 

ςὼ ρ ὼ τ

ὼ ς ὼ ρ
 

ςὼ ς ὼ τ

ὼ ς ὼ ρ
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ὼ ς

ὼ ς ὼ ρ
 

    
ρ

ὼ ρ
Ȣ 

 

4.  Simplifique al máximo   

 
Solución  

ς

ὼ τ

ρ

ςὼ τ
 

ς

ὼ ς ὼ ς

ρ

ςὼ ς
 

ςẗς ὼ ς

ςὼ ς ὼ ς
 

            
τ ὼ ς

ςὼ ς ὼ ς
 

ς ὼ

ςὼ ς ὼ ς
 

ρ

ςὼ ς
 

ρ

ςὼ τ
Ȣ 

 

5.  Simplifique al máximo  Ȣ 

 

Solución  
ςὼ φὼ ρ

ςὼ χὼ τ

ςὼ

ςὼ ρ
 

ςὼ φὼ ρ

ςὼ ρ ὼ τ

ςὼ

ςὼ ρ
 

ςὼ φὼ ρ ςὼὼ τ

ςὼ ρ ὼ τ
 

ςὼ φὼ ρ ςὼ ψὼ

ςὼ ρ ὼ τ
 

ςὼ ρ

ςὼ ρ ὼ τ
 

ρ

ὼ τ
Ȣ 
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6.  Simplifique  

ςπ

ὥ ςυὥ

ρυὥ

ὥ ςὥ ρυ

ςπ

ὥὥ υ ὥ υ

ρυὥ

ὥ υ ὥ σ
 

El mínimo común múltiplo de los denominadores es ὥὥ υ ὥ υ ὥ σ.  

Al dividir el nuevo denominador por cada uno de los originales se tiene:  

ὥὥ υ ὥ υ ὥ σ

ὥὥ υ ὥ υ
ὥ σ 

ὥὥ υ ὥ υ ὥ σ

ὥ υ ὥ σ
ὥ υ ὥ σ 

Así, se tiene que  

ςπ

ὥ ςυὥ

ρυὥ

ὥ ςὥ ρυ

ςπ

ὥὥ υ ὥ υ

ρυὥ

ὥ υ ὥ σ
 

ςπὥ σ ρυὥὥ υ ὥ σ

ὥὥ υ ὥ υ ὥ σ

ςπὥ φπρυὥὥ ςὥ ρυ

ὥὥ υ ὥ υ ὥ σ
 

ςπὥ φπ ρυὥ σπὥ ςςυὥ

ὥὥ υ ὥ υ ὥ σ

ρυὥ σπὥ ςτυὥ φπ

ὥὥ υ ὥ υ ὥ σ
 

υὥ σ σὥ ρυὥ τ

ὥὥ υ ὥ υ ὥ σ

υσὥ ρυὥ τ

ὥὥ υ ὥ υ
 

Así, el r esultado final es  

ςπ

ὥ ςυὥ

ρυὥ

ὥ ςὥ ρυ

υσὥ ρυὥ τ

ὥὥ υ ὥ υ
 

7.  Como  ejemplo, se puede resolver la siguiente operación:  

ά ρ

ά ά

ς

ά ρ

ά ρ ςά ά

άά ρ ά ρ

ά ςά ρ ςά ςά

άά ρ ά ρ
 

σά ρ

άά ρ ά ρ
 

8.  Otro ejemplo consiste en resolver la operación  
σὼ ρ

ὼ ρπὼ ςτ

ςὼ

ὼ ψὼ ρς

σὼ ρ

ὼ ρςὼ ς

ςὼ

ὼ ς ὼ φ
 

σὼ ρ ὼ φ ςὼὼ ρς

ὼ φ ὼ ρςὼ ς

σὼ ρχὼ φ ςὼ ςτὼ

ὼ φ ὼ ρςὼ ς
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ὼ τρὼ φ

ὼ φ ὼ ρςὼ ς
 

 

9.  Como  ejemplo, se puede resolver la siguiente operación:  

σὼ ρς

ὼ ὼ ς

ς

ὼ ς

σὼ ρς ςὼ ρ

ὼ ς ὼ ρ

σὼ ρς ςὼ ς

ὼ ς ὼ ρ

υὼ ρτ

ὼ ς ὼ ρ
 

 

10.   ejemplo es la siguiente operación:  

ὥ ς

ὥ ς
χ
ὥ ς

ὥ ς

χ

ρ

ὥ ς χϽὥ ς

ὥ ς

ὥ ς χὥ ρτ

ὥ ς
 

φὥ ρφ

ὥ ς

ςσὥ ψ

ὥ ς
 

 

11.  Un último ejemplo es la siguiente operación:  

ρ

σὼ ςώ

ὼ ώ

ωὼ τώ

ρ

σὼ ςώ

ὼ ώ

σὼ ςώ σὼ ςώ

ρϽσὼ ςώ ὼ ώ

σὼ ςώ σὼ ςώ
 

σὼ ςώ ὼ ώ

σὼ ςώ σὼ ςώ

τὼ ώ

σὼ ςώ σὼ ςώ
 

 Ejercicios  

1.  Simplifique  al máximo:  

 

a.     

 

b.   

 

c.   

 

d.   
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e.   

 

f.   

 

g.   

 

h.   

 

i.   

 

j.   

 

k.   
 

l.   

 

m.   

 

n.    
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2.  Resuelva en su cuaderno las siguientes operaciones y simplifique el resultado si es 

posible:  

 

1)     
a b 2a b b 4a

12 15 30
 

 

4)    
x 2 y xy

15x 2xy
 

2)     
4x 2 2x 3

8x 4x
 

 

5)    
2

2 3

2 3y 1 y 2y

y y y
 

3)    
2 2

2 2

x 3y x y 4xy

3xy 5x y
 

 

 

 

6)    
2

2 4y 7 1

y 3 y 2y y 6
 

7)    
2 2

a b a b 4ab

a b b a a b
 

 

12)    
2 2

a b b a 2b

ab a ab ab b
 

8)    
x 3 4x 1 2x 6

20x 10 60x 30 40x 20
 

 

13)    
2 2

2 2

a b a b

a b a b a b
 

9)    
2

a 1

bab b
 

 

14)    
2

x 1 1

y xy xy
 

10)    
2

5 10y

y 5 y 25
 

 

15)   
2 2

x y x 2y 1

y xx x xy
 

11)    
2 2

6 3 3

x 1x 1 x x
 

 

16)   

1 a 1 1

(a 1)(a 2) (a 1)(a 2)(a 3) a 1
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Respuestas:  

 

1)  
5a b

60
 

 

7)  
2(a b)

a b
    

12)   0 

 

2)  
1

2x
   

 

3)  
8x 3y

15xy
   

 

4)  
13x 11

30x
    o    

11 13x

30x
 

 

5)  
2

4y 3

y
 

 

6)  
3y

(y 3)(y 2)
    o    

3y

(3 y)(y 2)
 

 

 

8)   
1

30
 

 

9)    
1

a b
    

 

10)   
5

y 5
   

 

11)    
3

x
 

 

 

13)  
2b

a b
    o    

2b

b a
 

 

14)   
y

x(y x)
 

 

15)  
2

(y x)

x
     

 

16)  
a 5

(a 1)(a 3)
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     Multiplicación de expresiones algebraicas polinómicas  

 

Para multiplicar  expresiones algebraicas polinómicas se debe aplicar la 

siguiente propiedad:  

 

ὥᶅȟὦȟὧɴ ᴙ, ὦὨ π ẗ
ẗ

ẗ
.   

 
 

El procedimiento para resolver las multiplicaciones de fracciones algebraicas 

consiste en factorizar el numerador y el denominador de cada fracción y, de ser 

posible, simplificar cada una de ellas. Luego, se multiplican entre sí l os 

numeradores para obtener el numerador del resultado y, de la misma forma, se 

multiplican entre sí los denominadores. Finalmente, se simplifica el resultado al 

máximo.  

Ejemplos  

1.  Simplifique al máximo  ẗ Ȣ 
 

Solución  

ὼ φὼ ω

ὼ ρ
ẗ
ςὼ ς

ὼ σ
 

ὼ σ ὼ σ

ὼ ρ ὼ ρ
ẗ
ςὼ ρ

ὼ σ
 

ςὼ σ

ὼ ρ
Ȣ 

 

 

2.  Simplifique al máximo  ẗ  

 

Solución  
ὼ σὼ

ὼ ω
ẗ
σ ςὼ ὼ

ὼ ὼ
 

ὼὼ σ

ὼ σ ὼ σ
ẗ
ὼ ςὼ σ

ὼὼ ρ
 

ὼὼ σ

ὼ σ ὼ σ
ẗ
ὼ ρ ὼ σ

ὼὼ ρ
 

ρȢ 
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3. Simplifique al máximo  Ͻ Ȣ 

 
Solución  

 
ὼ ώ

ὼ ςὼώ ώ
Ͻ
ὼ ώ

σὼ σώ
 

ὼ ώ ὼ ώ

ὼ ώ
ẗ
ὼ ώ

σὼ ώ
 

ρ

σ
Ȣ 

 

3.  Simplifique al máximo  ẗ  

 

Solución  

υὼ

ὼ σὼ
ẗ
ὼ ὼ ρς

υὼ ςπὼ
 

υὼ

ὼ ὼ σ
ẗ
ὼ τ ὼ σ

υὼὼ τ
 

 
ρ

ὼ
Ȣ 

 
 

4.  Por ejemplo, se puede resolver la siguiente operación:  

ώ

ώ ς
Ͻ
ώ ςώ ψώ

ώ τ

ώ

ώ ς
Ͻ
ώώ τ ώ ς

ώ ς ώ ς

ώ ώ τ ώ ς

ώ ς ώ ς ώ ς
 

ώ ώ τ

ώ ς ώ ς
 

 

5.  El  ejemplo consiste en resolver la operación  

Ὧ σὯ ςὯ

τὯ φὯ
Ͻ
Ὧ Ὧ ρς

Ὧ υὯ φ

ὯὯ ς Ὧ ρ

ςὯςὯ σ
Ͻ
Ὧ τ Ὧ σ

Ὧ σ Ὧ ς
 

Ὧ ς Ὧ ρ

ςςὯ σ
Ͻ
Ὧ τ

Ὧ ς

Ὧ ς Ὧ ρ Ὧ τ

ςςὯ σ Ὧ ς

Ὧ ρ Ὧ τ

ςςὯ σ
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6.  Como último ejemplo consiste en resolver la oper ación  

ὥ ὦ

ὼ ςώ
Ͻ
ςώ ὼ

ςὦ ςὥ

ὥ ὦ

ὼ ςώ
Ͻ
ὼ ςώ

ςὥ ὦ

ὥ ὦ ὼ ςώ

ςὼ ςώ ὥ ὦ

ρ

ς
 

 

División de expresiones algebraicas polinómicas  

 

Para dividir  expresiones algebraicas polinómicas se debe aplicar la 

siguiente propiedad:  

El algoritmo es parecido al de las multiplicaciones, con la diferencia de que se debe 

invertir la segunda fracción antes de iniciar  

ὥᶅȟὦȟὧɴ ᴙ, ὦὨ π 
ẗ

ẗ
.   

Ejemplos  

1.  Simplifique al máximo Ȣ 

 

Solución  
ὼ ρ

ὼ ρ

ςὼ ς

ὼ ςὼ ρ
 

ὼ ρ

ὼ ρ
ẗ
ὼ ςὼ ρ

ςὼ ς
 

ὼ ρ ὼ ρ

ὼ ρςὼ ρ
 

ὼ ρ

ς
Ȣ 

2.  Simplifique al máximo   .  

 

Solución  

υὼ

ὼ σὼ

υὼ ςπὼ

ὼ ὼ ρς
 

υὼ

ὼ ὼ σ
ẗ
ὼ τ ὼ σ

υὼὼ τ
 

 
ρ

ὼ
Ȣ 
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3.  Simplifique al máximo  . 

 

Solución  

ὼ ώ

ὼ

ὼ ὼώ

ὼ ώ
 

ὼ

ὼ ώ
ẗ
ὼ ώ ὼ ώ

ὼὼ ώ
 

 
ὼὼ ώ

ὼ ώ
Ȣ 

4.  Por ejemplo:  

ὥὼ υ

τὥ ρ

ὥὼ υὥ

ςὥ ρ

ὥὼ υ

τὥ ρ
Ͻ
ςὥ ρ

ὥὼ υὥ

ὥὼ υ

ςὥ ρ ςὥ ρ
Ͻ
ςὥ ρ

ὥὥὼ υ
 

ὥὼ υ ςὥ ρ

ςὥ ρ ςὥ ρϽὥὥὼ υ

ρ

ὥςὥ ρ
 

 

5.  El ejemplo consist e en resolver la operación  

ώ ρςρ

ώ ςςώ ρςπ

ώ ώ ρσς

ώ ρττ

ώ ρςρ

ώ ςςώ ρςπ
Ͻ
ώ ρττ

ώ ώ ρσς
 

ώ ρρώ ρρ

ώ ρςώ ρπ
Ͻ
ώ ρςώ ρς

ώ ρρώ ρς

ώ ρρώ ρρ

ώ ρςώ ρπ
Ͻ
ώ ρς

ώ ρρ
 

ώ ρρώ ρρώ ρς

ώ ρςώ ρπώ ρρ

ώ ρρ

ώ ρπ
 

 

 

6.  Como último ejemplo se resuelve la operación  

ὼ υὼ ςτ

ὼ ὼ ρς

ὼ ὼ φ

ὼ ρπὼ ρφ

ὼ υὼ ςτ

ὼ ὼ ρς
Ͻ
ὼ ρπὼ ρφ

ὼ ὼ φ
 

ὼ ψ ὼ σ

ὼ τ ὼ σ
Ͻ
ὼ ς ὼ ψ

ὼ ς ὼ σ

ὼ ψ

ὼ τ
Ͻ
ὼ ψ

ὼ σ

ὼ ψ ὼ ψ

ὼ τ ὼ σ

ὼ ψ

ὼ τ ὼ σ
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 Ejercicio s  

1.  Simplifique al máximo:  

 

a. Ͻ  

 

b. Ͻ  

 

c. ẗ  

 

d. ẗ  

 

e. ẗ  

 

f. ẗ  

 

g. ẗ   

 

h. ẗ  

 

i. ẗ  

 

j. ẗ  
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k. ẗ  

 
2.  Simplifique al máximo:  

 

a.  

 

b.  

 

c. ὼ σ 

 

d.  

 

e.  

 

f.  

 

g.   

 

h.  

 

i.  

 

j.  
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k. ὼ ώ  

 

l.  

 

m.  

 

n.  

 

3.  Resuelva en s u cuaderno las siguientes operaciones y simplifique el 

resultado si es posible:  

 

1)  
2 2

2

6y 2x

4x 3y
 = 

2)   
12abc

33
 · 

ab

66
 =  

3)   6x2y3 · 
2x y

5
 = 

4)   
2

2

3x y

5z
 ·  ςx2y3  = 

5)   
5x

y
 · 

2 2

2x 5z

y 4x
= 

6)  
2

2

2x 2 x 4x 5

3x 350 2x
 = 

7)  
2 2 2

2 2

2b ab a 2ab b

a ab a 2ab
 = 

8)  
4 3 2 2

2 4

9y 6y 4y 4 9y

3y 5y 2 27y 8y
 = 
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9)  
2 2

3 3 2 2

16a 24ab 9b 16a 12b

64a 27b 32a 24ab 18b
 =   

 

10)  
2

2

a a 12

a 49
 · 

2 2

2

a 5a 24 a a 56

a 5 a a 20
 = 

 

11)  
2

3

9y 30y 25

y 1
 · 

2

2

9y 25

14 14y
 · 

2

21y 35

y y 1
 =  

12)  
2x 1

3x 6
 · 

3

2

x x 4x 8

6x 12 x 4
 = 

13)   
2 2

2 2

a 4b

49a 28ab 4b
 · 

2 2

2 2 2 2

7a 15ab 2b 42a 12b

49a 4b 7a 13ab 2b
 = 

Respuestas:  

 

1)  x 

 

2)  ς24c 

6)  
(x 1)

3(5 x)
   o   

1 x

3(5 x)
 10)  

1

a 7
   o   

1

7 a
 

 

3)  30y2   

4)  
2 2

3

5z y
   

 

5)  
22x y

z
   

 

 

7)  
2

b(a b)

a
 

8)  
y

y 1
   o   

y

1 y
 

 

9)  
1

2
   

 

 

11)  
2

2(1 y)(3y 5)

(3y 5)
    o    

2

2(1 y)(5 3y)

(3y 5)
 

12)  
x 2

2x
 

 

13)  
2(a 2b)

6(2b 7a)
    o    

2(a 2b)

6(7a 2b)
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( )
)3(

3

32

²3

32

33

32

3

2

poramplificase

==
Ö

Ö
=

Racionalización  

Expresiones como é, tienen en com¼n que sus 

denominadores son irracionales o al menos aparecen en ellos alguna raíz.  

La operatoria con tales expresiones no es sencilla y resulta muy práctico 
transformar los denominadores en expres iones racionales.  En otras palabras, se 

trata de óôhacer que desaparezcanôô las ra²ces que hayan en el denominador. 
El procedimiento a emplear consiste en amplificar por un factor adecuado.  Es decir, 

se multiplica el numerador y el denominador por una mi sma cantidad, con lo cual 
la expresión original no cambia . 
 

I.   RACIONALIZACIÓN DE EXPRESIONES DE LA FORMA :   

¿Cómo racionalizar la fracción ? En los casos como éste, el factor adecuado para 

amplificar es la raíz que aparece en el denominador, o sea . 
 

Ejemplo:       

 
 

 

Se puede observar que el denominador original  (irracional) se ha transformado 

en 3 (racional).  
Además si bien la expresión inicial ha cambiado su óôformaôô, sigue siendo la misma, 

ya que al amplifi car una fracción su valor no se alter a.  

 Por lo tanto       

 

     Denominador   Denominador  
        Irracional      Racional  

 
En general, cuando el denominador es una raíz cuadrada, ella misma es el factor 

de amplificación . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

3
2

5
,

2
,

32

1
,

2

3

x

a

+

a

A

3

2

3

3

3

32

3

2
=
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2

43

³2

43

²22

43

²22

²23

2

3

3

3

3

3

3

33

3

3

=

=
Ö

=
Ö

Ö
=

  Ejercicios: Racionaliza los denominadores. (Desarrolla en  tu cuaderno)  

 
 

II . RACIONALIZACIÓN  DE EXPRESIONES DE LA FORMA :   

Para racionalizar, por ejemplo, la fracción  es necesario amplificar por , por 

lo cual se consigue que el radicando sea 2³  

 
 Ejemplo:         

 
 

 

En general, si en el denominador aparece es necesario amplificar  por 

con el objeto de igualar el índice de la ra íz con el exponente del radicando .  
 

 Ejercicios: Racionaliza los denominadores. (En tu cuaderno)  
 

 

 
 

 

 

n a

A

3 2

3 3 ²2

n ka
n kna -
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III . RACIONALIZACIÓN  DE EXPRESIONES DE LA FORMA :  

Si el denominador es un bino mio, se amplifica la fracción por su conjugado . Si se 

trata, por ejemplo, de  se amplifica por . La idea es formar el 

producto de la suma por la diferencia que es igual a la diferencia de los cuadrados , 
con lo cual se consigue eliminar las raíces.  

 
     Ejemplo

  

 

 

Ejercicios: Racionaliza los denominadores  

.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

13.  

=
° ba

A

23+ 23-

( )
( )( ) ( ) ( )

2333
1

2333

23

2333

²2²3

2333

2323

233

23

3
-=

-
=

-

-
=

-

-
=

-Ö+

-Ö
=

+

=
- 25

2

=
+ 35

7

=
+ 27

10

=
+ 57

12

=
- 23

3

=
- 26

2

=
- 211

23

=
- 27

25

=
+ 310

107

=
+ 232

3

=
- 225

9

=
- 3223

3

=
- 325

23
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14.  

15.  

16.  

17.  

18.  

19.  

 

. Racionaliza r los siguientes denominadores  

 

 

 

 

 

 

=
- 2372

32

=
-

-

23

32

=
-

+

35

51

=
-

+

232

26

=
-

-

3263

13

=
-125

23
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   En resumen  

Racionalización  

Consiste en eliminar las expresiones radicales en uno de los términos de 

una fracción, puede ser del numerador o del denominador. Se trabajan dos casos 

diferentes: raíz de un monomio y sumas o restas con al menos una expresión con 

una raíz cuadrada.  

ü Raíces de monomios  

En este caso, únicamente se trabaja con la racionalización de los denominadores. 

La esencia del procedimiento es extraer cada uno de los elementos del radical, 

multiplicando tanto el numerador como el denominador por una expresión radical, 

donde cada núme ro y cada variable tengan como exponente la resta del índice del 

radical menos el exponente original que tiene dentro del radical. Por ejemplo:  

Expresión  
Factor 

racionalizador  
Multiplicación  Simplificación  

ςὼ σώ

σώЍςὼ
 ς ὼ Ѝςὼ 

ςὼσώ

σώЍςὼ
Ͻ
Ѝςὼ

Ѝςὼ
 

ςὼσώϽЍςὼ

σώЍςὼϽЍςὼ

ςὼ φὼώ

σώЍςὼ
 

ςὼ φὼώ

σώϽςὼ

φὼώ

σώ
 

σὼ

Ѝσςὼ

σὼ

ςЍὼ
 ὼ Ѝὼ 

σὼ

ςЍὼ
Ͻ
Ѝὼ

Ѝὼ
 

σὼϽЍὼ

ςЍὼϽЍὼ

σὼЍὼ

ςЍὼ
 

σὼЍὼ

ςὼ

σὼЍὼ

ς
 

ςρ

Ѝτω

ςρ

Ѝχ
 χ Ѝχ 

ςρ

Ѝχ
Ͻ
Ѝχ

Ѝχ
 

ςρϽЍχ

ЍχϽЍχ

ςρЍχ

Ѝχ
 

ςρЍχ

χ
σЍχ 

ρπὼ

Ѝςυὼ

ρπὼ

Ѝυὼ
 υ ὼ υὼ 

ρπὼ

Ѝυὼ
Ͻ
Ѝυὼ

Ѝυὼ
 

ρπὼϽЍυὼ

ЍυὼϽЍυὼ

ρπὼЍυὼ

Ѝυὼ
 

ρπὼЍυὼ

υὼ
ςὼ υὼ  

ςὼЍςυὼ 
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Expresión  
Factor 

racionalizador  
Multiplicación  Simplificación  

Ѝὼ ώ

ὼώ
 ὼ ώ ὼώ 

Ѝὼ ώ

ὼώ
Ͻ
ὼώ

ὼώ
 

Ѝὼ ώϽὼώ

ὼώϽὼώ
 

ὼϽὼώ ώϽὼώ

ὼώ
 

ὼώ ὼώ

ὼώ

ὼώ ώЍὼ

ὼώ
 

Ѝὼ Ѝὼ

Ѝὼ
 

ὼЍὼ ὼЍὼ

Ѝὼ
 

ὼ Ѝὼ 
ὼЍὼ ὼЍὼ

Ѝὼ
Ͻ
Ѝὼ

Ѝὼ
 

ὼЍὼ ὼЍὼϽЍὼ

ЍὼϽЍὼ
 

ὼЍὼϽὼ ὼЍὼϽὼ

Ѝὼ
 

ὼϽὼ ὼϽὼ

ὼ

ὼ ὼ

ὼ
 

ὼ ὼ 

 

 

ü Sumas o restas con al menos un a expresión con una raíz cuadrada  

En este caso se debe indicar si la racionalización se hace en el numerador o en el 

denominador. En ambos casos se trabaja igual. Se busca que en el término 

racionalizado se obtenga la tercera fórmula notable, para eliminar  las expresiones 

radicales. La fórmula utilizada es ὥ ὦ ὥ ὦ ὥ ὦ, por lo que el término para 

racionalizar se deduce de la siguiente manera:  

Término a 
racionalizar  

Factor 
racionalizador  

Fórmula 
obtenida  

ὥ ὦ ὥ ὦ ὥ ὦ 

ὥ ὦ ὥ ὦ ὥ ὦ 
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Expresión  
Término a 

racionalizar  
Fa ctor 

racionalizador  
Resultado  

Ѝὼ ώ

ὼ ώ ώЍὼ
 Numerador  Ѝὼ ώ 

Ѝὼ ώ Ѝὼ ώ

ὼ ώ ώЍὼ Ѝὼ ώ
 

Ѝὼ ώ

ὼ ώ ώЍὼ Ѝὼ ώ
 

ὼ ώ

ὼώ ώЍὼ Ѝὼ ώ
 

Ѝὼ ώ

ςЍὼ ώ
 Denominador  ςЍὼ ώ 

Ѝὼ ώ ςЍὼ ώ

ςЍὼ ώ ςЍὼ ώ
 

Ѝὼ ώ ςЍὼ ώ

ςЍὼ ώ
 

Ѝὼ ώ ςЍὼ ώ

τὼ ώ
 

Ѝὥ Ѝσ

Ѝὥ Ѝσ
 Denominador  Ѝὥ Ѝσ 

Ѝὥ Ѝσ Ѝὥ Ѝσ

Ѝὥ Ѝσ Ѝὥ Ѝσ
 

Ѝὥ Ѝσ

Ѝὥ Ѝσ
 

Ѝὥ Ѝσ

ὥ σ
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Expresión  
Término a 

racionalizar  
Fa ctor 

racionalizador  
Resultado  

ЍὬ ω σ

Ὤ
 Numerador  ЍὬ ω σ 

ЍὬ ω σ ЍὬ ω σ

ὬЍὬ ω σ
 

Ὤ ω σ

ὬЍὬ ω σ
 

Ὤ ω ω

ὬЍὬ ω σ
 

Ὤ ω ω

ὬЍὬ ω σ
 

ρ

ЍὬ ω σ
 

Ѝὼ Ѝὼ ρ

Ѝὼ
 Numerador  Ѝὼ Ѝὼ ρ 

Ѝὼ Ѝὼ ρ Ѝὼ Ѝὼ ρ

ЍὼЍὼ Ѝὼ ρ
 

Ѝὼ ὼ ρ

ЍὼЍὼ Ѝὼ ρ
 

ὼ ὼ ρ

ЍὼЍὼ Ѝὼ ρ
 

ὼ ὼ ρ

ЍὼЍὼ Ѝὼ ρ
 

ρ

ЍὼЍὼ Ѝὼ ρ
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       Ejerc icios  

1.   Racionaliza las siguientes expresiones:  
 

1

3

1

2

2

3 2

3

2 3

= = =

= = =

a

a

a

b a

 

 

2.   Racionaliza las siguientes expresiones:  

 

a

m

a

a b

a b

a b

a b

b a

a

a

m

q m

a x

x a

x y

y x

= =
+

=
-
=

+

-
=

-
=

-

-
=

+

-
= = =

= =
+

-
=

-

-
=

-
=

+
=

-
= = = =

= = =
-
=

+
=

+

-
=

-

5

3

2

3 1

2

5 3

5 3

5 3

2

2

3

5 3

2 2

2 2

4

5 1

3

3 6

3

4 13

5

2 5

3

2 3

7

3 7

3

2 3

3

6

2

5

2

2 1

2

2 1

3 2

3 2

1

37 37

25 2

3 3 4

5

  

   

  2

5

4 6

8

3

1 3

2

5+
= =

+

+ b35

a b

a b

 

 

 

 

 

  



  

 

300 
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Situación Problema  

Se cortan las esquinas de una lámina de cartón que mide 20 cm de 

largo por 10 cm de a ncho, para hacer una caja rectangular sin tapa. 

¿Cuáles son los valores posibles para la altura x de la caja para que 

su volumen sea igual a 24?  

 

  

             Análisis de la actividad En este caso tenemos   

                      V = x(10 ï 2x) (20 ï 2x ) = 24x.  

 Al multiplicar se obtiene la ecuación 4x2 ï 60x + 200 = 24, que simplificada 

queda x 2ï15x + 44 = 0.  

     La Clave  

Ecuaciones cuadráticas  

Las ecuaciones de segundo grado son del tipo: ax 2 + bx + c = 0 con a 

 ̧0.  

      Ejemplos:  

 

1.  6x5x2 +- =0  2. 1x4x4 2 +- =0  3.  4x3x2 ++- =0  4. 
21 3

1 0
2 4

x x+ - = 

 

 

 

 

Tema 3 Ecuaciones Cuadráticas    
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2. Determine los valores de a , b,c , de  la ecuación  3x 2 + 3x -  18 = 0  

Resolución:  Como todos los coeficientes son múltiplos de 3, dividiendo todos 

los términos entre este número, se obtiene una ecuación equivalente más 

sencilla:   x2 + x  -  6 = 0  a  = 1; b = 1; c = -6  

3.  Determine los valores de    a,b,c     x 2 + 2 x  + 1 = 0  a = 1, b = 2, c = 1  

 

Ejercicios   

1.  Indica  el valor de los coeficientes a, b y c de las siguientes ecuaciones 

de segundo grado.  

 a b c 

a)  3x 2 + 2x ï 3 = 0     

b)  x2 + x = 0     

c)  
2

3
x ï x2 + 5 = 0     

d)  6 ï x2 = 0     

e)  2x ï 3 = x 2    

f)  3 + 5x 2 = 
2

3
    

 

 

2. Reconoce el tipo de ecuación de 2º g rado, indicando los valores de los 

coeficientes a, b y c:  
 

1.  2.  3.  

4.  5.  6.  

7.  8.  9.  

10.  11.  12.  
 

 

Ecuación de segundo grado incompleta  

Una ecuación de segundo grado es incompleta cuando los términos b 

o c , o ambos, son cero.  (Si a = 0, la ecuación resultante sería bx  +  c 

= 0 , que  no es una ecuación de segundo grado.)  

 

02x3x5 2 =-+ 01x9 2 =- 01x4x4 2 =++

0x2x3 2 =+ 09x6x12 2 =++- 025x36 2 =-

x110x11 2 =- 9x24x16 2 -=- 2x49 -=

15x45x121 2 -= 2x4x23 = 87x50 2 =
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La expresión de una ecuación de segundo grado incompleta es:  

          ax2 = 0;   si    b = 0    y    c = 0.  

I Caso Ecuación  de la forma    2 0ax c+ = 

Para resolver ecuaciones incompletas en las que falta el término en x , esto es, 

cuando b = 0, se procede de la siguiente manera:  

1.   Se escribe la ecuación en la forma  

 2 0ax c+ = 

2.   Se identifican los valores numéricos de los coefi cientes a y c 

3.   Se sustituyen los valores numéricos de los coeficientes en la fórmula  

                                                        

Deducción de la fórmula (*):  
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 Ejemplos  
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Ejercicios  

1.  Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado incompletas, 

explicando el proceso seguido.  

 

   a)  x2 -  16 = 0  

 

   b)  3x 2 -  147 = 0  

 

   c)  x2 -  144 = 0  

 

   d)  7x 2 = 343  

 

   e)  3x 2 = 243  

 

   f)  x2 -  24 = 120  

 

   g)  3x 2 + 12 = 0  

 

   h)  7x 2 -  28 = 0  

II Caso Ecuación  de la forma 2 0ax bx+ = 

 P r o c e d i m i e n t o  

Para resolver ecuaciones incompletas en las que falta el término c, est o es, cuando 

c = 0, se procede de la siguiente manera:  

1.   Se escribe la ecuación en la forma  

  

2.   Se factoriza la ecuación anterior obteniendo la ecuación equivalente  

                                                        

3.   Se iguala cada uno de los factores anteriores a cero  
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4.   Como se puede deducir una de las soluciones siempre es cero; la otra 

solución se calcula sustituyendo los v alores numéricos de los coeficientes a y b 

en (*)  

   

        Ejemplos Resolver  las ecuaciones:  

a)  2x 2 + 4x = 0 ;    b ) -3x 2 + 2x = 0 ;    c)  x2 -  x = 0  

Resolución :  

a)  2 x2 + 4 x  = 0  

Sacando factor común  x ,  resulta:  

 

  

î
î

í

î
î

ì

ë

-=
-
=Ý=+

=

=+

2
2

4
x04x2

ó

0x

0)4x2(x  

La ecuación t iene dos soluciones : x  = 0   y   x  = -2.  

 

b )  -3x2 + 2 x  = 0  

 Sacando factor común x, resulta :  

 

  

î
î

í

î
î

ì

ë

=
-

-
=Ý=+-

=

Ý=+-

3

2

3

2
x02x3

ó

0x

0)2x3(x  

La ecuación tiene dos soluciones  

 

 


