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desafio matematico,

) Capitulo | Nimeros o paso més para

aprender

'\_ & Nuestro primer
(4

Objetivos
Al finalizar el capitulo el estudiante debera estar en capacidad de:
1. Comparar numeros reales en sus diferentes representaciones

2. Seleccionar y aplicar métodos y herramientas para calcular y operar con
nameros reales

3. Utilizar la e stimacion, el calculo mental, el papel y lapiz o la calculad ora, segun sea el
caso, para el célculo de operaciones con nimeros enteros, racionales y reales
4. Planteary resolver problemas en diferentes contextos donde se requi era el uso

de las operacione sy r epresentaciones numéricas.

5. Utilizar diferentes representaciones para identificar y representar nimeros
racionales e irracionales

Conceptos clave

1. Irracionales 4. Cantidades 7. Reales
pequeias

2. Racionales 8. Operaciones
5. Cantidades Grandes

3. Recta numérica 9.Periodica y no
6. Expancion deci  mal Periddica




& Introduccion

Al ingresar al Tercer ciclo cada estudiante trae la habilidad de comparar y operar
tanto nimeros naturales como nimeros con expansion decimal hasta la

diezmilésima. L a potenciacion se trabaja en 6° Afio pero

con ejemplos muy basicos, principalmente de cuadrados y

cubos perfectos. Con respecto a las fracciones, domina sus
> ' diferentes representaciones y su operatoria. Conoce algunos
< ,  conceptos de la teoria de nUmeros, como por ejemplo
\/ namero primo, compuesto, divisores, multiplos, entre otros.

La conceptualizacion de los numeros enteros, racionales,

irracionales y reales junto con su operatoria, son temas
fundamentales en este ciclo y en toda la ensefianza Secundaria.
En este ciclo se aborda el calculo de s  umas, restas, multiplicaciones, divisiones,
potenciacion y radicacion para los nimeros enteros
Deseamos que este curso pueda resultarles de gran provecho y sobre todo de
motivacion para avanzar en los cambios que en la ense Aanza y aprendizaje de las
matematicas requieren nuestros nifios y jévenes.

“ Tema 1 NUmeros Irracionales “

, Situacion Problema

4 Observe los siguientes nimeros
.

A

1,217391304347826086695652173913043478260866956521739130434782608
6695652173913043478260866956521739130434782608669565217391 3043478
26086695652173913043478260866956521739130434782608669565217391304
34782608669565217391304347826086695652173913043478260866956521739
13043478260866956521739130434782608669565217391304347826086695652
173913043478260866956521739130434782608669565217391304 34782608669
56521739130434782608669565217391304347826086695652173913043478260
86695652173913043478260866956521739130434782608669565217391304347
82608669565217391304347826086695652173913043478260866956521739130

43478260866956521739130434782608669565217391304347 8260866956 52173
9130434782608669565217391304347826086695652173913014




2,71828182845904523536028747135266249775724709369995957496696762772407663035354
759457138217852516642742746639193200305992181741359662904357290033429526059563
073813232862794349076323382988075319525101901157383418793070215408914993488416
750924476146066808226480016847741185374234544243710753907774499206955170276183
860626133138458300075204493382656029760673711320070932870912744374704723069697
720931014169283681902551510865746377211125238978442505695369677078544996996794
686445490598793163688923009879312773617821542499922957635148220826989519366803
31825288693984964651058209392398294887933203625094431173012381970684 1614039701
983767932068328237646480429531180232878250981945581530175671736133206981125099
618188159304 169035159888851934580727386673858942287922849989208680582574927 ,,,

3,141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944592307816406286

208998628034825342117067982148086513282306647093844609550582231725359408128481
117450284102701938521105559644622948954930381964428810975665933446128475648233
786783165271201909145648566923460348610454326648213393607260249141273724587006
606315588174881520920962829254091715364367892590360011330530548820466521384146
951941511609433057270365759591953092186117381932611793105118548074462379962749
567351885752724891227938183011949129833673362440656643086021394946395224737190
702179860943702770539217176293176752384674818467669405132000568127145263560827
785771342757789609173637178721468440901224953430146549585371050792279689258 ...

Caracterice estos numeros, determinando semejanzas y diferencias entre ellos

- Andlisis de la actividad

Esta actividad tiene por objeto comenzar a estab lecer la existencia de numeros
irracionales mediante la exploraciéon de su notacién decimal. Es claro que después

de una minuciosa revision de las cifras de los tres nUmeros anteriores se puede
destacar una caracteristica comun a ellas y es que su expansion decimal es infinita.
Con respecto a las diferencias se puede observar que los dos ultimos numeros

tienen la particularidad de que su expansion decimal

Uno como tutor no tendran dificultad en notar que el segundo y el tercer nimero
son aproximacionesde ey ¢ r e s p e c t Eswelmablequessi esta actividad es
desarroll ada por el estudiante, Qquiz8s reconozc




En el contexto estudiantil es importante que la actividad promueva la identificacion
de nimeros que son racionales y los que no lo son, apoyados en la experiencia que
éstos han adquirido en 8° Afio en el tratamiento de los primeros.

Es importante que al identificar el primer nimero de esta actividad como racional,

hay que tener presente que se puede expresar como el cociente de dos nameros
enteros. Se puede cuestionar si los otros dos numeros pueden ser expresados de

esa forma.

Esta actividad puede servir como una oportunidad para introducir los niumeros
irracionales por medio del componente historico.

Todo lo anterior permite sen tar una base para que se pueda formalizar con los
estudiantes el concepto de numero irracional y sus diversas formas de
representacion.

Nota: Previamente es importante discutir como el nacimiento de nuevos tipos de
numeros obedece a la necesidad del hombr e por representar y modelar situaciones
gue no se ajustan a larealidad o las formas de representacion numérica existentes.

Repaso de conjuntos numéericos:

1) Numeros Naturales (IN): 0,1, 2 3, 45,6,7, 8,9, 10,
11, 12, é.

—_—

Ejerci cio : Complete los espacios utilizando uno de los simbolos i
segun corresponda:

a) -10 IN b) 884 IN ¢ ; IN d) 24,00 IN
1 5 7 18

e) < IN n 2 N g -7 IN h 2 IN

i) 9,25 IN

2) Numeros Enteros ( 7 ):

T7,i6,15,74,13,72,11 , O 1 2 , 3 , 4 |

10
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Ejer cicio : Complete los espacios utilizando uno de los simbolos [
segun corresponda:

12 2 4
a) — Z c) 8,72 ze) -— Z - 7
) T 872 ze) - 9 -
b) 14, 6 7 d) 8, 72727276 _f) 1240 7
*Nota: Los numeros naturales son un subconjunto de los numeros enteros.
Simbolicamente se escribe asi: IN E Z
3) Numeros Racionales ( Q ):
El conjunto de los numeros racionales esta formado por todos los nameros
naturales , los numeros enteros , las fracciones, los nidmeros con expansion
decimal finita y los nUmeros con expansion decimal infinita periédica
vAg
<QQ> Ejemplos de nimeros racionales:
L8y 17 2125 19,6 12,314 503 71 .282
2 3 5 3

11
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Ejercicio : Escriba i 6 1 segun corresponda

a9 Z ) s N

b) 12 _ A h) 3,75 Q.

0) g Q * i) 7209 Z

d i3 IN j) 4 7,28 IN

e) 1 z K -82 Q
5 5

f) 16 IN 1) 115 Q

* Nota : El conjunto de los nUmeros naturales es un subconjunto del conjunto de
los nUmeros enteros ,y los numeros enteros  son un subconjunto del conjunto de
los nimeros racionales . Simbolicamente se escribe asi:

INE ZEO

También se puede representar por medio de un esquema como el siguiente:

L Z -8 -7 6 -5 4 -3 -2 -
-9
10| IN 0123

-11 45678
910 11 12 .

7.1 274 83 ...

[y
[
LA

Ejercicio : Escriba E 6 E segln cor responda.

_a) INE z Q'  Q
=/ b) N Q i) z N
c0 ZEQ HNQ__ 1z

Q* E QF K) 2z Z

12
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- La clave

=" Un numero irracional es un nimero que no se puede escribir como el
cociente indicado de dos numeros enteros (una fraccion). Ejemplo: ¢
un namero irra  cional. Su valor aproximado es

3,14159265358979323846 218&ekmIsidrBd2cihtalme sigue ningln
patrén, por lo que se dice que este tipo de nimeros tiene expansion decimal infinita
no periodica

NUmeros irracionales famosos

Pi es un numero irracional famoso. Se han
calculado mas de un millén de cifras decimales y

*J I sigue sin repetirse. Los primeros son estos:

3.1415926535897932384626433832795 (y
sigue...)

El nimero e (el numero de Euler ) es otro numero
irracional famoso. Se han calculado muchas cifras

decimales de e sin encontrar ningun patron. Los
primeros decimales son:

2.718 2818284590452353602874713527 (y
sigue...)

La razdn de oro  es un numero irracional. Sus
primeros digitos son:

1.61803398874989484820... (y mas...)

Varias escuelas celebran eld ia de Pi el 14 de marzo. Usa la caricat ura para
sugerir por qué se usa  ese dia y a qué hora comienza la celebracién. (En inglés el
nombre de la letra Pi suena pai.)

1 P g Do by s v P Syt (__?f'
LE LLAMAMOS —— i
PLDE CALABAZA". ek PONGO ESTO AL FINAL HASTA

Ealiia N QUE COMPREMOS MAS,



http://www.disfrutalasmatematicas.com/numeros/pi.html
http://www.disfrutalasmatematicas.com/numeros/e-euler-numero.html
http://www.disfrutalasmatematicas.com/numeros/razon-oro.html

Muchas raices cuadradas, cubicas, etc. también son irracionales. Ejemplos

J3=1,73205080756887729352744634150509¢

J99= 9,94987437106619954734479821001216

Pero /4 =2, y J9 =3, asi gue no todas las raices son irraci onales
Los nameros irracionales son aquellos que tienen expansion decimal Infinito y
no periédico

<?AVI> Ejemplos  de nimeros irracionales:

£

a) 16, 712935148862¢e&). . e = 2,7182818284¢.
e) V3= 1,7320508MmFp= 3,14159265358976.
d) i v2 = 71,414213 56 é

CRITERIOS PARA IDENTIFICAR Y CONSTRUIR NUMEROS IRRACIONALES

Son nUmeros irracionales:

Cualquier La raiz de cualquier Algunos ndameros Todo
raiz de un ndmero natural, que no especiales ndmero
nimeyo es la enésima potencia cuya
de otro natural parte
J5 .47, 819 p =3141592. e=271828. || decimal
sea
V18,811, W2,3/5 infinita y
no
Ejercicios
1) Escriba | 6 1 segun corresponda:
a) 4 Q oo ¥ ___ e) 4s1 I
b) T 100 Q d) 2 Q f) 1420 I

14

—
| —



2) Clasifique los siguientes numeros como racionales o irracionales:

a 5 e)5 Y4 i) 4,21 8

b) 3 ho__ Do

¢ i7,5 g)B% k) i_z

d 1312 h) 7 529 ) 0, 12434343¢
Un nudmero irracional es el que tiene infinitas cifras decimales no perioddicas.

Ademas , no se puede expresar como una fraccién.
El conjunto de | o0s numeros irracionales se representa por Il.

vAg R =
<‘9VQ'> Ejemplos ‘ 14MesE2

¢,Cuanto mide la diagonal de un cuadrado cuyo lado mide 1 cm?
Aplicamos el Teorema de Pitagoras y calculamos la diagonal del cuadrado:

d?

lecm 3 'y
d=2—->d=+v2 cm

Il
—

Los nameros irracionales son nimeros decimales con un namero ilimitado de
cifras decimales no periédicas que no se pueden expresar en forma de fraccion y,
por lo tanto, no son numeros racionales.

Puedes comprobar con tu calculadora que J2  tiene infinitas cifras decimales no

period icas y no se puede expresar como una fraccién. Por eso decimos J2 gue es
un numero irracional.

Al calcular nimeros irracionales en la calculadora, debemos tener en cuenta que lo
gue vemos en la pantal la es una aproximacion. Observa el resultado de 2

15
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Situacion Problema
Demostrar que & 2 es un numero irracional.

"‘- B
A

- Andlisis de la actividad

Este tipo de actividad debe servir como un elemento que permite fomentar
procesos de argumen tacibn matematica. Por otra parte, el incluir elementos de
teoria de nimeros permite establecer conexiones con otros temas matematicos.

Esta demostracion se realizara por contradiccion, la cual se encuentra en
Elementos de Euclides, el texto con un mayor n Uumero de ediciones publicadas
después de la biblia. Cabe destacar que existen otras demostraciones de indole
geométrica y analitica para esta misma situacion.

Supoéngase que & 2 ¥ donde el maximo comun divisor de nyde nes.l.
Elevando al cuadrado a ambos miembros, se tiene
2 2
2y =2
2
2=
q
29° = p*
De lo anterior, n? es multiplo de 2, por lo que N es multiplo de 2 y puede ser
expresado de la forma =27Q k entero. Luego, 2r2=( 2'Q%2=4"G
n?=2"a
Con locual, n? es multiplode 2y 1 es mdltiplo de 2. Asi, 1y 3 son miltiplos de 2,
lo que contradi ce nuestra suposicion inicial. Por lo tanto, & 2 tiene que ser
irracional.

Nota: Esta demostracién clasica permite trabajar algunos elementos de la logica,
tales como el significado de la demostracién por contradiccion, donde se parte

de un supuesto verdadero hasta llegar a una proposicion que contradice dicho
supuesto, asi como los método s de induccién y deduccion. Ademas se utilizan
conceptos basicos de teoria de nimeros.

vAg¢

<,O[> : . . o . :
AR Ejemplos Identifica y clasifica los siguientes niumeros en racionales o
irracionales.

a)4,3235325é | rracional b) 3,010010001¢ lagional

C) 2,3334545¢ Raci onal d) 0,098 Racional

e)9,17173797¢ | rr aci onal f) 5,9865798657¢ Raci onal
¢La expresion (- + 2) es un numero racional o irracional?

16
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A
N4
=( )= Ejemplo
O
De acuerdo con lo es tudiado hasta ahora es claro cuéales, de los nUmeros que se
muestran a continuacioén, son racionales o irracionales.

a) %z 0,4 €s un numero racional

b) 8,15436 es un numero racio nal

c)-2, 10100100010000¢ es un n¥%¥mero irr
d) ¥12=1,21063., es un namero irracional

e) 5, 1616161616E¢ es un n¥Yamer
f) -2p es un numero irracional

g) € es un numero irracional

h) sen2 es un numero irracional

Otros numeros irracionales

En sétimoy octavo afio uste  d calculé la raiz cuadrada de nimeros racionales como:

4, 49, 1—96 0,25, 0,04, entre otros. Estos numeros tienen la caracteristica de que se

obtienen al elevar un nimero racional al cuadrado.

Surge entonces la pregunta, ¢sera posible calcular la raiz cuadrada de numeros
racionales que no son cuadrados perfectos? Considere la siguiente situacion

En la figura 3 se muestra un cuadrado formado por la unién de cuatro triangulos
isésceles rectangulos, cuyos catetos tienen longitud 1:

Recuerde:
h _ =]
, |
AN 1. La raiz cuadrada de un nimero
\// ‘ racional positivo  aes el Unico
1 1 1 namero positivo b que elevado al

‘ cuadrado esiguala a.
*;\' Ja=za U =a

Figura 3

17
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Cada uno de estos triangulos tiene un area de: —=0,5

Como el area del cuadrado viene dada por la suma de las areas de los cuatro
triangulos se tiene que el area del cuadrado es igual a 2:

A =05 +40,5 8,5 &5

Si X representa la medida del lado del cuadrado que se muestra en la figura 3 (Que
corresponde a la hipotenusa de cada uno de los tridngulos rectangulos) debe
cumplirse entonces que x* = 2. Luego se concluye que debe existir un nimero cuyo
cuadrado sea igual a 2.

El Gnico nimero positivo cuyo cuadrado es igual a 2 se representa por J2.

El concepto de raiz cuadrada  era conocido por los sumerios alrededor del afio 3 000
a.C. Esta Civilizacién, por métodos que aun se desconocen, llegd a resolver
problemas practicos de mucha complejidad para su época. Por la necesidad de
calcular el area de la superficie cuadrada de un terr eno, cuando conocian su lado,
construyeron tablas de cuadrados. Crearon tablas de raices, al darse cuenta de que

si conocian el area de una superficie cuadrada, entonces sabian de inmediato la
longitud de su lado.

Alrededor del siglo V a.C., los griegos ha bian demostrado que J2 no es racional,

es decir, no es posible expresarlo como el cociente de dos niUmeros enteros: J2 es
un nuamero irracional.

Un namero irracional es aquel que no se puede expresar como el ¢ ociente de dos
nameros enteros. Su expansiéon decimal es infinita y no periddica.

-164_1

— y  también
125 2

. . . 3
Son  ndmeros racionales  por ejemplo: Ela 7

1,327272727..-, 3,012012Son numeros irracionales por  ejemplo: ﬁ,p,pre,% y

también 1,320332033320.-, 51,01032042561

¢, Como determinar la expansion decimal de \/E? O sea, ¢,como resolver la ecuacion
x> =27 0 al menos ¢como encontrar un nimero racional que se aproxime lo mas
posible a la solucion de esta ecuacion?

Para lograr una aproximacion de J2 por numeros racionales, lo que es lo mismo,
buscar los primeros digitos de su expansién decimal, se escogen dos nimeros tales

18
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gue el cuadrado de uno de ellos sea menor que 2 y el cuadrado del otro sea mayor
gue 2, como se muestra a continuacion:

Sitoma x=1 setiene que 1’=1ysitoma x=2 entonces 2°=4.Como 1<2<4el
namero que se busca debe ser mayor que 1 y menor que 2. Considere ahora
x=1,1y x =1,9yrealice los calculos entonces  (1,1¥ =1,21y (1L9) =3,6; luego se puede
concluir que el nimero esta entre 1,1y 1,9.

De esta manera es posible acercarse mas y mas al nimero /2 tomando nimeros
mayores que 1,1 y menores que 1,9 y calculando sus cuadrados. En efecto:

Si x=14 entonces x*=1,96

Si x=15 entonces x*=2,25

Si  x=1,41 entonces x*=1,9881

Si x=1,45 entonces x*=2,102¢

Si x=1,414 entonces x* =1,9992

Si x=1,43 entonces x* =2,0449

Si  x=1,4142 entonces x* =1,999¢

Si x=1,414c entonces x* =2,0002¢
Si se contindia averiguando nimeros cu yos cuadrados se acerquen a 2, jamas se
lograra determinar aquel cuyo cuadrado sea exactamente igual a él, ya que su
expansion decimal es infinita y no periédica. Sin embargo, mediante el método
anterior, se pueden determinar excelentes aproximaciones . Por ejemplo
1,4142135, se llama una aproximacion por defecto, pues (1,41421352 = 1,999999¢
gue es menor que 2. Si 10on? {/2° 1,4142136 se llama una aproximacion por

exceso, dado que (1,41421362 = 2,000000(y es mayor que 2.

Asi x=1,4142135 satisface aproximadamente la ecuacion x*=2.Lomismoque X =
- 1,4142135,yaque (-1, 4142133‘»2 =1,999999¢.

19

—
| —



Para expresar el nUumero cuyo cuadrado es igual a 2, se escribe x=+/2 delo gue se
concluye, que:

x*=2 siysolosi x=v2 6 x= /2

Se dice también que la solucién X es igual a mas (menos) la raiz cuadrada de 2, lo
gue se acostumbra escribir como:

x’=2siysolosi x= /2

Ahora se sabe que J2 es un numero irracional, y por ende su expansion decimal
es infinita y no periddica, a veces usted se podria ver en la necesidad de acercarse
a él mediante un namero racional. En la préctica, si al resolver un problema del
entorno aparece un numero irracional, es necesario aproximarlo por exceso o por

defecto a un racional. Puesto que no se acostumbra comprar en la ferreteria J2
metros de cable 0 4 10onm? de ceramica.

Asi, ya se esta en capacidad de decir que el lado del cuadrado de la figura 3 mide
aproximadamente 1,4142135 0 gque es igual a J2.

A
Ao %4
<'DCV>4'> Ejemplo 1
Determine la solucién de la ecuacién X =5.
Solucién

Six?=5, entonces x= %/50bien x &,2360680 X & 2,236068.
Determine la solucion de la ecuacion x*=17.

Solucién

Six? =17, entonces x= %/17 obien x $,1231056 0

X &-4,1231056

Ademas de /2, existen muchas otras raices cuadradas de nimeros racionales gue
son irracionales. En general la raiz cuadrada de un nimero que no se pueda
expresar como el cuadrado de otro racional es un irracional.
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<1ch>4> Ejemplo:

S5

ﬁ J3esirracional, p orque 3 no es cuadrado perfecto.
1

\ﬁ es irracional, porque no existe ningin numero racional que elevado al

cuadrado sea igual a g .

f /0,1es irracional porque no existe ningln ndmero racion

cuadrado sea igual a 0,
También son numeros irracionales:

al que elev ado al

1 /6 porque no existe ningtin nimero racional que elevado al cubo sea igual a

6.
1 %A6porque 16 no se puede expresar como una
potencia de un numero racional de exponente 5.

2 : L, :
1 i/; porgue no existe ningln nimero racional que

elevado a la 3 sea igual a %

§ Y10 porque no existe ningtin nimero racional que

elevadoala1l0seaigual a7.
La raiz cubica de un niamero que no es el cubo de un

ndamero racional es irracional; la raiz cuarta de un
ndmero que no es una potencia de cuatro de un numero
racional es un numero irracional, etc. En general la raiz
n-ésima, %a, de un nimero a, ni N que no es una
potencia de n de un namero racional, es un numero
irracional y so n llamados numeros algebraicos.

A
Ao X4 .
<IDCV>4'> Ejemplo 2

a) Determine la solucion de la ecuacion x*=5.

Solucién

3
b) Si x®=5, entonces X:\/g, puesto que (3’/5) =5.

Laraizn -ésima, ni N, n
par, de un numero
racional positivo  aes el
Gnico numero positivo

que elevadoala n es
iguala a.

fa=b UL =a

Laraizn -ésima, ni N,n
impar , de un niumero
racional aes el Unico
ndamero que ele vado ala
n esiguala a

Ya=b U =a
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b) Determine el c onjunto solucion de la ecuacién X' =7.

Solucion

4
Si x*=7,entonces x= %7, puesto que (°<‘/7) =.
c) Por lo tanto el conjunto solucion de la ecuacion es:

(7.-47.

Determine la solucién de la ecuacién x® =5,

Soluc i6n

Si =5, entonces x=45 .

A .
7 YL Ejemplo 3

A
)

Determine la longitud de los lados de un cuadrado cuya area es igual a 15 cnr .

Solucion

Recuerde que si la longitud de los lados de u n cuadrado es xcm, entonces su area A

es A= x.Por lo tanto, si el area es igual a 15 cnt, se tiene que x> =15, entonces la

longitud de cada uno de los lados es x=+/15.

Observe que x= -/15 también es una solucion a la ecuaciéon planteada, pero en
este caso no tiene sentido considerarla, ya que X representa la medida de un lado
del cuadrado y por ende una magnitud positiva.

A

AT .
< = Ejemplo 4
:CVD: jemp

De acuerdo con lo estudiado hasta ahora es claro cuéles, de los nUmeros que se

muestran a continuacion, son racionales o irracionales.

2 , )
a) < =0,4 es un numero racional
b) 8,15436 es un numero racional

c)-2, 10100100010 O GOuUA numero irracional
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d) ¥12=1,21063.. es un numero irracional

e) 5, 1616161616 éesunnumero racional

f) -2 es un numero irracional

g) € es un numero irracional

h) sen2 es un numero irraci  onal
Ejercicios

1) Diga cuédles de los siguientes numeros son irracionales y explique su
respuesta.

a)3,14 b) V225 c) 2, 12122122214B222¢ d)

€) -4, 123123123126 0) '—éof)h) J2+2

) -1,4142 j) log5 k) ¥32 1) 2e+1

2) Use la calculadora para encontrar una expansion decimal que aproxime los
siguientes n Umeros irracionales:

a) p-e b) -2p c¢) & d) 3/5-7 e % f) sen 45°

3) Determine la solucion de las siguientes ecuaciones:
a) XX=8 b) x*=2 ¢) x'=1 d x°=25 e) x°= 32

El conjunto de los nameros irracionales, estd formado por todos los numeros
estudiado s en esta seccion y aquellos que comparten la caracteristica de ser
expresados como una expansion decimal infinito y no periddico
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Ejercicios

1) Diga cuales de los siguientes numeros son irracionales y explique su
respuesta.

a)3,14 b)) V225 ¢) 2,12122122214B222¢ d)

€) -4, 1231231231246q) _—éof)h) J2+2

) -1,4142 j) log5 k) ¥32 1) 2e+1

2) Use la calculadora para encontrar una expansion decimal que aproxime los
siguientes numeros irracionales:

a) p-e b) -2p c¢) & d) 3/5-7 e) % f) sen 45°

3) Determine la solucion de las siguientes ecuaciones:
a) xX’=8 b) x*=2 ¢) x'=1 d) x*=25 e) x°= 32

4) Determine cudles de los siguientes nUmeros son irracionales

) 9 6) 7 11)1,01001000 1
2) 410 7) 3125 12) Ve
3) 16 g8) {100 13) sen(45)
4) J22 9) log 12& 14) 1
7
5) J25 10) log44 15) 0

6) Escribe 5 ejempl os para cada uno de los criterios que sirven en la

identificacion de nUmeros irracionales.
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7) Responde:

a. ¢ Qué es un numero irracional?

b. ¢ Cuél es la diferencia entre nimer o racional y numero irracional?
c. ¢ Por qué afirmamos que el numero P es irracional?

8) Indica cuales de las expresiones que siguen representan nimeros racionales

cudles nUmeros irracionales.

a. 0,37 f. 2,2360679...
b. 0,13666... g. p

c. 5/13 h.2 pi3

d. 22/7 i.2+ 3

e. V2 j. J9

9). Escribe en tu cuaderno falso (F) o verdadero (V) segun corresponda. Justifica

tu respuesta.

a. 5 es un namero racional. b. 2,5 es un nimero irra  cional.

c. /2 es un numero racional d. +/10es un nimero irracional

e. Los numeros irracionales son racionales. f. Ningn nimero entero es racional
g. Algun nimero entero es racional. h. Ning Un numero irracional es entero
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i. Todo numero natural es entero j. Almenos u n namero irracional es racional

k. Algun nimero racional no es irracional l. Ningln namero irracional es entero.

10) Copia este diagrama de Venn en tu cuaderno y ubica en la regién

correspondiente cada uno de los siguientes numeros

Q
Z N
a. 2,5 d. 18 g. 8/3
b. 6 e. 1,41 h. %
c. -3 f.0 i. /25
11). Indica cuales de las siguientes cantidades son una represent acion de numero

irracional y cuales no.

a. 5 e. 39
b. V4 f :11
c. /9 g. 1/0,04
d. ¥4 h. ¥/- 8
N



Historia

Uno de lo s pueblos de Mesopotamia, los sumerios, determind la relacion:

longituddela circunferacia _
longituddel diametro

3

Asi, si la circunferencia media 60 codos, el diametro debia medir 20 codos.

Descubrieron que si usaban otras unidades de medida, por ejemplo, la p alma dela

mano, la relacion era la misma: si la longitud de la

circunferencia era 150  palmas, entonces el diametro debia
medir 50 palmas: De esta manera, los sumerios, habian
encontrado un nimero que miles de afios después seria

I l amado pi (¢ )matpnoatico 8uizo LganarchEuler
(1707 -1783).

Posteriormente, alrededor del afio 3 000 a.C., al aparecer
las fracciones, fue posible efectuar mediciones con mayor
precision, lo que permiti6 a los matematicos babilonios

trabajar este cociente como: El codo fue una unidad de
) ) ] longitud usada en varias
Iongﬂuc{dela Clr(?lfnferelaa = 3+} oloque esiguala 3,12. . culturas y era la distancia
longituddel diametro 8

Paralelamente a la sumeria se desarrolld la civilizacion

entre el codo y elfinal de la
mano abierta. Variaba de
un lugar a otro. La figura

egipcia y alrededor del afio 3 000 a.C., en un intento por
determinar el area del circulo sus matematicos muestra el codo egipcio
establecieron que pi (é) era i g (045m)delSigoXVa.C.
que se encuentra en el
3+} 19 3 16 Museo de Louvre. Paris,
6 6

Segun la Biblia, durante el imperio de David y Salomaén, los hebreos manejaron el
nYsmer o pi (¢) como 3

Durantemiles de afos se crey:- err-neamente que
con una cantidad finita de decimales, es decir, que era un namero racional. Esto,
debido a que los métodos de calculo eran ineficientes y al hecho de que los
matematicos recientemente es taban descubriendo las diferentes clases de
nameros.
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Debido a problemas economicos, politicos y de migracion, estas civilizaciones

desaparecieron y otras crecieron en su lugar. Una de ellas fue la griega y su cultura
se extendio aproximadamente, del afio 70
continuaron creyendo que
decimales. Por ejemplo, Arquimedes de Siracusa (287

22
6

3+

~N e

Al desaparecer el imperio griego resurge el romano (Il a.C.

desarrollo de la matematica fue muy pobre. Sus aportes se dieron en el campo de

=314.

las leyes y la administracion.

pi

(o)

0 a.C. al ano 300 d.C. Pero aun ellos,

S e

pod?2a

expresar con

-212 a .C.) lo calcul6 como)

Al surgir el imperio Arabe se enriquece la matematica y en particular el estudio del
desaparece
Europa y durante todo este tiempo los mateméaticos continuaban creyendo que

n¥amer o
(¢) er a
sus

pi

un

m®t odos

(o).

de

Cuando

c8l cul

periodo en su exp ansion decimal, se emp

o

os deci

a finevedel

€es

de ¢

- V d.C.) cuyo aporte al

pI

n ¥2meSin@mbargo; ¢orfannae lla. humanidad iba mejorando
ma |
ez0 a dudar de su racionalidad.

de ¢
Observe

Babilonios, (4 000 a.C.),p =3

Babilonios, (3 000 a.C.)p =3,12
Egipcios, (3000 a.C.)p =3,16
Hebreos, (4 000 a.C.)p =3

Griegos, (300 a.C.)p =3,14

algunosdatos i ndi cando aproxi maciones
Los Hindues | Siglo | p =3,004
Los Chinos | Siglo Il p =3,1415¢
Los Hindues | Siglo IV p =3,14169Z
Los Chinos Siglo V p =3,141592¢
Los Arabes | Siglo XV p =3,14159265358979:
Los Siglo XVI p =3,141592653589793:
Italianos
Los Belgas Siglo XVII p =3,14159265.. 35
decimales
Los ingleses | Siglo p =3,14159265..127
XV decimales

El matematico aleman Ferdinand VVon Lindem

¢ no

er a
y en consecuencia
decir, se estaba en pre

raci

onal ,
su expansion decimal tenia que ser infinita y no periodica. Es
sencia de un namero irracional.

por

f
| 28
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Situacién Problema

“ Determine entre qué par de numeros naturales se encuentra el
] nimero /33

- Andlisis de la actividad

Este problema tiene por objeto hacer uso de la estimacidon para realizar
aproximaciones de raices cuadradas y se espera que el mismo se pueda generalizar
para los casos de raices cubicas, cuartas, etc. Aqui seria muy facil hacer uso de la
calculadora, pero no se debe perder de vista que la estimacién es una habilidad
muy importante que se debe ejercitar constantemente para facilitar la resolucion
de ciertos ejercicios, por lo que esta actividad constituye una oportunidad para ello.

Se pueden retomar elementos trabajados por el estudiante en afios anteriores. Por
ejemplo, la relacion que existe en tre las potencias y las raices

3 — a 3/ ——
77=343 343 =1 De ese modo, se puede recurrir a la nocién de potencia para

ir realizando aproximaciones

=4 F=9 4 =16 5 =25 6° =36

25< 33 <36c¢on lo que

J25<4/33 </36

O sea ,+33 se ubicaenrtre 5y 6 Como detalle complementario es interesante
exponer el método utilizado por los babilonios para aproximar una raiz cuadrada

o La clave

E’f Utilice su calculadora para obtener una aproximacion racional para los
_— NUMEeros w w w W 0 0 WM MIiupw W 0 6 6 6 6 0 0

b. ¢, Considera usted que los nUmeros anteriores son iguales

En algunas ocasiones puede utilizarse la calculadora para obtener aproximaciones
decimales a los numeros irracionales con el objeto de determinar su posicion en la
recta numérica. No obstante, debido a la limitada cantidad de digitos que pueden
mostrarse en las pantallas de las calculadoras, no siempre es posible utilizarlas
para establece r el orden entre dos 0 mas numeros.

Por ejemplo, en muchas calculadoras los numeros M 0 0w w0 w i wwuaparecen
aproximados por el mismo numero racional, a pesar de que ambas raices son

( )
L 2 )



distintas. Si deseamos saber cual de las raices anteriores es mayor, la
ha ayuda,

no sersgv
distinto.
En este

9909.

Al gunas veces es
utili zamos. Si
diremos que | a

de

mu C

caso,
comparemos sus subradicales.

c omo

0Ss

por

2 ndi

| o

ces

gue

de

ca

| cul

as

AS 2 Powwowowwowidw e wnwwopues®ad 999 999 991 < 999 999 999

verdadero valor.

conveni e

t enemos d

mej or

de

nt e
0S

estas

saber
aproximaciones

quewuv

Cuando el valor que se utiliza para aproximar una cantidad es menor que su valor
real, se dice que se tiene una aproximaciéon por defecto. Si el valor aproximado es

mayor que su valor real, se dice que se tiene una aproximacién por exce

A
<ﬁ> Ejemplo
1. Utilice su calculadora para determinar la segunda potencia de cada uno de
gue se anotaron en la primera fila de la siguiente
tabla. Anote cada resultado en la casilla que se ubica bajo el numero
correspondient e

los nUmeros racionales

SO.

1

11

1,2

13

14

15

1,6

1,7

1,8

1,9

N

XZ

1

a bk wn

Explique por qué se puede asegurar 1,4 aproxima por e
Utilice su calculadora para determinar la segunda potencia de cada uno de

Explique por qué se puede asegurar 1,4 aproxima por defecto a

¢, entre cuales de los nimeros racionales del arreglo anterior se ubica

2

XCeso a \/§

los nimeros racionales que se anotaron en la fila en la siguiente tabla. anote
cada resultado en la casilla que se ubica bajo el nimero correspondiente

X

1,4

1,41

1,42

1,43

1,44

1,45

1,46

1,47

1,48

1,49

15

X2

1,96

2,25

¢ Entre cuales de los niumeros racionales del arreglo anterior se ubica el

namero W¢? Observe

Si se tiene una aproximacion por defecto y una por exceso, se puede utilizar su

semisuma para acele

—
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Dado que (1,415" = 2,002224> podemos asegurar que  1,41<+/2 <1,41%. Tenemos

entonces que 1,415 se aproxima por exceso a J2 con dos cifras decimales con
exactitud

Ahora podemos calcular la semisuma de 1,41y 1,415,

+ .
Estavez %5: 1,4125 se aproxima por defecto al valo rde /2 ( por

qué ?)

Observe que con el conocimiento anterior obtuvimos una mejor
aproximacion del valor real de J2, si embargo , dado que 1,4125y
1,415 coinciden hasta la segunda cifra decimal , solo tenemos con certeza que las
primeras dos cifras decimales de nuestra aproximaciones coinciden con el valor real
gue buscamos

Es claro que este procedimiento puede repetirse tantas veces como sea necesario
a fin de obtener aproximaciones cada vez mas cercanas al valor real de J2

Un numero Real puede tener difere ntes representaciones , por ejemplo

[

. 1 . .
también —~— . También podemos cal cular expresionescomo  +/5° - 3 donde obtenemos

V2

J22 .Podemos verificar también que ~ 12=2/3

- Analicemos la situacion

¢, Entre que par de numeros consecutivos esta J50?Podemos ver que  +/50 es un
numero irracional que esta entre 7 y 8 mas cercano a 7

. Determine tres nUmero s irracionales que estan entre 9y 10

Es sencillocomo /8l es 9 y /100 es 10,todas las raices cuadradas a partir de
81y antes de 100 van a estar entre 9y 10

A .
<?C>d[;1emplos
AYA

1. Determine dos numeros irraci onales entre 12y 13
Primero 12 =144 y 1% =169 entonces todas las raices cuadradas después de
144y antes de 169 estan entre 12y 13

\145=12,0415946...... . .
Son numeros que estan entre 12y 13

\/168=12,9614813968.
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) Ejercicio s
1) Escriba entre cuéles nUmeros enteros consecutivos  se encuentra
cada una de las siguientes raices:

a) J21 d) i %1000
b) %925 e) T 209
C) 319 f) - 254
2) Clasifique los siguiente s niUmeros como racionales o irracionales:
a) 5 e)5 ¥4 ) 4,218
3 : -27
b) 7 o ) : 5
. 1 25
c) 17,5 g)3 > k) I
d) i 312 h) 7 529 )y 0, 1243434

3) Determine 3 numer os irracionales estre los siguinetes numeros

a) 5y6

b) 21y 22

c) -3y-4

d) -26y-27

e)

4) Pruebe que 2<+5 </6 8 3

5) Encuentre dos niameros consecutivos a 'y b que cumplan a<45 b

6) Determine entre cuales nuemeros enteros se encuntre los suiguie
numeros irracionales

3é

ntes

a. 3/7 b. Jl_ES C. E’/ﬁ
d. 5 e. 3-17 f. -e

g. V3, h (%) A
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7) ¢Cual es el mayor de los niume  ros anteriores?

8) Ordene de forma descendente (de mayor a menor) los niUmeros de la parte
6.
9) Ubique los numeros de la parte 1 en la siguiente recta numeérica

periodica. Es decir, se estaba en presencia de un namero irracional.

10) Escriba dos numeros irra  cionales que estén entre los nimeros dados.

n1__ ., 2 22 _, 335, 6 4 -9,
5 -12 _,  -11 6) %he _, 1—32 N4, 3125
8) V23 ., 6 9 -10__, -9 10e__, p
11) -5, 2e 12 -e ., €6 13) % I

Orden de los ndmeros irracionales

, Los numeros irracionales al igual que los nUmeros enteros y racionales
y

. mantienen una relacion de orden, por lo tanto se puede comparar con
] otros nimeros y determinar cuales son mayores o menores segun sea
el caso.
I . 10
Vamos a ordenar los siguientes niimeros de menor a mayor: /29 > J9 2/3

J29 = 5.385164807...

10_
Tenemos que 2
J9=3

2./3=3.464101615...

Asi podemos ordenar de menor a mayor Jo 23 1?0 J29
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\" Recordemos que las cantidades estan ordenadas de menor a ma yor .Por
- /) . L . . ,
%L' lo tanto siempre mas a las izquierda van los menores y mas a ala derecha

#¥= van la s mayores

A

Ejemplos

1) 24/3> 2/3 Por eso la misma expresion positiva es mayor que toda la
expresion negativa

6 6 .
= <4 Recordemos que c en su forma decimales 1,2 por lo tanto es menor que 4

2 ) Complete con los signos <,>,= segun corresponda

2J5<5/2yaque2/5 =4,4721..6 2 =7,071

Ejercicios

1. Complete utilizando los simbolos > < =, para cada uno de | os
siguientes pares de nameros racionales e irracionales

9 5 - 18 4ic o 2 e %
15 3 % w 25 #is I Se
§ — § m— 29 3 s
4 =5
m J2 2 2 2 - -7
9 3 ﬁ -

—
w
N
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, Situacién Problema

' Observa los numeros y responde.

|

A

-27 g J16 MZopop o\ﬁx p
a) ¢Q ué nimeros son naturales? J16
b) ¢Qué n Umeros son enteros? -27 16
L , 3
c) ¢Qué num eros son racionales? -27 < J16 MZopopopX
d) ¢Qué numeros son irracionales? J7 p
e) ¢Qué nimeros son reales?  -27 g JI6 mMZopopofiXp
La Clave

o
ﬁj:'{ El Conjunto de los niumeros reales
}9,_,

En forma paralela a la aparicion de las fracciones, surge el concepto de nimero
irracional, de manera que cientos de afios a.C., con excepcién de los niameros
negativos, ya se tenia idea, aunque no completa de lo que actualmente se llaman
nameros reales. Recuerde que los nimeros negativos aparecen tardiamente en

la historia, pues se cree que los primeros en referirse a ellos fueron los hindues
alrededor del siglo V d. C. pero no fue sino a finales del siglo XV, que fueron
aceptados como verdaderos niumeros.

A finales del siglo XIX, se tenia una idea bastante precisa de como eran todos los
nameros; asi que cu ando Georg Cantor cre0 la teoria de conjuntos se empez6 a
hablar del Conjunto de los NUmeros reales.

¢, Como esta conformado entonces el conjunto de los numeros reales?

Este conjunto esta formado por todos los niumeros que se han estudiado desde
sétimo afio ha sta este momento.
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El conjunto de los numeros reales contiene a todos los nimeros es tudiados hasta
ahora, es decir:

s OO0 O y )0 2.
La expansion decimal caracteriza a los nUmeros racionales y a los irrac ilonales.

Asi; un nimero es irracional si su expansion decimal es infinita y no periddica, por
el contrario la expansion decimal de un racional es infinita periodica o finita.

De manera que, un numero no puede ser al mismo tiempo racional e irracional.
Dicho de otra forma, un namero puede ser solamente racional o solamente
irracional.

Esto significa que la interseccién de ambos conjuntos es vacia, es decir:

v, I n,

r

Se define la union de ambos conjuntos como el conjunto de los nimeros reales

<

v M 9.

P2 2B +1
T e «3/5
2,101001...
27 +1 sen3
log3 37+e )/
Q I
R
La union de los nimeros racionales (Q) con los nim eros irracionales (Il) forma un
nuevo conjunto que se denomina el conjunto de los nimeros reales ( IR).
R=QuUI
[ Naturales (IN)
' Enteros (Z) |
|

Enteros negativos (Z°)

Racionales (Q) | Fracciones

Reales (R) | [ Exactos

' Decimales | Periodicos puros

 Irracionales (I) . Periddicos mixtos
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vA¢
< >
Ay

Ejemplos

El Conjunto de los Numeros Reales Positivos

define como:

FI oM gD T8

se denota por

a yse

A consiste en aquellos niumeros reales que tienen signo positivo. Son ejemplos

de nimeros reales positivos

El Conjunto de los NUumeros Reales Negativos

gh-Mv .

comao.

9 N a Do T8

se denota por =

y se define

A consiste en aquellos numeros reales que tienen signo negativo. Son ejemplos

de numeros reales negativos

Asimismo, se cumple que

vAg¢
<l >
y

Ejemplo
v jemp

th ch -h WM.

1. Simplifiqgue al maximo cada expresion matematica. Indique a su vez si cada
expresion es u n numero racional o irracional.

a) M w b) Wy
Solucién Solucidn
Mw X xMo 8 Wp ¢ tc cligv I8
c) Ugu d uy
Solucién Solucién
v ¢ Vic v s TR CN L8
e) M cu ) or
Solucién Solucién
( |
1 3 )




2. Simplifique al méximo
numero racional o irracional.

Solucién

¢ tu ¢ tu
X X tX
C U PyX
X X X

U TT

T

[ 40

eiindique asuvez silaexpresionesun

tv o .
C v ﬂN\JhJ
X X
¢ tu —
N \I8
X X
Phon o
ox
|
J

Qw5 0T Mgt ¢ T8
9) Moc Solucién hy -  Solucién
o ¢ ¢tc qrcnvg, - PP P P
Ny C C C
%N o8
) V@ T Solucion ) _ Solucién
Npt et WC ¢Nw. — —
TTWptTT
Fi w Mpi_w %CN v 8
Kl U o fg tu Solucién
o tc tu o to t¢ fu
otv o ¢ X UV v \8
t




3. Discuta la validez o no validez de la siguien te proposicion

o T o T o T X8
Solucion La proposicion es falsa porque
g T o T 8
4. Clasifica los siguientes nUmeros decimales en racionales o irracion ales y explica

la razon:

a) 0,55555555...
b) 0,125689312...
c) 1,3525252...
d) 0,75

Solucion:

a) 0,55555555... RACIONAL porque es un numero decimal periédico y se puede
expresar en forma fraccionaria

b) 0,125689312... IRRACIONAL porque es un name ro decimal no periddico.
c) 1,3525252... RACIONAL porque es un numero decimal periédico y se puede
expresar en forma fraccionaria

d) 0,75 RACIONAL porque es un numero decimal exacto

5. Clasifica los siguientes numeros decimales en racionales o irr acionales y explica
la razén:

a) 1,3030030003...
b) 2,1245124512...
C) 4,18325183251...
d) 6,1452453454...

Solucién:
a) 1,3030030003... IRRACIONAL porque es un numero decimal no periddico.
b) 2,1245124512... RACIONAL porque es un namero decimal periddic oy se

puede expresar en forma fraccionaria. Su periodo es 1245

c) 4,18325183251... RACIONAL porque es un numero decimal periddico y se

puede expresar en forma fraccionaria. Su periodo es 18325

d) 6,1452453454... IRRACIONAL porgue es un nimero decimal no periodico .
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7. Clasifica los siguientes numeros decimales en racionales o irracionales y explica
la razon:

I N g gL

3 100001

Solucion:

a) P |IRRACIONAL porque el numerador de la fraccidn es un nimero decimal no

periodico.

b) J23 IRRACIONAL, ya que la solucion de la raiz tiene ilimitadas cifras decimales
no periédicos .

B3

C) = IRRACIONAL, vya que el numerador de la fraccion tiene ilimitadas cifras

decimales no periodicos .
-1

100001
periodico.

RACIONAL porque el cociente de la fraccidbn es un nimero decimal

8. Utilice los simbolos  ~he hOhi seguin corresponda

) Fo—— v =
Solucion

Solucién

v U P pN v 8

c) p - p Q__ \. Soluci 6n d ¥ __ . Solucién
N 0.
e) I a. Solucion O. f) \__ o . Solucibn E.
9. Escriba F sila opcion es falsay V si la opcion es verdadera dentro del parén tesis.

Justifique su respuesta
a) ( )Si avicn v entonces @es un numero irracional.
Solucion

Verdadero. @ Wcn \.
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b) ( ) La expresion — representa un nimero racional entero.

Solucién

Falso. — - Representa un ndamero racional no entero.

. 4 .
c) ( ) Laexpresi6 n o representa un niumero entero.

v —
Verdadero. — = — Y ¢N Y.

d) ( )La expresion uiv t v @ X @ $ap ta cual no se encuentra un periodo, representa
un namero racional.

Falso. El nimero es irracional

10. Escriba la suma de dos numeros irracionales cuyo resultado sea un nimero
racional.

Solucion

Una posibilidad es sumar un nimero con su opuesto. Por ejemplo: -3v 8,=0
J5+ /5 8

11. Encuentre tres nimeros reales que sean mayores que 2 y menores que 3.

Solucién

Se pueden dar infinita cantidad de  ndmeros. Por  ejemplo:

J5, e, g 417, 2,425 2,73452178643;
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12. Justifique , si la siguiente afirmacion es falsa o verdadera.
. v
\lesy\/zlg " & Q .
i 23y

Solucidn

La afirmacion es fals a pues % es un numero irracional, en este caso solo aparece

escrito en forma de cociente pero no corresponde a una fraccion pues no es el
cociente de dos numeros enteros.

Ejercicios Resuelve y marcacon ( "H) si el resultado perte nece al
conjunto indicado.

Operacion N/ Z Q|1 R
(3,24 -2,38): 043
0,125-1/8
100-2.24:5
-1 : 100
/9
V5 -3
2. Evalla las siguie ntes afirmaciones y escribe (V) verdadera o (F) falsa.
1 Hay nimeros enteros que no son racionales. ()
i Existen nimeros irracionales que no son numeros
reales. ( )
1 Todo numero r eal es racional o irracional. ()
i Cualquier numero decimal es un namero real. ()
( ]
L )



3. Use los simbolos

expresiones:

\l A,Q,Z,R,N y complete las siguientes

QNZ= nuQ =
NHNZ= NAOIl =
QUZ= NNR=
4. Encuen tre tres numeros irracionales entre %y 1.

Encuentre tres niUmeros irracionales entre

6. Escriba F si es falso o V si es verdadero

() 3,93+ 5,JT6%
|

O 34163257
|

&0

<o

<o

() ZNR=Z

()

() {-33T6252 {
|

B () $3916417p 1—:
|

QNR=R

<C ;>
5.

<o
%.

-2y-1.

7. Determine en el siguiente cuadro a que conjuntos pertenece los siguientes

nameros
N Il N Z Il

Jp+3 NG
0 log,125
3125 1

3
1,010010 2

[+ )




3 3.8
75+
N N
3_J§ e- 3e
2
ser(60) tan(45)
ser(45) - tan( 3( In®
cog( 30

Nota la raiz con indice par y el sub radical negativo no es un numero real

A

A4 .
< = Ejemplos
CV> jemp

J-1 1R
4-256 TR
8. Escriba AFo 0 AVo seg¥%n sea falso o v
a)%l'z h) 1324 1 IR mz E I
b) 64 I IN ) V=25 1 IR n)IR EQ
c) 1151 | i) #2096 1 IR o IR E Il
d)|% Q k) IN E IR DIl EQ
e) 2431 IR 1) z E | qQ Z E IR
f) 10,8121 I NnQ E IR

g) Siun numero es racional, entonces también puede ser irracional.
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9. Determine la notacidon decimal de cada uno de los siguientes numeros reales,
e indique si es racional( Q) o irracional( 1l ).

a) '|'§: f) 4 30 =
b) 2p = g) 12> =
c) 127 = hy ip+7=
d) i 4625 = i) %:
13 _ . 15 _
e)?— i) IE_

Situacion Problema

J
Y Dadas las coordenadas a, b, c, d, e, y f como se muestra en la

1 figura:

1. ¢Cudl es el punto més proximo de a t b?

1
2. ¢cyde =72
iy r

f
3. ¢cyde — ?
iy 5

4. ¢Quién es mayor € o0 |a|?

- Anélisis de la Actividad

Aunque esta actividad se puede resolver con relativa facilidad sustituyendo por
valores aproximados los numeros r epresentados, se debe pensar en la justificacion
de las conclusiones por medio de argumentos que hagan referencia al uso de las
propiedades de los numeros.

Por ejem plo , en el caso de la pregunta 1 , Se pueden considerar propiedades
como el signodea tb,y silamagnituddea tb esmenoro mayor que la de bpara
concluirque el valor m  as cercano a dicha expresi  0n es d.
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En el caso de 2 , se puede aprovechar que al ser d un valor ubicado entre Oy 1,

1 . . .
3 representa una cantidad mayor que u no (inclusive mayor que 2), por lo que fes

el valor mas cercano.

En En 3,basta determinar en la representacion graficael punto medio entre 0 y
f, con lo que e es el valor mas préximo. En iv se aplica la nocion de valor absoluto
para concluir que a esta a una mayor distancia que e con respecto al cero. Asi que

|a] >e

La clave

Recta numérica La recta numérica siempre va de valores menores a
valores mayores en sentido de izquierda a derecha. Podemos ubicar infinidad de

cantidades de ella

negativos positivos

A

8 7 6 5 4 3210 1 2 3 4 5 6 7 8

Dada una recta cualesquiera se puede establecer una correspondencia biunivoca
entre sus puntos y los nimeros reales, es decir, que a cada punto de la recta se le
asocia un numero real y a cada numero real le corresponde un punto de la recta.
Histéricame nte este hecho se le atribuye a Richard Dedekind
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A
VLAY
<‘PCV>Q'>EJempIo
Trace una recta numérica y ubigue en ella, de manera aproximada, los siguientes
ndmeros reales: - 2,1,\/_3,0, -1, e ,2,«/1.

<« | | , ! >
e 2 424 0 1 32

2) Para localizar estos puntos de la recta se busca una aproximacion del numero

que se desea ubicar.

Trace una recta numérica y ubique en ella, de forma aproximada, los siguientes

numeros reales: 3/fL - log17, %
< | | 1 | 1 [ >
- log17 0 1 % 2 311

3) Ubique en forma ordenada las letras correspondientes a cada numero en la
siguiente recta.

a=3 b=31, c==15, d=2¢, k=-345, f=

Observacion: en estos casos en importante el uso de la calculadora para tener
un valor aproximado  en notacién decimal de los nUmeros que no son enteros.

b | =
=}

, g=——, h=—23

a

1 —

g =
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4) Sia= 2 Como /2=1,4142135 . Se ubicara entre 1y 2 antes de 1,5

T ,— 34
——+3¥19 ——
4 4
-6 -5
1.5
- t — -
-2 -1 ] | 2
Para representar un numero racional - enlarecta numérica se efectta la operacion

% @y se obtiene la expansion decimal aproximada por medio de la calculadora.

Para representar un  numero racional o irracional en la recta numérica se obtiene la
expansion decimal aproximada por medio de la calculadora.

A
Vv .
<ICV>I>EJemp los

1. Represente en la recta numérica los siguientes numeros reales
a) uft @
Solucién
5 526 ]
b)
N .— OT
— |/| W —
T T
Solucion
A 0T .
- Np w — vhtt
T T
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Ejercicios

1. Use aproximaciones para localizar en la recta numérica , de manera
. - . 5 2e
aproximada, los siguientes niumeros: % p € <31, 3
2. Dibuje una recta numérica y represente en ella los siguientes

nuameros reales:

18 3 % T g i 2 T3p+ 12 320 el 7
Sugerencia  Se debe hallar la notacién decimal que le ¢ orresponde a cada

namero real, y luego se ubican estas cantidades en la recta numérica.
3. Ubique los nimeros en la recta numérica
a) 18 c)]’%z il,6 €) I3p+12 = 2,57522203¢
g) e i 7= 14281718 é

b)3%:%:3,5 d iv2=1i1,414213%¢é 20= 2,7144176.

Ahora se ubican las cantidades obtenidas tomando en cuenta solo el primer
decimal:
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4. Ubique en la recta numérica los siguientes nimeros reales

35
1) a=-32, b=3N2, c=-5d =8, e=-430, f=4600, g =-J25, h=y=312, i==, j=445
6 -5 -4 -3 -2 -1 0 I 2 3 4 5 6
27 3e St Se 3¢ . Tx W3 s W
2) “__T'b_T'L__T'd_T'E__EQI_T'H__ 3 = > -'——T1J=_ 1
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

a. uvhc o
b. - WVp w —
c. A Q
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6. Encuentre ¢ uales nimeros enteros se encuentran las siguientes cantidades

. N2 a -5 h) -2¥4

2

b. /60 b 2 ) log,125
c) ¥50 g) -2e j) - ser(70)

7.Sefnales las cantidades anteriores en la recta numérica

7. Represente cada pareja de niumeros irracionales en la recta numerica.

a) 2,0y%

2 -43
4 2
-t —tt
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0¢
0¢

Uso de los simbolos h en 4

Es importante que se dominen las siguientes notaciones en A

Concepto Notacién Significado
Wes mayor W T WN £
que T O
que @ es
positivo
@ es menor W T WN A
que Tt O
que @ es
negativo
@ es mayor W W W VA
que
@ es menor W W W VA
que
@ es mayor W W ® WowWw W
o igual que
W

® es menor W ®» WoOWw W
o igual que
W
westaentre | ® © & | o «ho
Wy a. Q

g Laclave

Ej’ Ley de Tricotomia en 9
..Q———"

La ley de la Tricotomia en s permite comparar dos nameros reales y afirma que
para todo par de nimeros reales OYya®d 06d 0wo®d @

Los nameros positivos estan a la derecha del T y los nUmeros negativos estan a
la izquierda delTt
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Para comparar dos numeros racio nales, se puede aplicar la siguiente propiedad:

Propiedad

~ o~ o~

- - siysolo si Gt Of®

Para comparar dos numeros racionales e irracionales se puede obtener la expansion
decimal aproximada por medio de la calculadora y luego se aplica la siguiente

propiedad:

A :
<YC>4'> Ejemplos
AYA

1. Coloque los simbolos

Propiedad

Sean ¢ftoN A. @ @ siysolosi  ®
esta a la izquierda del punto wen
la recta numérica.

6 O segun seael caso.

a) - - b) — —
Solucién Solucién
Cuv pw - -. w Yy — —.
c) tipuw — d pdg o Pl o
Solucién

o 5 p T . Solucioén

ey pwX g WX oo p&o

e) ¢A Vo A Vw
Solucion
ch Vo yixo A Vw ¢p 8
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2. Escriba F sila opcion es falsay V si la opcion es verdadera dentro del paréntesis.
Justifique su respuesta

1. () v o

Solucién

Verdadera.

2. () vV W Xt W vow X
Solucién

Verdadera.

3. () w vt v @

Solucién
Verdadera.

4. () o ot ¢

Solucion
Falsa. w @t ¢
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Ejercicios

1. Complete utilizando los simbolos > < = para cada uno de los
siguientes pares de numeros Reales

19 5_ 10 18) fie 12 22) e 3
3 ] 3
5 25 5
B3 o 9 = 125 23) =3¢ _1se
- 5
4 . -6
16) 327 = 20) i3 =6 >
—3 -5 24) —e —
5
-
7 % % Vs B 25) = 2e
p—— °~
2. Ordena de menor a mayor y representa en lar ecta real los siguientes niameros:
a) 10,75 b \/g 03 @ 2 g - 050

3.) Comparay escribe >, < 0 = seglin corresponda.

(1) v2-8i15 V2 -053
(18) v7+1,16 2,64575 + 716
(19) 35— v2+17 12-14142+8

(80) 18- 29 +n 9-58+3,142
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4.) Comparay escribe >, < 0 = segun correspon da.

@ e v = -7 @ s Z
157 i N2 e
@) 2 7 (&) 37 SN = 3
5) Ordena de forma ascendente los siguientes nimeros
<24 1 - e
Y25, ——, =, -3 .= 7
H 2 1 4 1 \III'_I 3 2 2-
Valor absoluto de un nimero real
Si wN a se define el valor absoluto de w por
‘ 0wO&B 1
W 006 n
Propiedades
Si WM a9 entonces
a) LB T
b) L& $ w8
C) B8 Tsiysolosi w T
d) Wtus LBtIR
e) - £2siy T
==
f) & Vo si &€ es unnimero
par.
g) W B BB IR
vAY Ei
< = Ejemplos
PVQ
1 Determinea) S @S b) s mS Solucion
Solucion S @S . S TS T
o TU L Jo Vo p.
o 0o p Wo 1 Luego p WMo Wo p
0_ —
T T
e) ¢ Wp X Solucion
¢ Wpx ¢ Wpx

—
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2. Determine el valor exacto de

i ;—ESQQ N ygs

Luego, localice el nUmero en la recta numérica e indique si el nUmero es racional
o irracional.

Solucién

3 .Calcule

20- 457 |4 - 4109, |Y3 -VEH. fe- I

Solucién . Encuentre la expansion decimal de la cantidad que esta dentro del
valor absoluto y luego use la definicién

|2e -3 57| = 2e -3 57 puesto que 2e-3¥Y57° 1,5882 (
|4 _.3/_10q: -4 +310yaque 4- 3100 ° 00,6415 |
|4/34 _./27|:4/ 34 -/ 2pues /34 -J/272 c

l-e-p| = 4Secompruebaque -e p @

. . Ejercicios

YV 1. calcule

a) |15 - VT3 b) |viz -vTH ¢) |3-vi3

d) |vio -p| e) |vis +v13 ) |-vis Vi3
( ]
L %% )




Determine el valor absoluto de

Ya-5+ 3 Va= 6. Yi-6+2 Y=

Yi-6 - 2 Yat Va-5 - 3 Va Ya- 13Va= 7. Ve A+16Y+%-3 - 11+ 6YF
30 92-16 -6956= 8. 946956+97®966-=
6695-960+697-9860= o - e s ‘:
3 - s +-4 == 10. - _14 - 3 +3 ‘:

Situaciéon Problema

De acuerdo a la recta numeérica adjunta, ¢ Cual es un posible valor

Js1 oo
-+ + —t £ $ + i
9 aip 11 12 13
) &a410 ( ) a4101 (

De acuerdo a la recta numérica adjunta, ¢ Cual es un posible valor de a ?

(

)

310 ( ) 6

—

60

()

-3
> ¢ )

dea?
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Andlisis de la actividad
De acuerdo a la recta numérica adjunta, ¢ Cual es un posible valor de a ?

N TR T
-+ t »— + ¥ ; b
9 a 10 11 12 13
( ) a10 X) 495 &a101¢( ) 480

De acuerdo a la recta numérica adjunta, ¢ Cual es un posible valor de a ?

-3
( x ) 3o () e I ( -29
E—
3 ‘ u
Ny La Clave
~ &,
Laraiz n -ésima, ni N, npar, de un nimero racional positivo aesel
anico numero positivo que elevado a la n esiguala a.
Ya=b U =a
Laraiz n -ésima, ni N,nimpar , de un nimero racional aes el tnico numero que

elevadoala n esiguala a.
Ya=b UB =a

A

A\ X4 .

< = Ejemplos
P(V“) jemp

1. Determine la solucién de la ecuacién x° =5.

Solucién

Six*=5, entonces x= ¥/50bien x &,2360680 X &2,236068.

61

—
| —



2. Determine la solucion de la ecuacion  x* =17.

Solucidn

Si, X2 =17 entonces x= /17 o bien x &,1231056 o

X &4,1231056.
3. Determine la solucién de la ecuaciéon x*=5,
Solucién

3
4. Si x*=5, entonces X =\/g, puesto que (5’/5) =5,

Determine el conjunto solucién de la ecuacion X' =7.

Solucién

Todo numero, positivo o
negativo, elevado a una
potenc ia par es positivo.

Todo numero nhegativo
elevado a una potencia
impar es negativo.

Todo namero positivo
elevado a una potencia
impar es positivo.

4

5.Si x*=7,entonces x= %7, puesto que (°<‘/7)4 =.

Por lo tanto el conjunto solucién de la ecuacion es:

(47,47,

6. Determine la solucion de la ecuacion x* =5,

Solucién

Si x°=5, entonces x=45 .

d)

Ejercicios

1) Determine el conjunto solucion de las siguientes ecuaciones:
a) x*=0,003¢ b) x*=0,001 c) x*= 9,001
xX*= 7 e) x'=64 f) x* =17

2) Busque dos objetos cilindricos (tarros) de difere ntes bases. A continuacion,
mida longitud de la circunferencia de la base y el diametro de cada uno de ellos.

Tome las medidas lo mas precisas posibles y calcule una aproximacion al valor de

p en la misma manera que lo hicieron los sumerios. ¢ Cuantos decima les exactos
hall6 para p?

3) Se construye un jardin circular cuyo radio diAmetro mide 16 metros y se desea
hacer una cerca con una malla que vale 5000 colones el metro.
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a) Exprese el largo de la malla en términos de p.

b) ¢ Cual es el largo de la malla si se considera p° 3,147

c) ¢ Cuantos colones costara la malla si aproxima P por exceso a un numero con
tres decimales?

d) ¢ Qué diferencia en colones tendra que pagar usted si el duefio del almacén usa
una aproximacion de  p con seis decimales?

4. Determine unvalor p ara x en las siguientes ecuaciones. (Use la calculadora)

1) x =25
2) x' =27
3) x' =5
4 x"=10
5/ x"=6
6 x =11

5. Ubique un numero irracional con representacion radical entre cada par de
ndameros consecutivos en la siguiente recta numérica

|

o
dn

|

L

|

(N1

|

=
Ped =
L= o
I
L S

Operaciones con radicales

Operaciones

Para introducir una  expresion radical en la calculadora el elemento mas importante
es el indice, pues éste nos determina cual boton se utiliza. Dependiendo de la
calculadora, los botones se pueden utilizar con raices en su primera 0 segunda
funcion. Algunas tienen hasta una tercera funcion. El color de la funcién determina
cudl es el procedimiento para utilizarla:
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U Si aparece en color blanco sobre el boton, se trata de la funcién principal,
por lo que simplemente éste se presiona y se utiliza con normalidad.

U Sila funcion se ve en color amarillo, es la segunda funcion, por lo que es
necesario oprimir primero SHIFT (ubicado arriba a la izquierda) y luego el
boton ubicado debajo de dicha funcion.

0 Silafuncién se presenta en color rojo, se trata de la tercera funcion, por lo
cual es necesario oprimir primero ALPHA (ubicado a la derecha de SHIFT) y
luego el boton ubicado debajo de dicha funcién.

En laimagen adjunta, se aprecia la calculadora

mas reciente. En ésta, la raiz cuadrada (de CASIO fx-510ES PLUS
indice ¢) es una funcion principal. En ese NATURAL-UP.AID.
mismo boton, la raiz cubica (de indice o) es la — —
segunda funcion. b

A su derecha, se ubica el botén para elevar al 3 .

cuadrado o al cubo (exponente ¢y o© 0 Sln(}:)d}i

respectivamente ). A la derecha de este boton
se ubica el que permite elevar a cualquier
potencia como funcién  principal y radicar con
cualquier ot ro indice como segunda funcion.
De esta manera, se puede comprobar en la

calculadora el resultado  de operaciones como A R RS R
s siguientes: = H“igi“l?ﬂ?ﬂ? ﬂP >
D V'Y STO - i % 9 X 3acPcY M- M
VC XN QiAC
.V umlp @ xWC
.M T oWt Y Vo
-

STATY [ CMPLXq ’rBASEJ

g Xip p o Vio
VG T ¢cdo W T1
¢ g

1
2
3
4. -
5
6

O también se pueden resolver problemas,
como por ejemplo, determinar el valor de wtalque w o wComo la radicacion

corresponde a la operacion inversa de la potenciacion, se tendria que ® Vo
pPBILLPPOTTPOCBOTOPCCX P
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Para cada raiz

A
cuadrada se usa el v

v
botén <IPV 2= Ejemplos

1. Determine el perimetro de la siguiente figura

v V13 45 + V13 +4/2 ++/2 +/27

El resultado de la operacion es de 17,4717 aproximadamente
Por lo tanto, el area del poligono es de aproximadamente 17,4 717

2. Determine el area del siguiente rectangulo

VT+5

El perimetro es 2(/7+5) +2 93 19,1

Nota : Hay infinidad de raices que tienen solucion en IR. Las
Unicas raices que no tienen solucion son las que tienen de indice un numero par y
subradica | negativo .

Ejercicio:  Halle la soluciéon de los siguientes radicales e indique cuéles
no tienen solucién.

a) ¥-64 =
b) -25 =
o) 4129 =
d) 2187 =
e) X-7776 =
f ¥-256 =
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Simplificaci _6n de Radicales

vAg o . o .
<pol>Ejemplos: Simplifique al maximo los siguientes radicales.
Vv

a) /360 =
Soluciéon

1) Se factoriza el subradical:
360
180
90
45

WWOoINDNDN

1
En este ejemplo la raiz es cuadrada, es decir, que el indice es 2. Por consiguiente

con | os factores se forman potencias el evadas ¢
raiz. Al salir de la raiz el exponente se cancela porque se divide entre el indice.

\J360 = V2272 % 3% =

293 V295 =
610
b) 1944 =
Solucién:
1944 | 2
972 | 2 1944 = Y2912 ¢ 3% = (En este caso las
486 | 2 ] potencias deben
243 | 3 32y % = ser de
81 |3 exponente 5 o
27 | 3 3 8 PO
9 3 multiplo de 5 )
3 3
1
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Ejercicios  Utilice la calculadora  para calcular las siguiente
operaciones

D) 749 = 9) |22 = 10) /36 =
81

81 =
2 71 = 11) 81
3) J-81=
4) J-64= 12) 3222 = 13) 3320 =
5) 1 /64 = 14) 3343 =
6) 310° =

15) i [290 -

169
7) 44 =
8) i /252 =
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2. Simplifique  al m aximo los siguientes radicales.

a) /6480 = c) EJE =
3\ 100

b) 4 /5000 = d) 80 40,0001 =

3. Resuelva las siguientes operaciones con radicales:

a) 2.5 +7 5 = 0) 43547 3250 +53-128 =
D) 53193 = o L e 1 2+ Ly
c) 410 +2 101 510 = q)\/g.l.g o8 i [27 -

4 3 16

f) 43182172 = « [2 .1 [18 ¢ [2 _
r)|\/;+§\/;|\/£

09) 2%4 1533 +3%a =

) 348 +Z =

K) 6 V27 i 5 a8 =
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4. Hallen el perimetro de cada una de las siguientes figuras

a) 3V5

<)

AC
BD

=4
=6
D
5. Utilice la calculadora para
o J15 5 Y216 _
J5+4/3 R/108
)M: ]) 1 =
J2+43 1+42
12(J/3- 5) . V20 _
J3+5 20++/20
32
Vs
2 3
a —\/_- + =
) 1- V2 J2+1
o ~2
a J2 0o
d &8&—_0 =
) &/2+439 ®
1
(\/_«/_2)3 18 =

nn
33

b)

3

calcular las siguientes exp

)} E =
1+/3

k)ﬂ:
J10- V2

resiones:

2.4/15 1

N

Q)%—
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7. Halle el valor exacto del area de las siguie ntes figuras

1+v27

b) ki) 0
{
|
o Vs ] _ 3V2
V20 B 2V3

8. Todas las figuras tiene areas 1 Hallen las incognitas indicadas con X .
Expresen todos los resultados sin radicales en el denominador

) f—— VE-v2 ——

b)
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9. Efectua las siguientes operaciones:

1 v2(/32 - V50 + 18] 1 V3(V108 - V27 + 48]
1 (V5 - v3) (65 +643) 1 (66 - 63) (V6 ++3)
1 (446 - 443) (V6 +43) 1 (V180 + 16220 - V18)

a [25 9G4 16
8®— + [=0a&/32- 3./=0
! ;;SE ﬂe?r 28

10. EfectGa las siguientes operaciones:

1 2316 + 33/54 - 3128 + 3/250 1 24/4375- 4/9072- 34567 + Y112

54176 - 34891+ 64/6875- 241425¢

1 231029 - 53192 + 33/648

Tema 3 Cantidades Grandes o
pequeia

= Situacion Problema

El suefio de un costarricense por
buscar una forma de viajar a Marte mas
rapidamente estd mas cerca que nunca. El 26
de noviembre del 2011 a las 10:25 am, la
NASA envi6 a dicho plan eta el Rover Curiosity
de la misibn Mars Science Laboratory de la
NASA y después de aproximadamente 563
millones de kilometros de recorrido liberé un
vehiculo explorador que tocé suelo marciano el
6 de agosto del afio 2012. Su proposito:
investigar si algun a vez este planeta ha tenido
condiciones favorables para el desarrollo de la
vida2 . El cientifico costarricense Franklin
Chang Diaz viene desarrollando con su equipo
de trabajo desde hace varios afios un motor de
plasma que reduciria el tiempo de viaje a 3 9

Imagen cortesia de Victor Habbick y
FreeDigitalPhotos.net
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dias aproximadamente. Esto puede contribuir a que se puedan explorar planetas
distantes en un menor tiempo. Con base en la informacion anterior,
¢aproximadamente en cuantos metros por segundo permite el motor desarrollado

por el doctor Chang aumentar la velocidad para futuros viajes espaciales tomando
como referencia la desarrollada por el motor de la nave espacial Mars Science
Laboratory?

-Analisis de la actividad

El propoésito de este problema es el de introducir el uso de unidades d e mayor
rango, gue permitan expresar <cantidades extrer
este caso la distancia entre dos puntos diferentes en el universo. De paso, se
podrian implementar actividades con cantidades sumamente pequefias que
permitan también justific ar el empleo de unidades inferiores al milimetro,
relacionadas al tamafio de las células, el radio de un nanotubo de carbono, etc. En
esta oportunidad, dado que los estudiantes trabajaran con cantidades muy grandes
y que la elaboracion de una estrategia que permita dar solucion al problema debe
ser lo primordial, el docente puede permitir el uso de una calculadora para facilitar
las labores de calculo y asi hacer un uso inteligente de la tecnologia. Se pueden
conformar parejas de estudiantes para trabajar di cho problema, pues la idea es
brindar oportunidad al estudiante de intercambiar ideas con su compafero y
argumentar con propiedad su posicion respecto a ellas. Esto permite activar los

procesos Comunicar y Razonar y argumentar. Para establecer dicha difere ncia, los
estudiantes deben obtener las velocidades que se

desarrollarian con cada uno de los motores. Para el caso Mes Cantidad de dias
del motor que llevé al Curiosity a Marte, primero hay que Noviembre, 2011 3
notar que las unidades en las que se pide brindar la Diciembre, 2011 1
respuesta no correspondenal  as mencionadas en los datos Enero, 2012 1
formulados en el problema. Es asi como la accion Febrero, 2012 29
estudiantil debe ir orientada a realizar las conversiones Marzo, 2012 11
necesarias para expresar las unidades en la forma Abril, 2012 30
requerida. Como la nave comenzdé su viaje el 26 de Mayo, 2012 3
noviembre del 2011 y finalizé el 6 de agosto del 2012, los Junig, 2012 30
estudiantes necesitan considerar primero la cantidad de Julio, 2012 ES|
dias que dur6 la nave en llegar a Marte. Para una mejor Agosto, 2012 6
representacion de los procedimientos, se puede usar una Total 254

representacion tabular como la siguiente: M
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Luego, se procede a realizar la conversion del tiempo empleado a segundos,
pasando primero por las conversiones a horas y minutos. Dado que un dia tiene 24

horas: 254 x 24 = 6 096 horas. Dado que una hora tiene 60 minutos: 6 096 x 60

= 365 760 minutos. Dad 0 que un minuto tiene 60 segundos: 365 760 x 60 = 21

945 600 segundos. De ese modo, con el motor convencional se duraron
aproximadamente 21 945 600 s. Como se recorrieron 563 000 000 km, se realiza

la conversion a metros. Cada kilometro tiene 1000 metros, con lo que se obtiene
583 000 000 x 1000 = 563 000 000 000 m. Finalmente, la velocidad aproximada

a la que viajo dicha nave se consigue al dividir la distancia por el tiempo, con lo

que 563 000 000 000 6 21 945 600 & 25 654, 35
desarrolla el doctor Franklin Chang, se efectia igualmente la conversion a las
unidades correspondientes. En el caso del tiempo, se realiza la conversion de dias

a segundos: 39 x 24 x 60 x 60 = 3 369 600 s. Considerando la conversion
realizada anteriormente para el caso de la distancia entre los planetas, se obtiene
finalmente que la velocidad que desarrollaria el motor del doctor Chang seria
aproximadamente de 563 000 000 000 + 3 369 600 & 167 082,15
motor que implementara el doctor Chang permitiria aumentar la velocidad en 167

082,15 71 25 654,35 = 146 427,8 m / s aproximadamente. Esta actividad puede
complementarse con un problema que trabaje con cantidades muy pequefias y asi
durante las etapas de discusién y comunicacion de resultados se pueden establecer
comparaciones y valorar la necesidad de incluir en nuestro sistema de medidas

otras que permitan facilitar la forma de expresar las cantidades que son muy

grandes o mu y pequefias, reflejando otros contextos que necesitan ser conocidos

por el estudiante.

' :4;’ La Clave

£  cantidades muy grandes 0 muy pequefas

En este apartado se trata de resolver problemas con unidades de medida y sus
multiplos y submultiplos. En la escuela se estudiaron tres multiplos (kilo, hecto y
deca) y tres submultiplos (deci, centi y mili). Sin embargo, la lista es mucho méas
extensa. Para los multiplos se tienen las siguientes equivalencias:
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Prefijo Simbolo Equivalencia con la unidad Potencia

yotta & PMTTMMMMMNMMTMTITIMTTMATIMITT P T
zetta ® O TU TU T TT T TT TT 7T T 7T TC 7T TT 7T TT p Tt
exa Y P TU TUTL TU ML TU T 7T TT T 7T 7T p
peta 0 P TU TUTE TU T TT ML TT T TT 7T p T
tera Y P TUTUT TU ML TT ML TT TT p
giga O PTUTUT TT T TT TT p Tl
mega 0 p TU TU T TT p Tt
kilo Q PTITLTT p T
hecto Q p1mTt p T
deca Qw p Tt pm

Para los submultiplos se tienen las siguientes equivalencias:

Prefijo Simbolo Equivalencia convla unidad Potencia
deci Q TP p T
centi @ i P p T
mili a Tt 1T p pTI
micro ‘ Tt T T p p Tt
nano ¢ T MM T 1T P p T
pico j THTU TUTC TUTC 7T T 7T P p T
femto Q TUTU T T 7T 70 7T 70 7T 7O 7T O p Tl
atto @ TUTT 7T 70 7T T 7T T 70T TUTT 7T P p T
zepto a TUTU 70T TC T 7T T TC T 7T 70 70 7 7T P p T
yocto ® MM MMAMIMIAMITMITMIWITL P 1T

Se debe recordar que al subir en cada tabla se debe dividir la cantidad dada por la
equivalencia y al bajar se multiplica la cantidad da da por la equivalencia.

A
VY
<l > i
Q Ejemplo
1 En un laboratorio de biologia se esta analizando un tipo de célula sanguinea
gue presenta un diametro de 1 000 000 000 00 , a cuantos Gm equivale dicha

cantidad .
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Primero:  Se determina la posicién de los prefi jos, para determinar el valor que se
utiliza, se cue ntan los espacios que hay entre los prefijos a utilizar:

Prefijo | Simbolo | valor
Giga G 10°
Mega M 10°
Kilo k 10°
Hecto h 10°
Deca da 10!
unidad 1
deci d 107"
centi ¢ 107
mili m 107
micro M 10°°
2. Sise convierte de unidades pequefias a unidades grandes se divide el
namero entre el valor obtenido, como sigue a continuacion:
1 000 000 00@m 119(;:”; j, = 0. 00@00

Concluimos que la cantidad de
1 000 000 000 000 gm

en Gm equivale a 0.000001Gm

3. Se puede resolver el siguiente problema:

Los acaros son causantes de algunas enfermedades como alergias,
sarnay demas. Un 4caro tiene una longitud de ¢ ¢ & Sise hace una
fila con acaros, ¢cuantos se requieren para abarcar p TO @

Para determinar la respuesta, es necesario tener las dos medidas en la misma
unidad. La forma mas facil de hacerlo seria convertir ambas medidas a metros, que
es la unidad de medida con la que se esta traba jando. Asi, se tiene que
CY & cyimmmne TMTMC Q)
pTOGE p oM@ Tipa

—

75

—t



Luego, como la medida de la longitud de un acaro es menor que la de la fila, se
divide la medida de la fila por la longitud de cada acaro:

e O Y X wuX

Por lo tanto, para cubrir los p ™ ade la fila con &caros, se requiere tener oL Xde
ellos

4. Mi servisio de correo electronico gratuito me ofrece una capacidad de
almacenamiento de 10 Gb , sin un disco compacto CD tiene una capacidad de
700MB ¢, cuantos discos compactos equivalesn a al capacidad de almacemamiento
de mi correo?

Un Gigabyte equivale a  2*°=107374184. bytes

Un Megabyte a  2*° =104857¢ bytes

10 Gigabyte equivale a 107 2°bytes

700Megabytes seria 107 2°bytes

Por lo que dividimos la capacidad del correo por la capacidad de cada CD
(1072°) fi700 %) 1: 1012°) {700 #) 1:CD’S Aproximadamente

5.Un Cabello tiene 80000 nanometros de diametro ¢, Cual es la medida en metros?
Un Nanometro tiene 102 metros . Entonces el diametro de un cabello es
800001 10° =0,0000mts

Ejercicios

A. Realice las siguientes conversiones de unidades

1) Exprese 25000000 kmam

2) Convierta 230000000000000000000 pm am
3) Conviert a 0,00235 Das a s
4) Convierta 900000000 g a Mg

5) Convierta 4 m a nm
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6) A cuantos km equivalen 82000000

7) Exprese 40000000 s a ms

8) Convierta 5000d m am ?
9) Convierta 200 Hm a m
10) Convierta 300 Mg a mg

11) Convier ta 20 Kg a g

m

12) Cuantos nm equivalena 0,000000058 km

2. En la siguiente tabla se muestran las distancias medias al Sol de cada uno de

planetas del sistema solar

Mercurio
YWenus
Tierra
Marte
Jdapiter
Saturmo
Uramo

MNeptuno

57910

108 200

149 &00

1T 429 400

2 870 990

4 504 300

a. Cual es la distancia en metros entre la Tierra 'y el Sol?

b. .cuantos ceros consecutivos se u bican al final del nUmero que representa la

distancia en metros entre la Tierra 'y el Sol?

c. "Justifique la validez de la igualdad
m."

d. ¢cual es el factor de conversion correspondiente a los mega metros (Mm)?
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3 Realice las siguientes conversiones

456000 g ng 23Gm dm
110 Hm Gm 88 cl dal
80 nl f 95 Gg kg

0,69pg dg 0,5fm um
8 um m 40 Ml m|

4. Resuelva los siguientes problemas
a. Las bacterias son microorganismo que tienen un tamafio tan pequefio que se
mide en micrometros ( por lo general 0,5 y 5 mm de lon gitud ) Exprese esa

longitud en picometros

b. En un laboratorio en Suiza se coloca un nanotubo de carbono de 50
nandémetros de ancho para derretir el cobre ¢, Cuél es esa medida es micrémetros
C. Mi laptop tiene un disco duro de 500 Gb , si mis archivos apr oximada mente

ocupa 1000Mb y mis programas ocupan 150 Gb ¢, cuanto espacio libre hay en mi
disco

d. Acabo de comprar una laptop con un disco duro de un Terabyte . ¢ Cuantos
gigas tiene de capacidad de almacenamiento

e. Simidisco duro tiene una capacidad de 1,5T ¢ cuantas llaves de 32G caben
en ese disco duro
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Practica de la unida 1
Seleccion Unica

1) Considere los siguientes numeros:
l. -23,534
.  100,01111..

1. 7,10100100001.

¢, Cudles de ellos corresponden a numeros c on expansion decimal
periddico ?

A) Solo el | C) Solo el 11l

B) Ellyelll D) ElllyelllI

2) Elnimero 3J11 en notacion decimal es aproximadamente:
A) 3,32 C) 9,95

B) 12,00 D) 33,00

3) Considere las siguientes proposiciones:
I. 30 es un namero racional.
I. 2p €S un namero racional.
¢, Cuales de ellas son verdaderas ?
A) Ambas C) Ninguna
B) Sololal D) Solo la I

4) Considere las siguientes proposiciones:
l. J10- 1 es un nimero racional.
. - 2,33744t es un numero irracional.

¢Cudles de ellas son verdaderas ?

infinito no

A) Ambas C) Ninguna
B) Sololal D) Solo la Il
( ]
L ? )



5) Considere las siguientes relaciones:
l. 33>3 esun nimerora cional.
. 3,121121112.s ¥ es un numero irracional.
¢ Cudles de ellas son verdaderas ?
A) Ambas C)Ninguna
B) Sololal D) Sololall

6) Considere las siguientes proposiciones:
l. -5 esunnimero no real.
1. J3p es un nimero real.
¢ Cudles de ellas son verdaderas ?
A) Ambas C)Ninguna
B) Sololal D) Sololall

7) Considere la siguiente representacion gréfica:

s r - v e e S, — fp———

0 1 2 3 A4 ]
Deacuerd o con | a representaci-n anteonies; un posi l
A) ¥4 C) 27
B) 50 D) %64

) - (V2)
8) Elresultado de % corresponde a:
A) 1 C) 3

3 7
B) 2 D) 2
9) Elresultado de i‘/§(’§é—g es:

3
NIRE B) ¥

3
B) 3f C) 232
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10) Elresultado de 9J32- 2/27 -2/ ¢ es:

A) 9J2- 5/3
B) 32/2- 5/3
C) 32/2- 6/3
D) 28/2- 18/3
11) De acuerdo con el Sistema Internacional de Medidas, 1 nanGmetro equivale a:
A) 100 000 00 metros.
B) 1000 000 00 metros.
C) 0,000 000 00 metros.
D) 0,000 000 000 Metros.
12) De acuerdo con el Sistema Internacional de Medidas, el nimero 3 000 000 000
equivale a:
A) 3 gigas.
B) 3 teras.
C) 3 nanos.
D) 3 megas.
13) Considere las siguientes proposiciones:
l. " 0" pertenece al conjunto de los nimeros reales.
Il. 4 pertenece al conjunto  de los nimeros irracionales.
De ellas, ¢cudl o cuales son  verdaderas ?
A) Ambas
B) Ninguna
C) Sololal
D) Sololall
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14) Un numero irracional corresponde a:
A) 22

B) 42

C) (v2)

D) (V)

15) Considere las siguientes proposiciones:

l. V-2 representa un nimero real.

1

Il. 4% representa un namero irracional.

De ellas, ¢ cual o cuales son  verdaderas ?
A) Ambas
B) Ninguna
C) Sololal
D) Sololall

16) Considere las siguientes p  roposiciones:

. p xB8

. 3<e

De ellas, ¢cual o cuales son  verdaderas ?

A) Ambas

B) Ninguna

C) Sololal

D) Sololall

17) ¢ Cual de los siguientes numeros es no real?
A)
B)
C)
D)

& 3o &
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18)

A)

B)

C)
D)

19)

¢, Cual de los siguientes numeros tiene expansion decimal infinita no periédica?

Si " x" representa nameros irracionales con la condicién

valorde" x"es:

A)
B)
C)
D)
20)
A)
B)
C)
D)
21)
A)
B)
C)
D)

A)
B)
C)
D)

N

J8

o

J10

Elnimero /6 se ubica entre:
oy 1

1y 2

2y 3

3y 4

La expresion /5++/289 es equivalente a:
J294

175

J1445

J5+17

22) La expresion 17- /529 es equivalente a:

J512
J546
V17- 23
V17- 423

2<x <, entonces, un
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23) En el siguiente cuadro se presentan algunos dispositivos de memoria o de

almacenamiento de informacién (unidad de medida byte " b") y su respect

capacidad de almacenamiento:

Nombre del _ _ _ _
_ N Capacidad de almacenamiento de informacion
dispositivo
Disco
700 Mb
compacto
Disco duro
1Tb
externo
Llave maya 16 Gb
Micro SD 8000 Mb

Con base en el contexto dado, considere las siguientes proposiciones:

Tiene mas capacidad de almacenamiento la llave maya que el disco duro

externo.

La capacidad de almacenamiento de la llave maya es mayor que la capacidad

de almacenamiento de la micro SD.

De ellas, ¢.cual o cuales son

A)
B)
C)
D)
24)
A)
B)
C)
D)

Ambas
Ninguna
Solo la |

Solo lall

verdaderas ?

Dos megametros equivalen a:

2x1¢ metros
2x1F metros
2x10 metros

2x13? metros
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) Capitulo Il

Geometria

Nuestro primer
desafio matematico,
un paso mas para
aprender

Habilidades Especificas

Al finalizar el capitulo el estudiante debera estar en capacidad de:
1. Utilizar n ociones basicas de geometria analitica

2. Determina las medidas de lados e Hipotenusa de un triangulo rectangulo
3. Aplicar las razones trigonométricas basicas (seno, coseno, tangente) y | as
diferentes contextos.

relaciones entre ellas en

4. Determina gr ados y radianes de un Angulo

5. Visualizar y aplicar caracteristicas y propiedades de figuras geométricas

tridimensionales

Concepto s clave

1.Distancia entre dos
puntos

2. Pitagoras

3. Trigonometria

4. Senos

5.Cosenos

6. Tangentes

7.Ley de Senos

8.Piramides

9.Prismas

—
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& Introduccion

En este ciclo el abordaje de los contenidos conviene realizarse en principio mediante
la experimentacion, para pasar posteriormente a la abstraccion
y la argumentacién matematica. A través de la experimentacion
- / el estudiante podra realizar conjeturas cuya validez debera
|y argumentar apropiadamente y en algunos casos hacer pruebas
\/ usando las propiedades matematicas (especialmente en el
ultimo afio del ciclo).

Con el propdsito de reforzar la actitud de confianza en la utilidad
de las matematicas es importante la contextualizacion de los
contenidos geométricos y las conexione s con otras disciplinas.

Al finalizar este ciclo el estudiante sera capaz de abstraer propiedades geométricas,
realizar conjeturas y probar algunas propiedades relacionadas especialmente con
triangulos y cuadrilatero

, Situacion Problema
9 En el Libr o | de los Elementos de Euclides se consigna el Teorema de

N B Pitadgoras de la siguiente manera:

. AEn todo tri8ngulo rect8ngul o, |l a suma
sobre los catetos es igual al cuadrado construido sobre la hipotenusa.

///\\‘
.// \\
P N\
/// \\
AJS \
\
\
>
,///
.// 2
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Sin embargo, se  sabe que el conocido Teorema de Pitagoras se desarrollo en otras
culturas a parte de la griega. Por ejemplo, en China se desarroll6 con el nombre

del teorema de Kouku. Este aparece demostrado en un texto muy antiguo llamado

ChouPei.

Realice los siguiente s pasos para realizar la demostracion del teorema de KouKu
de la cultura China. A este procedimiento se le llama
Afapil amiento de rect8ngul oso.

1. Construya un rectangulo ~ ABCD de dimensiones ay b.

Trace la diagonal del rectangulo AC .Aesta sele asignarala dimension c.
Sobre ladi agonal del rectangulo construya un cuadrado de dimension c.
Construya tres rectangulos que tengan como diagonales los lados del
cuadrado de lado ¢, de modo que se forme un cuadrado mayor de lado a
+b.

El cuadrado sobre la d iagonal ¢ consta de cuatro triangulos congruentes con el
triangulo ABC y un cuadrado menor.

Exprese la relacion que existe entre el area del cuadrado de lado c y los cuatro
triangulos congruentes y el cu adrado menor que estan dentro d el cuadrado de lado
C.

- Andlisis de la actividad

La siguiente secuencia de imadgenes muestra las construcciones propuestas.

hown

Paso 1 Paso 2
. B c
E! : . .
. . i .
A D A D
Paso 3 Paso 4
B L B C
- - - -
'; T:' A 0

La longitud del cuadrado mayor es igual a a+b. La ultima figura muestra que la
longitud del lado del cuadrado pequefio es a i b. Puede encontrarse el area del
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cuadrado formado por las diagonales de los rectangulos sumando las areas de los
cuatro triangulos congruentes y el area del cuadrado pequefio. E | 4rea de los

L 1 .~ . v - . . L
triangulos es > cw El area del cuadrado es (0T )2 . Asi se tiene la siguiente

relacion: Triangulo rectangulo

Desarrollando la igualdad se tiene que: A
¢’ =2ab {az 2ab 61)

C2 - a.2 _+b2

hipotenusa

carero

-
A

A Ej La Clave cateto
&, Teorema de Pitagoras

En un tridngulo rectangulo se diferencia el nombre de sus lados de
acuerdo con su posicion con respecto al angulo recto. De esta manera, en el
triangulo adjunto se tiene:

Figura Nombres de los lados

.. | Cateto (uno de los dos lados que

- forman el angulo recto)
W

Cateto (uno de los dos lados que
forman el angulo recto).

€

Hipotenusa (lado que se ubica
frente al angulo recto).

€
€

De acuerdo con el teorema de Pitdgoras, la suma de los cuadrados de los catetos

de un triangulo rectangulo es igual al cuadrado d e la medida de la hipotenusa. Con
la figura anterior, el teorema dice que

Para efecto de la resolucién de problemas y ejercicios relacionados con el teorema
de Pitagoras es importante tener claro lo siguiente.

Caracteristicas
a) Tie ne un angulo recto

b) Los lados que forman el angulo de 90° se llaman catetos.

c) El lad o mas largo y opuesto al angulo recto se llama hipotenusa.
( ]
L %)



Teorema de Pitdgoras y las relaciones que se establecen entre sus lados
Representacion geométrica Represe ntaciéon algebraica

Representacion geométrica Representacion algebraica
A4 I Caso Il Caso Il Caso
b C
c=a +h a’=¢’-b b =c’—a’
C = B
Ejemplos
I Caso Il Caso lll Caso
Despeje de la hipotenusa Despeje de un cateto Despeje de un cateto
a) b) c)
¢ 5 S
4 4 ‘ b
3 a a
=3 +4 at =5 -4 p*=5"-3
¢t =9+16 a* =25-16 B =25-9
¢V a =\ b =Vi6
A
N4
< eEjemplos

1. Determine la medida de la hipotenusa de un triangulo rectangulo si sabe

gue sus catetos miden5 cmy 12cm.
Solucion
Si x es la medida de la hipotenusa entonces 5+12 =*
Luego x> =25 444 69 ¥ & 269 x Y L
Pero, recuerde que X representa la me dida de un segmento por lo tanto es
positiva, asix=13.
La hipotenusa mide 13 cm.

2. Calcule la medida de uno de los catetos de un triangulo rectangulo si sabe
que el otro mide 30 cm y la hipotenusa 34 cm.

Solucion
Si b es la medida del cateto usando el teorema d e Pitagoras se puede afirmar
que 30" +b* 3%, es decir, 900+b* =115¢ Luego

b?=1156 -900 YW° =256 k¥  25.
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Recuerde que b representa la medida de un segmento por lo tanto es positiva,
asib=+256 Yb =l€.

3. Si la hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 16 dm y uno de sus
catetos mide 8 dm, calcule la medida del otro cateto.
Solucion
Si a es la medida del cateto desconocido entonces

a’+8> 46> Ya® @4 256 a¥Y 256 64 a’ Vv 1¢

Luego a= ¥/192porlotanto a=+192 =x/2 3 343 &=
Pues a debe ser positivo.
Asi el otro cateto mide 8J3dm.

4. ¢Siunapersonacamina7 km hacia el norte, después 3  km hacia el oeste y
luego 3 km hacia el surentoncesa  qué distancia esta del punto de partida?
Solucién
Es mas sencillo resolver este problema si se hace un dibujo que ilustre la
situacion

Observe que se formd un triangulo rectangulo de catetos 3 km y4km use
el teorema de Pitagoras d’=3> ¥4 \W?® ¢ 16 2¢
0O 3 N ) . .
' luego d“ =25 Yd :/2_5 Y £
;} 3 3 Res puesta
n N : La persona se encuentra a5 km de distancia del punto de
5 7 partida
aty |4
. i
Moo
Salida

5. En cada caso indique si el triangulo es rectangulo

a) Los lados del triangulo miden 5,12y 13.

Solucion

Se usa el reciproco del teorema de Pitagoras, la medida del lado mayor es 13
entonces se debe verificar si 13 =12 +5

Efectivamente: 13 =12 +5 U169 444 2 por lo tanto el triangulo es
rectangulo

b) Sea el DABC cuyoslados miden4 ,5y6.

Solucion
De nuevo se usa el reciproco del teorema de Pitagoras, la medida del lado
mayor es 6 entonces se debe verificar si 6° =4 4 sin embargo se puede

observar que

—
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6° . 4* 45" puesto que 36, 16 + por lo tant o el triangulo no es rectangulo

6. Determine la medida de cada lado faltante en cada figura

a) 6

[

Solucién

w WMo Tt v.

En general, si se conocen las medidas de los catetos % y oentonceslam edida
de la hipotenusaes WMo .

b) 0

. U]

w

0 I 0
Solucién

© un T Wty tHo.

En general, si se conocen: la medida de un cateto ® vy la medida de la
hipotenusa @entonces la medida del otro cateto es nma o.
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7. Una esc alera de 3 m de longitud se coloca contra la pared para alcanzar
una ventana. Si el pie de la escalera esta a 1 m de la base de la pared,
¢a qué altura aproximadamente se encuentra la ventana?

Ya que la escalera esta contra la pared, se forma un

triangulo rectangulo que tiene como hipotenusa

la escalera, y como catetos la distancia del pie de la

escalera a la base de la pared y la altura de la pared

desde el piso hasta donde la escalera toca la pared.

Asi, en el triAngulo rectangulo la hipotenusa mide

awa| 3 my uno de los catetos mide 1 m. Entonces, se

toma la expresion qu e indica la relacion pitagérica y se
T remplazan lo s valores correspondientes a la hipotenusa y
el cateto.
32=12+ p? Se remplazan los valores de la
hipotenusa y del cateto conocidos.
9=1+"b Se hallan los cuadrados
de cada uno de los términos.
b=.8
Se realizan operaciones y se despega b.
b=2J2

Se simplifica el resultado.

La ventana se encuentra a 2\.5 m.

Ejercicios

Hallar la medida del lado que falta en cada uno de los siguientes tr iangulos
rectangulos:

a) c)

9cm 12cm 25cm X
X 20cm
40cm 9cm 15cm
b) d) 17cm
X X
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7cm 26¢cm 24cm

/[

X

25cm

2) Utilice el teorema de Pitagoras para hallar la medida del lado que se le pide en
cada una de las siguientes figuras:
a) e)

X 142

4cm X

v

<4+—— 6cm

b) f)

15cm 15cm

X [ |

I I
8\/§cm—>

<—— 10cm—

Q) 7cm

c)

acm X

12cm
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h) 9c

d) 12cm T
X y 15cm

____________l__ 20cm

< X >

3. El tridngulo de la figura adjunta es rectangulo isosceles.

a) Si a=3cm entonces c= cm
a c
b) Sic= 2.2 entonces a= cm.
a
c) Si c= 6cm entonces a= cm.
d) Si a=5cm entonces el perimetro mide cm.
e) Si ¢ = 8cm entonces el area es cm 2,

4. Conteste las preg untas del cuadro

a) Determine la medida de la hipotenusa de un triangulo rectangulo si sabe
gue sus catetos miden 8 cmy 12cm.

b) Calcule la medida de uno de los catetos de un triangulo rectangulo si sabe
gue el otro mide 24 cm vy la hipotenusa 74 cm.

c) Encuentre la medida de la hipotenusa de un triangulo rectangulo isésceles
cuyos catetos miden 15 cm.

d) Encuentre la medida de los catetos de un triangulo rectangulo que estan
en la relacion 3 : 4 y cuya hipotenusa mide 15 cm.

e) ¢A qué distancia se encuentra una persona de su punto de partida si
primero camina5 km al norte yluego3 km al este?

f) En cada caso indique si el triAngulo es rectangulo
a) Los lados del triAngulo miden 10, 14 y 15.
b) Sea el DABC cuyos lados miden 24,25y 7.

c) Las medidas de los lados del triangulo son: 3,6y 3J2.
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5. Determine

Lh

1) 2)
X
8
16
6
5
) 7
13
9)
9
4
.1 ’
13) 14)

42

17) 18)

3)

el valor de los segmentos sefialados con las variables

18

—

97

12)
5
2

15) 16)

4413

4

-

348
19)
7 ~
9

Yty Ty

—
o

|

20)
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6. Determina la medida del lado indicado en cada una de los siguientes triangulos
rectangulos.

a. j— 2 CIM —

|- 4cm

7. Determina la altura ( h) de cada una de las siguientes figuras.

a. \ b.

Jcm

\

fe— 2 cm —» fe——— 5cm ——*|

8. Determina la medida de la diagonal (  d) en cada una de las siguientes figuras.

32cm | 4cm {
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9. Determina la medida de la pantalla de un televisor si su altur amide 14,2cmy
su ancho miden 15,4 cm.

[ M
i
— B
10. Halla la medida de los lados indicados e n cada una de las siguientes
figuras .

2cm

11. Un autom ovil recorre 15km hacia el no rte, dobla hacia la derecha en angulo
recto y continla 5km mas. Posteriormente dobla hacia el norte y recorre otros
10km, terminando  con 14km hacia la izquierda en angulo recto. ¢ A qué distancia

se encuentra del punto original? ¢ Cuanto camino recorrio?

12 . Una persona camina 4km hacia el norte y 3km al oeste. Luego cambia hacia el
norte y camina 8km, por “ultimo camina 6km mas hacia el oeste. ¢ A qué distancia
se e ncuentra del origen? ¢ Cuanto camino recorrié esa persona?

13. El hueco de una ventana mide 41 pulgadas de ancho y 26 pulgadas de altura.
¢, Puede introducirse por la ventana un mesa de ping -pong de 48 pulgadas de
ancho?
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14. Una puerta mide 210cm de altura por 80cm de ancho. ¢Cual  es el ancho mayor
que puede tener un tablero para que quepa por esta puerta?

15. Una escalera de 4.5 metros se coloca contra una p ared con la base de la
escalera a 2 metros de la pared. ¢A qué altura del sue lo esta la parte mas  alta de
la escalera?

16. Una escalera de 6 metros se apoya contra una pa red, quedando la parte
superior de la misma a una altura de 5.4metros. ¢A qué dista ncia esta el pie de la

escalera de la base de la pared?

17 . Una escalera telescépica de 36 metros se apoya sobre un edificio en llamas.

La base de la escalera  Esta a 10 metros del edificio. ¢ Qué altura alcanza la
escalera?

18. Las diagonales de un rombo miden 16cm y 10 cm respectivamente. ¢, Cuanto

mide cada uno de los lados? Calcule el area del rombo

19 .Saber utilizar el teorema de Pitdgoras para calcular el cateto o la hipotenusa
de un tridngulo rectangulo en el que conocemos dos de sus lados

130m
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20. Saber determinar triangulos rectangulos en distintas figuras del plano para

calcular, a través d
figuras .

10 ecm

e

24 cm

e Pitagoras, ciertas medidas desconocidas, asociadas a las

21 .Calcula el cuadrado de los tres lados de estos tridngulos y comprueba en cual
de ellos de cumple el teorema de Pitagoras.

1)

C 11m

22. Una escalera de 65 decimetros se apoya en una pared

alcanza la escalera

2)

Sem

13em

12em

65 dm

—

25 dm

101

3)

CA=2.5cm

BC=4cm

AB=5cm

vertical de modo que
el pie de la escalera esté a 25 decimetros de la pared. ¢ Qué altura, en decimetros
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23. La cara frontal de una tienda de campafia es un triangulo isésceles cuya base mide
1,6 metros y cada uno de los lados iguales mide 170 centimetros. Calcula la altura en
centimetros de esa tienda de campafia

170 cm

1,6m

24 .En un tridngulo isésceles y rectangulo, los catetos miden 25 milimetros cada
uno, ¢ Cuél es la medida de su hipotenusa?

25 mm

o

25 mm

25. La altura de una porteria de futbol reglam entaria es de 2,4 metros y la distancia
desde el punto de penalti hasta la raya de gol es de 10,8 metros. ¢ Qué distancia
recorre un balén que se lanza desde el punto de penalti y se estrella en el punto
central del larguero?
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, Situacién Pro  blema

W Adrian y Fabian salen del colegio para su casa. Adrian camina
1 3km hacia el Este y 2km hacia el Norte y Fabian camina 1km al Oeste

y 5km al Norte. ¢ A qué distancia se encuentra la casa de Adrian de la de Fabian?

- Andlisis de la Activida ~ d

Si representamos graficamente la situacion en el plano cartesiano siendo el colegio
el punto de origen o referencia (0,0) entonces la casa de Fabian esta ubicada en el
punto B (- 1,5)y la casa de Adrian esta ubicada en el punto C(3,2).Luego, al estar
estos puntos ubicados en el sistema de coordenadas se puede encontrar un punto
tal que se forme un triangulo rectangulo en el cual la distancia entre las casas sea
la hipotenusa y el punto encontrado sea el vértice del angulo recto. Ese punto
puede ser (3, 5) (abscisa del punto C y ordenada del punto B) o también podria ser
(-1,2) (abscisa del punto B y ordenada del punto C). Para este caso utilizaremos el
punto (3,5) y le llamaremos A.

Fabian

‘)
..-’ len
[
=

o
,
"

P
‘
¢
'

e b
i

| w

S

I."_

e
_.IC

| e

I

| [

(%]
LA
o |
wa
Ll
™

Al visualizar laimagen se puede notar que las medidas de los catetos gue se forman
son 3y 4 por lo que entonces la distancia entre las casas de Fabian y Adrian sera

5. Como cada unidad equivale a un kildbmetro esto quiere decir que la distancia

entre las casas es de 5km. Sin embargo, se quiere utilizar este problema para
institucionalizar la férmula de distancia entre dos puntos coordenados, por lo que
entonces analizaremos este problema mediante la distancia entre coordenadas.

Como se dijo, el punto B es la casa de Fabian y C la casa de Adrian, entonces la
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distancia entre las abscisas es d(A B)=\/(4 1) B 2" JH|-1 -9 y la distancia

entre las ordenadas es |5- a ; ahora utilizando el teorema de Pitagoras se tiene que:

d(AB =y(x -x) (y ¥’

o La clave

gf Formula de la distancia entre dos puntos coordenados
9,_,

Sean A y B dos puntos en el plano cartesiano cuyas coordenadas son
respectivamente (X, ¥) Y (%, ¥%) entonces la distancia entre Ay B es igual a:

d(AB = /(x -x)° Gy ¥’

Justificacion:

Buscan do un punto C, tal que el angulo ACB sea el &ngulo recto del triangulo ABC
entonces el punto C puede ser: (%, %) 0(% W)
Nota Suponga q u eadofii B 1 O son |l ados de un Ot reld@ogul o,

mayor . E ntonces se cumple lo siguient  e:

1) Si ¢ ? = a?+b?, entonces el triangulo es un triangulo rectangulo.
(teorema de Pitagoras).

2) Si ¢ 2 > a?+Db?, entonces el triAngulo es obtusangulo .

3) Si ¢ ? < a?+b?, entonces el triangulo es acutangulo .

A
Y Ejempl
< = Ejemplos
B

1. En cada caso indique si el triangulo es rectangulo
a) Los lados del triangulo miden 5,12 y 13.
Solucién
Se usa el reciproco del teorema de Pitagoras, la medida del lado mayor es 13
entonces se debe verificar si 1F¥ =127 +5
Efectivamente: 1¥ =12 +5 (169 44 2 porlotantoelt riangulo es rectangulo

b) Sea el DABC cuyoslados miden4 ,5y6.

Solucion
De nuevo se usa el reciproco del teorema de Pitagoras, la medida del lado mayor es
6 entonces se debe verificar si 6° =4 45 sin embargo se puede observar que

6°, 4° 45 puesto que 36, 16 + porlotant o el triangulo no es  rectangulo
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2 Observe el siguiente cuadro

Sea C (x,y) entonces el segmento AC con BC forman un
siguiente figura se muestra un caso particular donde A(
los pares ordenados del triangulo

angulorecto Enla
-1,5), B(3,2) y C(3,5 Determine

Sea C (x,y) entonce s el segmento AC con BC forman un

angulo recto  En la siguiente figura se muestra un caso particular
donde A( -1,5), B(3,2) y C(3,5)

3) Observe el siguiente cuadro

Posibles Posible ., .
) . Comprobacion Conclusion
medidas hipotenusa
CT X Cu El tridngulo si es
CTX. 6V v @CuLVEguU rectangulo
T @ X El triangulo no es
X @ X Vg T W rectangulo
LT 00 . ITTT W TP El triangulo si es
e P POYPPp QYP rectangulo
pL C¢T CO El triangulo no es
PUGCTCO ¢ PCLW rectangulo
[ 107 }




4) Dadas las siguientes coordenadas de los vértices de un triangul 0A(2,1),B(6,5 vy
C(9,2), clasifique el triangulo de acuerdo a la medida de sus

A 5 C angulos y la medida de sus lados. Argumente su respuesta
O s i e R 1
1 i . 2 .
: ‘:ﬁ R Aunque para la resolucion del problema no es necesaria
. e ' la representacion gréfica, un primer acercamiento al
: 3 T ! problem a podria ser ubicar los puntos en el plano
™ E cartesiano y unirlos con segmentos para formar un
! Mg | triangulo
}--- & N B
R
B
| ° N
0 : J \
1 Jo 1 iz hY
2 .,
=,
2| N

Aparentemente el triangulo de la imagen se visualiza como rectangulo y escaleno,

sin embargo hay que argumentar esta percepcion con fundamentos matem aticos.
Para esto, se utilizara la formula de la distancia entre dos puntos conociendo sus
coordenadas y el teorema de Pitdgoras

Con la formula de la distancia entre dos puntos se obtiene que

d(AB=((2 6) (& 5§ 4R
dBO=\(0 -6 (2 5 3=
d(AQ)=\(2 9 @ 2 sk

Por lo tanto, como (5\/_32:( ﬁ) 5{ \/_;3 se concluye que efectivamente el

triangulo es rectangulo y como las medidas de sus lados son diferentes se clasifica
como escaleno
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5. Demostrar que los puntos: A(3, 8); B( -11, 3) y C( -8, -2) son vértices de un
triangulo isosceles.

T
d.e=./(3+11)%+(8- 3)2 =221 :7_,&.33;
dBC:J(-11+8)2+(3+2)2 =./34 BE113) I
12
doc=/(3+8)%+(8+2)% = /221 AN S S B > X
A ]
Como AB = AC , BC; el triangulo es is6sceles
7. Hallar la distancia entre:
a) A(-23)y B(51)
dps=-/(5-(-2))°+(3-1)* =.[53
—+— ';X
8

b). C(6, -1)y D (-4, -3)

de, = /(-4-6)° +(-3- (-1)* =2./26
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8. Demostrar que A(7,5), B(2,3) y C(6, -7) son vértices de un

triangulo rectangulo.

110

A
dps=-/(2-7)%+(3-5)" =./25+4 =.[29 YB:
doc =/ (6-2)2+(-7-3)2 =./16 +100 =./116 N
dac =/ (6-7)2+(-7-5)2 =./1+144 = [145 ) AT 5)
T Teea
AR +BC* = AC?; 29 +116 =145 + L .
El cuadrado de la  hipotenusa (AC) es igual a la suma de T % &8 X
los cuadrados de los catetos (AB y BC). 27
4]
i1
Ok,
8. Calcula la distancia entre los puntos
A(L1,2) y B(43).
dABR=\(4 ) B ¥ VK
N v(3,1) B(4,3) 12 .Calcula la distancia entre los puntos P1(7,
1 5 yP2(41)
A(1, 2) 3
! d=[(4-7) +(1-5)
IR d=(-3) +(4)
d=+9+16
d= 25
fd = 5 unidades
13 A1) B(-32) d(AB) = (-3-2F +(2—-1F =26
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Ejercicios

1) Hallar la distancia entre:
a) A(4!1) y B(31 '2)
b) C(-1!_5) y D(21 -3)
2) Determinar un punto que equidiste de: A(1,7);B(86)yC (7, -1)
3) Hallar el perimetro del cuadrilatero cuyos vértices son: A( -3,-1); B(0,3);

C(34)yD(4, -1)

4) Demostrar que :
a) A@©,1) ;B35 ; C(7,2 y D(4,-2) son vértices de un cuadrado.

b) A(1,1); B(3,5); C(116) vy D ( 9,2 ) son los vértices de
un parale logramo.

5) Uno de los extremos de un segmento rect ilineo de longitud igual a /13 es

el punto A (-1, -5); si la abscisa del otro extremo es 2, hallar su ordenada (
dos soluciones ).

6) Dos de los vértices de un triangulo equilatero son los puntos A (3,1) y B ( -
1, 1 ); hallar las coordenadas del tercer vé rtice ( dos soluciones)

7) Hallar la longitud de las diagonales del paralelogramo que tiene como
vértices los puntos: A (0,0);B(3,0);C(4,2)y D(1,2)

8) Demostrar que los puntos A (3,3 );B( -3,-3)yC( -3./3,3./3 )son
vértices de un tr  idngulo equilatero.

9) Hallar el perimetro del tridngulo cuyos vértices son: A( -2,5),B(4,3)y
C(7, -2).

10) Uno de los extremos de un segmento rectilineo de longitud igual a
10 eselpunto A( -3,6); silaabscisa del otro extremo es ( 3) , hallar su
ordenada ( dos soluciones).
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11. Halla la distancia entre Ay B en cada caso:
a. A( -7, 4), B(6, 4) b. A3, 4), B(3, 9) c. A(-5,11), B(0, -1)
12. Calcula el valor de  k para que ladistanciade  A(-1,4)a B(k, 1)seaigual a

13. Halla las coordenadas de dos puntos tales que la distancia entre ellos sea igual
ad4.

14. Calcula el perimetro de los siguientes triangulos y clasificalos segun la longitud
de sus lados:

a. A(-2,2), B(1,6), C(6, -6) b. A(-5, -2), B(,6), C(5, -2)

15. Usando las cuadriculas proporcionadas, determine la distancia entre los
puntos Ay B en cada caso.

A
'-.I <
| .
._.
| ¢ i 1
| .ll
1 &
L
L
C) D)
B
&L
A
[
‘) p J.
s -d 3 =2 1 i) 1
] -
A .d 2
. : ]
¥ | =9 =1 ]
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16. Utilizando el teorema de Pitagoras resuelva los siguientes problemas, puede
ubicarse en el plano cartesiano para entender mejor algunos problemas.

1) Un automdvil recorre 15 km hacia el norte, dobla hacia la derecha en angulo

recto y continda 5km mas. Posteriormente d obla hacia el norte y recorre otros
10km, terminando con 14 km hacia la izquierda en angulo recto. ¢ A qué distancia

se encuentra del punto original? ¢ Cuanto camino recorrio?

2) Una persona camina 4km hacia el norte y 3km al oeste. Luego cambia hacia el
norte y camina 8km, por ultimo camina 6km mas hacia el oeste. ¢ A qué distancia
se encuentra del origen? ¢ Cuanto camino recorrio esa persona?

3) El hueco de una ventana mide 41 pulgadas de ancho y 26 pulgadas de altura.
¢,Se Puede introducir por la ventana un a mesa de ping -pong de 48 pulgadas de
ancho?

4) Una puerta mide 210 cm de altura por 80 cm de ancho. ¢ Cuél es el ancho mayor
gue puede tener una lamina para que pase por esta puerta?

5) Una persona viaja 8km al norte, 3km al oeste, 7 km al norte y 11km a | este. ¢ A
gué distancia esta la persona del punto original? ¢ Cuanto camino recorrié en su
totalidad?
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Tema 3 Trigonometria
) , Situacion Problema

o

] » Los estudiantes del nuevo gobierno estudiantil del Colegio El Progreso

se dieron cuenta que para trasladarse hacia el Pabellén 2 de su

Institucion solo existian gradas. Ellos tienen claro que de acuerdo a la ley 7600 se
deben construir rampas de acceso para personas con discapacidad. Es por esto que

le solicitan al director del colegio que ponga en regla esta situacion p ara no afectar

los derechos de las personas.

Gradas pabellén 2

Ram .
>

e

Pisn

De esta manera se asesoran y encuentran que de acuerdo a las regulaciones
existentes respecto a la construccién de rampas de acceso segun la ley 7600 de
Costa Rica la rampa debe de tener una elevacion maxima de 15°.

Si cada escal6n tiene una altura de 22 cm y una profundidad de 25 cm, y deciden
hacer la rampa con exactamente 15° de elevacién, ¢a qué distancia del primer
escaldn debera iniciar la rampa para cumplir con las especificaciones y qué longitud
tend ra

- Andlisis de la Actividad

Una estrategia de resolucion es la de visualizar la situacibn como un problema
trigonométrico. Observe la siguiente imagen representativa:
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Se conoce que el angulo de elevacion debe ser de 15° y la altur a que debera
alcanzar la rampa es de 66 cm debido a que la altura de cada grada es de 22 cm.
Sea AB la longitud de la rampa, el estudiante puede establecer la siguiente

relacion:

sen(15) = %Z

66
AB=——
sen(15)

AB? 255cm

Por lo tanto, la rampa tendra una longitud de 255 cm o 2,55 m aproximadamente.
Para saber a qué distancia del primer escalén se debe iniciar la construccion de la
rampa se puede utilizar la siguiente relacion:

66

tan(19 = C

66

tan(19

AC?° 246,32m

Ahora bien, como las gradas tienen una profundidad de 25 cm cada una, entonces
la rampa se deberd iniciar a 247 cm i 50 cm =197 cm o0 1,97 m del borde inferior
del primer escalon.

La Clave

o
Y -
;%f Conversiones de medidas de angulos
B

Hasta ahora, las medidas de los angulos solo se conocen en grados. Sin
embargo, las medidas de los angulos se pueden expresar en otra unidad llamada
radianes ( i @)QLa equivalencia se da al decir que “1 0'Qp Y mLhas conversiones se
pueden dar en dos direcciones diferentes: de grados a radianes y de radianes a
grados. Se estudia cada caso por sep arado.

U0 Sila medida | esta dada en grados, la medida en radianes se obtiene por
medio de la siguiente formula:
I4 ) ) w, b 1Y /4 B |7J3‘ 1 4
G QQ XA Q0 aE—1 &
pyTm
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A
DAY . o .
<‘O'> Ejemplo , se pueden hacer las siguientes conversiones:
A5

Medida en grados Op eracion Resultado en radianes
T
T - «
-3 AR S ] £ oo
PYUTPYTT U to
LOL
Youd Yo px PR i 0Q
pym oo oo
O 0 0
pqguld PS &2 —1i ®0Q
pym 00O

U Silamedida | estadada en radianes, la medida en grados se obtiene por
medio de la siguiente férmula:

e . s+ . DY
A QQANAE Q6 & &¥——

VCADG Ejemplo , se pueden hacer las siguientes conversiones:
<l >
PVQ
Medida en radianes Operacion Resultado en grados
U“ i :1) T[ '3
—1i o0 TP Ve ¢quld
1 " cqvu
T
o J
°i oo cPUVTyt g xm CXm
c“ [{]
13 ﬁ q) LIJ T[
2460 cn pCom 9o
c T[ “ c ﬁ
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vAg _
< )=Ejemplo
PVQ

1. Convierta las siguientes medidas a radianes.
a. omJd
b. T v.J
c. omtJd

d ¢cuvmd
Solucién

a. omnJo mtd— =
b. Tt vJt Lt3I— ;=
c. @ T mtI— ;-

2. Convierta las siguientes medidas a grados.

d. T rad.

Solucién

a. - -f— 'tuJ

b.- -i— YwmnJ
c. — —ft— Ypumd

d 1t ti— "¢ clowd

A : .
7 YL.Ejemplo Para transformar de una unidad a otra, usamos la regla de tres:
A5A
N

18¢® _prad _ 18¢® _prad 4CFprad _4prad _2prad
= plo : 40° arad = = = =
o oy AAAA demplosaltarad =T A YT e 18 9
( ]
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Ejercicios

1) Convierta los siguientes angulos a radianes:

60° 2 )2200 3) 315°

2) Convierta los siguientes angulos a grados:
1) 2 p 2) 2p

3) Ip

3) Realice la conversion a Radianes de los siguientes angulos
(a) 45°  (d) 140° (g)g20° (j)740° (m)g5°
(b)q132° (e)¢570° (h) 311° (k)c2280° ( n) 8°

(c) 90°  (f) 210° (i) 360° (1)120°  ( fi)190°

4) Realice la conversion a Grados de los siguientes angulos

d) ! i)c 5 11
(a) (d) (g)cf (j)g (m)
b)c - (e)7 v (=
( )CZ (h)— 3 3
4
8’ , 7’ 97
(c) — 17 () ¢— (M G—
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5) Convierta los siguientes angulos de grados a radianes o de radianes a grados

segun sea el caso

a) 60°=

b £ =

P
2

e) - 600°

g
6) Transformar el &ng ulo de grados a rad:

1) 15° 2) 350 3) 80° 4) 1500

5) 200° 6) 90° 7) 60° 8) 45° 9) 30°

7) Transformar el angulo de rad a grados:

1% P
1) Zrad 2) “rad 3 rad
) c ra ) 10ra ) 3o

Razones trigonométricas

Para definir adecuadamente las razones trigonométricas de un angulo, es
necesario determinar, en un triangulo rectdngulo, qué nombre recibe cada
lado del triangulo con respecto a los angulos agudos. Asi, se tiene que
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Figura Con respecto al angulo dado
Medi da del lado

o BT
c ) Cateto adyacente Cateto opuesto
o ]
&) Cateto opuesto Cateto adyacente
B
F - . .
’ & Hipotenusa Hipotenusa

La diferenciacion anterior se debe a que las razones trigonométricas utilizan las

medidas de los lados de un triangulo dependiend o de la posicién que éstos ocupan
con respec to a uno de los angulos agudos. Las razones trigonométricas siempre se
definen para un angulo determinado. Si el &ngulo se denota como . —se tiene:
Razén Abreviatura utilizada Definicién
s OAL OAL GQQUIXENDO 0 6 Qi
eno & Q'QTXd BN € 0 QE «
c A8 ATD G 'QQUIHID O D®E DD
Oseno & QQAn@H BN £ 0 QE «
T . BAL OAL G WQODXHHN O VG 6 Qi
angente 400 ANEND0 B&E OO C

Para recordarlo con mas claridad, se utiliza la abreviatura
"Y-0 —"Y~, que sirve para recordar la definicién de todas las razones.

vAg _
=( )= Ejemplo
A

Figura Para cada angulo dado
Razones

| ZT

Seno = =
[ ) w

a AL

W W

Coseno = =
w w

b . -
w ()]

Tangente - =
w w
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Las razones trigonométricas se utilizan para determinar las medidas faltantes en
un t riangulo, tanto de lados como de angulos.

A
vAg . . .
<‘Ql> Ejemplo Sienlafiguraadjunta & ¢ uay a1 1 mde debe determinar
los valores de Q oy a,|:

Utilizando las razones trigopnométricas, se tendria que
. v
Al OmtJ S,,
W

De donde se obtiene: o
WAl OnJd cv
qu quL . .
AT OmJ mix (p(pnod,tpoxnx 0%

@

Con los datos anteriores, se puede utilizar el teorema de Pitagoras para determinar
elvalorde
® qu oty
O QocupTiRo
W PTG QG U
W ToOokko
W TOXe (WwgCXp T

De la misma manera, como el angulo no sefialado es recto, su medida es WY,
como la suma de las medidas de los angulos internos de todo triAngulo da como

resultado p Y Tsé tiene que
pYmMIonJt mMJA, |

pYmpomd, |
pYmPpom, |
vTtJa, |

De esta manera, se tiene resuelto el triangulo:

Simbolo Medida

N vTJd

e
N
g
8.
Q

=]
S
N
£
Q

S
Q
g
€
Q

—
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Al utilizar la calculadora, los botones utiles para resolver problemas con
trigonometria son el que dice [ "Qpara seno, e | que dice @ é para coseno y el que
dice o0 & para la tangente. Los calculos se pueden hacer con las medidas de los
angulos tanto en grados como en radianes.

Para tener la seguridad de que la calculadora esta preparada para hacer los calculos

en grado s, unidad mas comudn en la resolucién de la mayor parte de los ejercicios

y problemas de trigonometria, en la parte superior de la pantalla debe aparecer
unaletra D, inicial del vocablo inglés degree (grado). Si, por el contrario, se observa

una G (gradien tes) o una R (radianes), antes de resolver cualquier operacion se
debe oprimir el boton SHIFT, seguido del botbn MODE (ubicado a la izquierda del
botdén de encendido (ON)) y luego el numero 3. Ademas, si se desea trabajar con

las medidas en radianes, se deb e oprimir el boton SHIFT, seguido del boton MODE
y luego el niumero 4.

De igual manera, los tres botones trigonométricos (SIN, COS y TAN) tienen dos
funciones cada uno. La primera funcion corresponde al caso en el que se tiene la
medida del angulo y se dese  a conocer el valor de su razon trigonométrica. Pero,
cuando se tiene el valor de la razon trigonométrica y se desea conocer la medida
del &ngulo, se debe oprimir SHIFT antes de cualquiera de estos botones, con lo cual

se vera el resultadocomo  OEA, AT ©o OAR.

A . . . . 5 T ooy 14 T ooy .
<? 4[> Ejemplo Si en la figura adjunta W ¢ WAy © XwAg se debe determinar
lo§ Vaores de Wwa 1 ya |:

Utilizando las razones trigopnométricas, se tendria que
A Fer X
O A7l —
a De donde se obtiene: o 3
OAll  mt w
I I OAlmt w pohch
b
Con los datos anteriores, se puede utilizar el teorema de
Pithgoras para determinar el valor de W .
X ¢1T
TOUX QW
PCULW
w Vpcucqu
De la misma manera, como el angulo no sefialado es recto, sumedidaes wTy,

como la suma de las medidas de los angulos internos de todo triAngulo da como
resultado p Y 1sé tiene que

pUTInTIp @ @ ¢ & |

f ]
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De esta manera, se tiene resuelto el triangulo:

Simbolo Medida

| X® ¢
ﬁ P& oc
@ X W &
W ¢ WA
W C wa
qu . . . —
<.O,>Ejemplo Determine la medida del cateto AB vy encuentre las razones
triﬁd?n%métricas de a.
B
a
X 8
1
A 2 C
Solucién
Utilizando el teor ema de Pitagoras para encontrar la medida del cateto X, se tiene:
X2 +22 :82
x? =64 -4
x> =60
x= 215
Ahora bien, como X es una distancia, entonces x = 2./15.
Por otra parte, las razones trigonométricas de a son las siguientes:
sera=2 = Ysca 4
8 4
. [
cosav:—2 15 ———JTS Yseca =4 4 1t
8 4 Ji5 15

(
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tana = 2 _1 415 Mt a /x5
2J15 15 15

A .

-7 YL Ejemplo
AR o
Determine las medi das aproximadasde AB y AC si mi ABC =29 y d(B,C)=9.

A

Solucién
i) ii)
tan 29 =g Yotan29 =

9,554 %«
4,99° x

A Ejemplo
Se o
£Y : - - :

Si la altura de un triangulo isésceles sobre su lado desigual es 10 cm vy la
base es 16 cm. Calcule la medida de sus angulos internos.

C

Solucién

10

a) tanqz%) Y ¢%1,3

A 8 8 B
b) Como los angulos de la base
son congruentes ml ACB°180 2 503 77,
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V
<l
£

A . .
41>Eje mplosa) Seno de un angulo:
VQ
En cualquier triangulo rectdngulo  se define el seno del angulo a como el
cociente del cateto opuesto entre la hipotenusa .

cat. opj
hip.

séen a =

sena = sena =

b) Coseno de un angulo:

En cualquier triangulo rectdngulo  se define el coseno del angulo a como el
cociente del cateto adyacente entre la hipotenusa .

_cat. ady.
cosa= ———Z
hip.
a b
13 5 13 5 NG 4
a a
12 12 8
cosa= 1—2 cosa—E cosa—i cosb—i
13 13 45 a5
( )|
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C) Tangente  de un angulo:

triangulo rectdngulo  se define la tangente del angulo a como

En cualquier
cateto adyacente

el cociente del cateto opuesto  entre el

tan a = cat. op.
cat. ady.
A
VAY
- )
QVQ'>EJemplos
a
b
24 30 24 30 153 30
a a
18 18 15
tana= — tanazl—2 '[anazi3 tanb:E
18 13 15 53

A
Y
<‘Q>Ejemplos: Con las razones trigopnométricas podemos determinar la medida
de Igs angulos agudos del triangulo rectangulo conociendo la medida de sus lados

ndamental el uso de la calculadora). Ejemplos De acuerdo

(para este tema es fu
ne la medida de los angulosq,bya

con los datos de las figuras determi

1) 2) 3)
B 3 B 2
senq=% cnaf_j:% B ma:?

A ’ SHIFT s&n% 5 SHIFT cos % V3 SHIFT tan ¥~
y o q=60° ) o b=4s 2 - 60°

15 A5 1 ¢

( ]
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Ejercicios

1. Determine las razones trigopnométricas de los siguientes triangulos rectangulos

1) seng = 2) seng=
cos( = Cos{ =
g tang= 4 tang =
c p
o Feng—= H SEN =
Cos g= cosg=
3 q
3 T
fan 8= tan =
3) sen3it= 4) sendl®=
cos33%= cos40%=
¥ tan33°= tan 40°=
33
¥ sensi7t= sen50%=
57° 13
coss7%= cos50%=
tan 57%= tan 50%=

2) Utilice la calcu ladora y aproxime con tres decimales por exceso el valor de las
seis razones trigonométricas de los angulos dados en cada caso:

a) 18 ° b) 73,5 © c) 35 © d) 85,2 ©

3) Para cada caso, encuentre el valor del angulo agu do g, aproximando con dos
decimales por exceso, que cumpla con la condicion dada:

a) seny=0,42 b) cosg=0,8 c) tang=8,32

128

—
| —



4) Los catetos de un triangulor  ectangulo miden 5 my 7 m. Halla la hipotenusa y
los &ngulos.

[sol] 8,60 m; 35,53°

5) El cateto menor de un triangulo rectangulo mide 12 my la hipotenusa 35 m.
Halla el otro cateto y los angulos.

[sol] 32,88 m; 20,06°

6) En un tridngulo rectangulo sab ~ emos que un angulo mide 37°y el cateto
contiguo 15,4 m. Halla los otros dos lados y el otro &ngulo agudo.
[sol] 53°, 19,28 m, 11,60 m

7) En las siguientes figuras, utilizando razones trigonométricas determine el valor aproximado

de las variables " x" "y"
1) 2) 3) 4)
359 27°
x . 12 g x
55°
7 13
5) &)
31° 33°
) 13 y !
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8) Si se sabe quesen a = l, determinar  cos a. (Sugerencia: dibujar un

triangulo rectangulo)

9) En el triangulo siguiente hallar las medidas detan a y tan b. Ademas hallar

las medidas aproximadasd el £a ydel <£b.
6
o b
q
NE]
10) Sisesabe quecos a= 3 ,determinarsen a y tan a . (Sugerencia: dibujar
un tridngulo rectangulo)
11) De acuerdo con el criterio LLL, los dos triAngulos siguientes son semejantes  (
DABC ~ DJFK). Complete la informacién que se le pide.
J
A
32
16
7 14
ol o2
B C F K
743 163
a) sen ai = a) sen az =
b) cos ai1 = b) cos a> =
c) tan a; = c) tan a> =
Conclusion:
( ]
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12) En un triangulo rectangulo, uno de sus angulos agudos es

El cateto opuesto _ al £ph mide 48cm

de este triangulo

b, y tan b=

. Hallar las medidas de los otros dos lados

13) Utilizando razones trigonométricas calcule el valor aproximado de los angulos

en las siguie ntes figuras.

4) 9)

4
3.

contenga también.

15) . Calcule las razones

trigonométricas de cada uno de los
angulos agudos de los siguientes
triangulos rectangulos. Tome en

cuenta la informacién  proporcionada en

cada figura.
a) A m(AB) =10 cm
m(CB) =8 cm
C B
b) F D m(DE)=20cm
m(DF) = 24 cm

k :
8) 9) 10)
23
20
]
[ 14
14). Dibuje un triangulo que tenga un 17) Resuelva los triangulos rectangulos
, , _ 5 gue tienen las caracteristicas dadas en
angulo A, y la razon Sen A = 13 la cada caso. Considere que a es un angulo

interno del tridngulo.
a) a =37°y la hipotenusa 24 cm

b) a =77 °y el cateto opuesto al
angulo

a mide 25 cm

a = 39°y el cateto opuesto al

angulo a mide 34 cm

d) a =18°y el cateto opuesto mide
100 m.

e) a =35°y el cateto opuesto mide 3,8
m.

f) a =70°y el cateto adyacente mide
14 m.

g) a =64°y el cateto adyacente mide

147 m.

—
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16) . De acuerdo con los datos de la
figura adjunta, escriba en el espacio el
nombre del vértice del angulo que hace

a = 68°y el cateto adyacente mide 75 cm

19) Calcule el perimetro y el area de cada
uno de los siguientes tridngulos
rectangulos

la igualdad resulte verdadera. A
a)
36°
a) Cos =1§ A
17
8
b) Sen = 17cm
17
c) Tan :18_5 8c B 27em c
b)
d) Tan =§ B 15cm
15
C
e) Sen =1—5
- 17 .
- 8 24°
0S =
17 S 176 m P

18. Determine el valor de las otras razones
trigonométricas para cada uno de los
siguientes enunciados.

20)Si la altura de un triangulo isésceles es
de 16 cm y uno de los 4ngulos congruentes
mide 35°, calcule el area del tridngulo.

4
a) Senq= —
S 8. Determine cada uno de los valores
b) Cosp =0.6 d.e,sconocidos encadaunod e los siguientes
triangulos .
c) Tana=1 ] E b D
a)R o
d) Cosq=0,2 y ) 68
e) Tanp=4 X a
1 70°
1
f) Senb=—
) > S P
5,20 cm
g) Tanf =15
h) Cosa = @ F
2
( ]
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21) Utilice la figura de la derecha para calcular la medida de los lados y de los
angulos fa Itantes en cada caso. Trabaje co n valores exactos y racionalice
denominadores.

a)c=12; mi A =4%° B
b)a=8; ml B =30°

c)c=3; mi B =60° C a

d) c=2; b=2
22) Determina cual es el cateto opuesto y cual el cateto adyacente para el angulo

indicado en cada tridngulo.

a4 . b. E
5 E__',_,-—"" 3 l:.'.l__'lf_lf.-f"
\3/"'/ ~ BA
B

23) Halla las seis razones trigopnométricas para el angulo a en cada triangulo

a d.
A 6 cm B
s I
e Jcm
NH“\-\..___
c
b. e
D
Jcm 2. cm
L8
p———— F
C L L. R
& cm 9cm
|| u
J 5cm K $ 8em Q
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25) Completa cada espacio con el angulo que corresponde a cada razén
trigonométric a

I 4 4
a4. sen - — L. COSs = —
15cm—" 5 5
f 7 em b. tan -3 i t 4
1 8 — , CLH = —
ey I | 3
A [Fcm L

Aplicaciones y angulos de elevacion y de deprecion

Angulos de elevacion y de depresion

Estos angulos se definen cuando hay un objeto observado y un observador
gue se encuentran distanciados tanto en altura como a nivel del suelo. Siempre se
definen entre la linea de la vista (distancia entre el objeto y el observador) y la
horizontal (suelo o linea paralela al suelo). La sigui ente figura ejemplifica de mejor
manera el dibujo Gtil para resolver estos ejercicios:

Angulo de depresion

Distancia entre el objeto y el observador

B Edificio
15 em—"
LM 9 cm
.-"-----
A [Zcm ':

Angulo de elevacion

Suelo

La distancia vertical generalmente se da con referencia a un edificio (torre, faro,
edi ficio sin especificaciones, é) o apalbté¢ aiuma s (v u

altura determinada, altura de la venta na, estatura de una persona
Si un observador en un punto @ ve un objeto, entonces el angulo que forma la
visual con la horizontal aes un angulo de elevacion del objeto , Si esta arriba del

la horizontal o el angulo de depresion del mismo, si el objeto que ve esta debajo
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de la horizontal. En la figura adjunta el angulo de elevacion es | vy el angulo de
depresiones 1.

Algunas situaciones que se resuelven con triangulos rectangulos, involucran
angulos de elevacion o angulos de depresion. Cuando un objeto es observado, la
recta imaginaria que se forma entre el observador y el objeto, se denomina linea
visual. La linea visual forma con la horizontal imaginaria, un angulo cuyo nombre
depende de la ubicacion del objeto con respecto al observador:

A Si el objeto estd a un nivel mas alto que el
observador, el angulo se denomina  angulo de elevacion.
A Si el objeto esta a un nivel mas bajo que el
observador, el angulo se denomina  angulo de depresion.
Linea
| horizontal
Lin:?:;i“'k-H Wik - »
horizontal ™ e

1 > =l -gri;@-

Angulo de elevacion Angulo de depresion
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A

N4
y 4'> Ejemplos Carlos quiere saber la medida del ancho de un rio sin tener que
desplavzarse a la otra orilla. Midiendo sus pasos llega a la siguiente situacion:

Ay

¢Cuanto mide el rio de ancho? Primero, como ABC es un tridngulo rectangulo del
gue se conocen sus catetos, se debe calcular

‘4 %Y

latangente de a. Asi: tana = g =0, 6 Segundo,

como  DCE es un triangulo rectangulo del
que se conoce uno de sus catetos y un
angulo a, entonces se determina a a partir

a
tana = —
25

de la ecuacién O,6=i n:
25
a=15m

vAd
<©> . . , .

AYA Ejemplo Una colina forma un angulo de 30° con la base. Si una persona
recorre 2.500 m para llegar a la cima de la colina, ¢cual es la altura de la colina?

En este problema se conocen la hipotenusa y un angulo de un triangulo rectangulo,
hay que hallar un cateto. Primero, se plantea una ecuacion con la razén que
relaciona la hipotenusa, el angulo y su cateto opuesto, asi:
ser80= _h

2500 Luego, se responde la pregunta del problema: la altura
h=2500ser( 30 =1.250x

de la colina es 1.250 m.
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<l©l>Ejemp|O Una escalera de 2,13 m esta apoyada contra una pared. La base
de Ig esca lera estda a 1,5 m de la pared. ¢ Cual es la medida del angulo que forma
la escalera con el piso? ¢ Cuél es la altura de la pared?

Primero, se encuentra la medida del &ngulo a partir de la razon

cosqzzl’—lS2 =0,7075 ;g a cos0,7075 °%

Luego, se halla la altura de la par ed, asi: tan48 = 1—hs Yh =1,5 fan45 %fts

La medida del angulo que forma la escalera con el piso es 45° y la altura de la
pared eslbm

<l©l>EjempIo Si deseamos calcular la altura aproximada del Fortin de Heredia,
tenlgndo algunos datos podemos lograrlo

Del triangulo rectangulo formado, podemos
extraer diversa informacion . El cateto
correspondiente a la altura del Fortin, es
opuesto al angulo de 50°. EIl cateto
horizontal, que mide 11 metros, es
adyacente al angulo de 50°. Con estos
datos, podemos establ ecer la siguiente
relacion

tan5(5?:1£1 Yh =11 fan5b 23/8ts

11metros
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A . .
<? 41>Ejemplo Desde un punto en un plano, se observa, con un angulo de
eléVacion un objeto en la parte mas alta de un edificio, la distancia del punto de
observacion a la base del edificio es de 40m

¢ Cual es la altura aproximada del edificio? B " objeto
dngulo de elevacion

Primero: Construimos una figura que ilustre
lo planteado en el problema. Segundo:
Aplicamos una razon trigonométrica que observacidn
satisfaga el problema, en este caso tenemos 4 58 /

gue averiguar el segmento AB, por lo qu e 40m

aplicamos tangente. Tercero: Concluimos tan 5802 -

gue altura aproximada del edificio es de 40

64,01m 40+tan 58°= x

64,01 x

nto de

|:||:||:||:||

<IOI>EJempIo Desde el punto més alto de una antena, que mide 20m de altura,
se gbserva con un angulo de depresién de 42° un objeto ¢ Cual es la distancia
apr oximada entre el punto de observacion y el objeto?

Primero: Construimos una figura que ilustre

. unto de
lo .planteado en el pro.blema. Segundo. obsarvacicn
Aplicamos una razon trigonométrica que N
satisfaga el problema, en este caso tenemos | .
B

gue averiguar el segmento BC, por lo que
aplicamos seno. Tercero: Concluimos que la
distancia entre el punto de observacion vy el
objeto es aproximadamente de 29,88m.

—» dngulode depresicn

A C
sendl?®= E V= 2L
A Vv sendl2®
<@> Ejemplo y~29.88

A7

Un alambre de soporte debe ser colocado en la punta de un
poste telefénico de @& de altura y fijado en la tierra. ¢Qué
cantidad de alambre se necesitara para que h aga un angulo de
T ¢ don el nivel del suelo?
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Al buscar la respuesta, se debe plantear primero la figura que modela la situacion:

Al analizar la figura, con respecto al angulo formado entre el alambre y el suelo, se
tiene que el poste es el cateto opuesto al angulo y el alambre e s la hipotenusa del
triangulo.

Asi, recordando las definiciones de las
razones trigonométricas, es claro que la

aplicabl e es seno, por lo cual: Poste Alambre
OAt 9J ¥ 46°
)

De donde se obtiene:
WAt 9J o

. ¢ ¢ - -
OAt @ 1'[5(poocrtmjrpTTTCqlex

Asi, aproximadamente se requieren o 1@ de alambre para colocar el poste en el
lugar deseado.

A
<va>dl>EjempIo
AYA : - -
Desde la orilla del rio, un observador de php & de altura observa
una piedra rojiza en la otra orilla del rio. Con un angulo de
depresion de p v gCual es, en metros, la medida aproximada
del ancho del rio?

Al buscar la respuesta, se debe plantear primero la figura que modela la situacion:
En el andlisis de la figura, con 15°
respecto al angulo de depresion,
se tlene que |a eStatUI’a dE‘| Estatura de la persona
observador es el cateto opuesto
al angulo de p v, dnientras que el 15°
ancho del rio corresponde al
cateto adyacente, por  lo cual los Ancho del rio
calculos se deben hacer utilizando la razon trigonométrica tangente:

A A2 phy

OApuLvJ —

W
( ]
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De donde se obtiene:
WD Ap v J php

php php
OApuJ mig X

mchx WoppTaxw

Asi, aproximadamente el ancho del rio es de ohx u .

A
VA
<‘p 4'> Ejemplo Un faro construido al nivel del mar tiene su observatorio a 16m
de alto. Si desde é | se observa una boya con un angulo de depresion de 49 °, ¢cudl

es la distancia entre la boya y la base del faro?

Un faro construido al nivel del mar tiene su observatorio a 16m de alto. Si desde

€l se observa una boya con un angulo de depresion de 49 °, ¢cudl es la distancia
entre la boya y la base del faro?
Solucién
Como primer paso conviene hacer un esquema que ilustre la situacion. A
_Ar >
16m
(faro)
AN
B C  (boya)

Sea x la distancia entre la boya y la base del faro.
Observe que la medida del angulo BAC es 4 1°, ya que es el complemento de 49 °.
Y el angulo BCA es congruente con el de depresiéon, por ser angulos alterno
internos. También se puede ver que | BCAy | BAC son complementarios.

Se tiene entonces que se puede trabajar con cualquiera de los dos angulos
agudos del triangulo rectangulo ABC.

Usando la informacion del | BCA se tiene:
tan49°:1—6 YX = 16
X tan 49°
16

Y x°— 23,91
15

Por lo tanto la distancia entre la boya y la base del faro es de aproximadamente
13,91m .
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A
Y
<‘Q> Ejemplo
Judn desea estimar la altura del campanario de una iglesia pero, p or razones
que no se exponen, no hay manera de llegar directamente a él.

Para lograr su objetivo Juan realiza el siguiente plan: marca un punto B en

el suelo exactamente debajo del campanario y otro punto A a 13m de
distancia, también en el suelo, como s e muestra en el dibujo de arriba. El
punto mas alto en el campanario lo llama D y C es un punto elegido en la
base d el campanario del segmento BD.

Luego desde A mide los angulos de elevacion DAB y CAB y obtiene los
siguientes resultados: mi DAB =42° y mi CAB =34°. Llama x la altura del
campanarioy Y la distancia desde el suelo a la base del campanario.

A 13m B

Primero calcula el valor aproximado de y:

tan34°:1—y3 Yy =13 tén34
y°13 0,67 8§71
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Usando que y° 8,71 establece esta otra relacion:

tan42° ° x+8,71 Y

Xx°13 @n42 8,71
x°13 @9 8,71 259

Juan establece que la altura del campanario es aproximadamente 2,99m

N4
<'pVC>q'>Ejemplo Desde un punto en el suelo, el angulo de e levacion a la parte
superior de una torre es de 30 ©, Si un observador ubicado en dicho punto avanza
100 m hacia la torre y vuelve a observar la cima de ésta, encuentra que ahora el
angulo de elevacion es de 60  °. Encuentre la altura de la torre.

Solucién

Para resolver este problema se puede hacer un esquema como el siguiente:

=

600 "\ 30
A y B 100

Sevaallamar h laaltura de la torre y y la medida del segmento AB. Usando el
esquema anterior se deducen las siguientes relaciones:

tan60° = vh y @60 y /3 (1)
y

Por otro lado:

tan 30° = h Yy 400 = h

y+100 tan 30
Como h=y {8, sustituyendo se tiene
y+100 J-’iﬂ ¥ 100 ¥

J3

-2y =100 ¥ 58
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Asi la altura de la torre es 50m.

vAg¢
“A_Z" Ejemplo
34 mide altura hasta

La medida del angulo de depresion desde lo alto de una torre de
un punto K en el suelo es de 80
aproximada del punto K a la base de la torre

0, Calcule la distancia

Solucién
Se dibuja una figura representat iva de Fro=sssssss
la situacion \
\
10%
A
¢ \
Q
M
\
\
\
A
X K
P — .
Se plantea la razén trigonométrica i tani0° = =
J

tangente del angulo que mide 10
para encontrar el valor de x.

= 34tanl0® =
=6=X

Se da respuesta al problema

La distancia aproximada desde el

planteado. punto K a la base de la torre es de 6m.
A
<% _ , "
£ Ejemplo Un turista observa la parte mas alta de un edificio de 15m de

altura, ¢ on un angulo de elevacién de 24

binoculares que sostiene a 1,75m del suelo, calcule
lta del edificio.

el turista y la parte méas a

0. Si realiza la observacion con unos
la distancia aproximada entre

Se dibuja una figura representativa de

la situacion, dividiendo en dos partes la . \
altura del edificio segun el dato de la \\
altura a la cual se ubican los E_, & ""\ :
. . [
binoculares del turista. S .
~
‘a-
( ]
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Se plantea larazén trigopnométrica seno
del éangulo que mide 24 0
encontrar el valor de x.

para

sen2d° = %
X

X 13,25
senl4°
=>x=32,6

Se darespuesta al problema planteado.

La distancia aproximada entre el turista
y la parte mas alta del edificio es de
32,6 m

A Ejemplo Cuando un avion pasa sobre un punto M ubicado en el suelo, una

estacion de observacion que esta situada a 4kmde M lo observa con un ang
elevacion de 19 ©°. Calcule la altura aproximada a la que se encu

ese momento.

ulo de
entra el avion en

Se dibuja una figura representativa de

{

la situacion. ~_
IS
' “
x| * N
] Y
.
1 N
LY
l My
I 19~
M 4
Se plantea la razon trigonom  étrica |tan1ge - X
tangente del angulo que mide 19 0 para 4

encontrar el valor de x

= d4tan19® =x
=2>1,4sXx

Se darespuesta al problema planteado.

La altura aproximada del aviébn en ese
momento es de 1,4km.

—
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<?Adl> Ejemplo

Una mujer con una estatura de 1,64m proyecta su somb

elStemo. Siel angulo de elevacion que se forma desde la punta de la

la mujer es de 42

0, entonces, calcule la longitud aproximada de la sombra

ra en
sombra hasta

la situacion.

Se dibuja una figura representativa de

Se plantea la razéon trigonométrica
tangente del &ngulo que mide 42
encontrar el valor de x

0 para

1,64

tand2° =

X
1,64
tan42°
=x=18

planteado.

Se da respuesta al problema

La longitud aproximada de la sombra

esde 1,8m

Ejercicios

1. Un ingeniero coloca un cable desde la parte mas alta de una torre

de 45m de altura has
elevacion que se forma en el punto A es de 38

cable.

ta un punto A en el suelo.

Si el angulo de
0, calcule la longitud aproximada del

2. Dos edificios A y B estan ubicados uno en frente del otro. El edificio A tiene 48

m de altura y el angulo de depre
la base del edificio B es de 65

edificios.

—
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sion que se forma desde su parte mas alta hasta
0, Calcule la distancia aproximada entre ambos
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3. La sombra de un edificio tiene una longitud de 0,15km. Si el angulo de elevacion
gue se forma en la punta de la sombra hacia la parte mas alta del edificio es de
329, calcule la altura aproximada del edificio.

4. Un avion despega de un punto K en el aeropuerto y asciend e con un angulo
constante de 380con la horizontal. Calcule la altura aproximada del av ion después
de volar 1800m.

5. En el suelo se encuentra el objetivo de rescate de un helicoptero que esta
volando sobre él, mientras se ubica a 600m de un puesto de observacion en tierra,

desde donde es observado con un angulo de elevacion de 55 °, Calcule la distancia
aproximada entre el objetivo del helicoptero y el puesto de observacion.

6. Desde la parte mas alta de un faro, c on un angulo de depresion de 54 0 se
observa un barco en el mar a una distancia de 117m de su base. Calcule la altur a
aproximada del faro.
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5. Resuelva los siguientes problemas

A. Desde la cuspide de una torre de 30m de alto se observa, con un angulo de
depresion de 29°, un objeto ubicado en el mismo plano horizontal que la base de
la torre. ¢, A qué distancia aprox imada se encuentra el objeto de la base de la torre?

B. Desde la orilla de un rio, un observador de 1,70m de altura observa una piedra
en la otra orilla del rio, con un angulo de depresion de 17 0, ¢Cuél es en metros, la
medida aproximada del ancho del rio?

C. Un guardabosques ve un fuego con un &ngulo de depresion de 7° mientras vigila,
de una torre que mide 825m ¢A qué distancia de la torre, aproximadamente esta
el fuego?

D. El &ngulo de depresién medido desde lo alto de un faro hasta una embarcacion
enel maresde 15 ° Sila altura del faro es 30m entonces ¢,Cual es la distancia
aproximada en metros de la embarcacién a la base del faro?

E. Desde un punto ubicado en una torre vertical y con un angulo de depresion de

37° se observa un objeto en el plano de la base de la torre a 15m de distancia de
la dicha base. ¢A qué altura aproximada se encuentra el punto de observacion
ubicado en la torre?

F. ¢ Aproximadamente a qué altura en metros se encuentra el punto mas alto de
una bandera con respecto al suelo, si e | angulo de elevacion a dicho punto es 55°
y la distancia de la base de la bandera y el punto de observacion es de 25m?

G. Un arbol de 6m de altura forma con los rayos del sol, un angulo de 47° ¢Qué
longitud aproximada en metros tendra la sombra del arbol?

H. Desde el suelo, Juan observa un avion en el cielo con un angulo de elevacion de
50°. Si la distancia entre el avion y Juan es de 800m, entonces ¢ Cual es la altura
aproximada en metros entre el suelo y el avion?

l. ¢ Cual es aproximadamente la altura, en metros, de un edificio si el angulo de
elevacion a la parte mas alta del edificio es 37° y la distancia del punto de
observacion ala base del edificioes 30m?

J. El angulo de depresion determinado desde una torre de observacion hasta un
auto esde 37 °. Silaaltura de latorre es de 40m. ¢Cudl es la distancia aproximada,
en metros, del auto a la base de la torre
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6. Plantea y resuelve las siguientes situaciones:

a) Una personade 1,60 m observa el asta de una bandera con un angulo de
elevacion de 30 °©, sise e ncuentra a 3 m del pie del asta ¢ Qué altura tiene
el asta de la bandera?

b) Desde una determinada posicidon en un camino, una persona observa la
parte mas alta de una torre de alta tension con un angulo de elevacién de 25°. Si
avanza45menline arecta haciala base de la torre, divisa ahora su parte mas alta
con un angulo de elevacion de 55°. Considerando que la vista del observador esta
a 1,70 metros del  suelo. jCual es la altura de la torre?

7. Desde un avidn que se encuentra a 4500 m de altura se observan dos
autos corriendo en la misma direccion y sentido con un angu lo de
depresion de 62°y 35°. Determina la distancia en que se encuentran
los dos autos.

8. Marca la alternativa correcta:

1) La cumbre de un cerro se ve desde un punto P d el llano bajo un angulo de
elevacion de 35°. Al acercarse horizontalmente 2700 m, el &ngulo de elevacion es
58°. Entonces la altura del cerro es:

A)3360m B)821,7m  C)2100m D)210m  E)336m

2) Desde una dist ancia de 48 metros de una pared se encuentra apoyada una
escala con un angulo de 30 ° con respecto al pie de la escalera. A que altura se
encuentrala escalera del suelo.

A) 48m B)48 +/3m C) 16 m D)16 3m E) °

\/ém

9. Se desea cal cular la altura de un arbol, del cual no se puede alcanzar su cima.
Con ayuda de instrumentos de medicion de angulo, se obtienen las medidas
indicadas en la figura.
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10. Suponiendo que se disponen de dispositivos para medir distancias y angulos
pero n o se puede cruzar el rio. ¢, Como calcular el ancho del rio?

1g°
180 m.

11. Calcular la altura de la torre con las medidas que muestran la figura:

h=altura

45° ‘\ 70°

100 melros X metros

M
W
M
W

12. Se sugiere dibujar todas las situaciones que se presentan a continuacion
a) Una escalera de 6,5 m se apoya contra una pared. Cuando el pie de la escalera
dista 1,5 m de la pared. ¢ A qué altura llega la escalera?

b) La torre de control del aeropuerto visualiza un avién con un angulo de elevacion
de 15°. Si el avion esta a u na altura de 2000 metros ¢A qué distancia esta de la
torre de control?

c) Se desea construir una rampa para alcanzar una altura de 0,75 metros. Si el
angulo de inclinacion es de 5°. ¢ A qué distancia de la entrada debe comenzar la
rampa?

d) Dos amigos r emontan barriletes soltando 85 m. de hilo. Uno forma 45° con la
horizontal y el otro 40°. ¢ A qué altura esta cada barrilete?
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e) El radar de un barco indica que un objeto buscado se encuentra a 30 metros de
profundidad y que el angulo de depresion es de 1 5°. ¢ Qué distancia debe recorrer
un buzo hasta alcanzarlo?

f) Desde un edificio de 60 metros de altura se tira un cable hacia otro de 30 metros
de altura. La distancia entre ellos es de 40 metros. ¢ Cuantos metros de cable hay
gue comprar, como minimo, pa ra hacerlo?

g) Un avion recorre en linea recta hacia el norte 250 km., luego al este recorre 600
km. ¢ A qué distancia se encuentra del punto de partida?

h) La diagonal de un terreno con forma de cuadrado mide 112 metros. ¢Cuanto
cuesta el terreno siel  metro cuadrado de tierra vale $ 25?

i) Un barco se encuentra a 800 km. del destino a donde se dirige. Luego de recorrer
200 km hacia el este, sigue su trayectoria hacia el norte. ¢ Cuanto recorre en esa
direccion para llegar a destino?

j) Matias maneja un avion a control remoto que €l mismo construyé. Parado a 30
metros de su casa, hace volar el avioncito hasta la terraza que estad a 16 metros
de altura. ¢ A qué distancia est4 Matias de su avioncito?

13. Parallevar con la carretilla los escombros y tira rlos en un volquete, los albafiiles

colocaron un tablon de 3,50 metros formando un angulo de 25° con la vereda.
¢ Cuél es la altura del volquete?

3,50 m,

14. Una tormenta en la ciudad quebro un ciprés de la plaza. La punta cay6 a 6
metros del tronco formando un angulo de 27° con el piso. ¢ A qué altura se
guebro el arbol? ¢ Cual era la altura del arbol?
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14. Con un teodolito situado a 54 metros de un edificio, se observa la parte mas

alta del mismo con un angulo de elevacion de 25°. El teodolito esta coloca do
sobre un tripode a 1,50 metros de altura. Calcular la altura del edificio. Dibujar la
situacion.

El teodolito es un instrumento Optico de precision utilizado en geodesia y
topografia. Sirve para medir angulos. El taguimetro es un teodolito que ademas
mide distancias.

15. Un observador se encuentra al nivel del suelo a 200 m de la base de una torre
de TV. Desde ahi observa la punta de la torre bajo un angulo de depresién de 26°
¢A qué altura se encuentra la torre sobre el nivel de los ojos d el observador?

16. ¢Cual es el angulo de elevacion del Sol cuando un objeto de 6 m proyecta una
sombra de 10,3 m? Respuesta: 30° 10°.

17. Un observador visualiza la parte superior de un edificio a 173 m por encima del
nivel de sus ojos a un angulo de el evacion de 27° 50°. (A que distancia se
encuentra el observador del edificio? Respuesta: 328 m.

18. Unatorre de 40 m. de altura esté situada a la orilla de un lago. Desde la punta
de la torre el angulo de depresién de un objeto en la orilla opuesta del lago es de
30°. ¢, Cual es el ancho del lago? Respuesta: 69,28 m.

19 Un arbol proyecta una sombra de 16,75 metros cuando el angulo de elevacién

es de 32°. Calcular la altura del arbol. Desde un faro colocado a 40 metros sobre

el nivel del mar, el angulo de depresion de un barco es de 55°. ¢A qué distancia
del faro se halla el barco? Respuesta: 28 m.

20. Untopdégrafo determina que desde el punto A en el suelo el angulo de elevacién
hasta la cima de la montafia mide 25°. Cuando él se encuentra en un punto a 200
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metros mas cerca de la base de la montafa, el angulo de elevacion es de 42°.
¢, Cudl es la altura de la montafia? Suponer que la base de la montafia y los dos
puntos de observacion estan sobre la misma recta. Respuesta: 193,44 m.

200 m

Ley de Senos
Ya hemos visto como resolver triangulos rectangulos ahora veremos todas

las técnicas para resolver triangulos generales.

A
Este es un triangulo ABC el angulo U se escribe e
vertice de A, el 8ngulo a se esc
7 /_b B y el 8ngul o MelwricedesCcri be e
B a C Los lados que estan opuestos a los vértices ABC y los

escribimos con una letra mintscula abc.

Este tipo de triangulos los podemos resolver utilizando la ley de senos o la ley de
cosenos.

La férmula para la ley de senos es:

sina _sinb _sing : . . a _ b _ c
= = no ha y diferencia si la tomas asi: == pero no
a b c sina sinb sing
las puedes mezclar.
wAg Ejemplos
L%
PVA
1. El primer caso es de dos angulos y un lado. B
Determina las partes restantes del triangulo si b=20 , a=130 yb =6.
Procedimiento:  ordena los datos del problema como se te in dica a continuacion.
A
C_130>>__bh=6
a= 130° a= 1344 5 S5 n
a C
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La suma de los angulos internos de cualquier triangulo = 180°

g=180- (130+20)=30

1. Observamos que tenemos los valores de b

nuestra férmula y buscamos el lado a.

sin130_ sin20

a 6 despejamos a
Sin1306 _ _

sin20

©1344=a

Tomamos de nuevo lo s datos que tenemos seguros del problema que son
porque pude haberme equivocado en la respuesta anterior y tener esta mala
también.

sin30 _ sin20
c 6
sin30% 6 _ c
sin20 0877=c

2. Determine los lados y angulos faltantes del triangulo ABC, si
a=16,mIBAC 35 y m ABC 68.

Solucion
Como la suma de las medidas de los angulos internos de un triangulo es 180
para calcular la medida del angulo faltante

se procede asi: 180°- (35 +65) 80. De donde mi ACB =80°.
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Luego utilizando la ley senos dos veces se despejan las medidas desconocidas de
los lados.

ser85’ _ seré5’ Vb _sef5A16 0,91 @6

25,54
16 b ser3s 0,57
serB0® _ ser8%’ Ve _seBCAl6 0,98 06 27 51
c 16 ser3s 0,57
3. Determine BC y mi ABC en el triangulo ABC, Si
AB=10,m IBAC 37 ym BCA 48,
B
Solucion
10
37 45
A C
Como la suma de los angulos internos de wun triangulo es 180 °
mi ABC =180 {37 45) 098
Hasta este momento no se conoce el significado de serf8, aunque usted podria

usar una calculadora para determinar este valor. Por esta razén no se usara este
angulo en la ley de senos para ¢ alcular BC.

serB7° _ sedB vBC _1seR®? 10,6

BC 10 seB 0,7

Asi BC es aproximadamente 8,57 y mi ABC =98°.
4. Para determinar la distancia entre dos puntos, A y B, en lados opuestos de un
lago, Raquel ubico un punto C a una distancia de 28m, al mismo lado donde esta

marcado el punto A. Lueg o obtuvo que mi BAC =85y m IACB 6%. Como el

triangulo que formd en su estrategia resulté acutangulo decidié utilizar la ley de
senos para despejar la distancia buscada

En
P

Se tiene entonces: 8957
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Primero tuvo que calcular la medida del angulo ABC:
180°- (85 +69 ) =26

Luego planted y resolvié la ecuacion:

ser6®® _ ser2d Iy _280seRg |
X 28 sen23
xo 28993 056 77
0,39

Raquel obtiene que la distancia entre los puntos A y B es de aproximadamente
66,77m.

5. Un poste telegrafico que esta inclinado formando un angulo de 11 ° conlavertical
emite una sombra de 8m de largo sobre el suelo horizontal cuando el angulo de

elevacion al sol es de 23  °. D etermine la longitud del poste.

Solucién

Dado que la medida del angulo ABC es: mi ABC =90°
mi BAC =180 (79 23) 78

Suponga que x es la longitud del poste y utilizando la ley de senos se despeja:

servg’ _ sered Vx 10 ser3
11 X sen78

o 11,39
0,98

Finalmente se obtiene que la longitud del poste es aproximadamente 4,38m.

°4,38

6. Tres amigos se sitian en un campo de fatbol. Entre Alberto y Berto hay 25
metros, y entre Berto y Camilo, 12 metros. El angulo formado en la esquina de

11 7,

( ]
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Camilo es de 20°. Calcula la distancia entre Alberto
y Camilo. El esquema de la situacién seria algo asi:
tenemos al menos una pareja angulo -lado opuesto. @ .. 2om
Para hallar la medida del lado que nos falta, nos
basta recurrir al teorema del seno. El problema es @ B
gue el angulo opuesto al lado AC tam poco lo U L iy )
sabemos, algo que tiene facil solucion si primero c @

aplicamos el teorema del seno para hallar el &ngulo

Ay después deducir la medida de B. 25/sen20° = 12/senA 73,10 = 12/senA senA
=12/73, 10senA=0,16 A =9,45°

Como los tres angulos debens  umar 180°, B debe valer 150,55°. Ahora ya tenemos
todo lo necesario para volver a usar el teorema del seno y hallar la distancia AC:
25/sen20° = AC/sen150 ,55°73,10 = AC/0,49 AC = 73,10-0,49 = 35,94m

Ejercicios
1. Determine en cada caso el valor de la vari able"x" y el mxq
utilizando la ley de senos.

1) 2) 3) 4]
21 q
37 68
X
7) 8)

Lad
=
»
.
Eg‘ o
o
(WS
o

9) 10) 3 11) 12)
50 45
30 * 50 34 ’
17 x
X
30 X
13) 14) 15) 16) 13
56° 11 B x
7 x 3
X = 27
10 v 3
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2) PROBLEMAS

1) Dos piedras se encuentran a la orilla de una playa a una distancia uno de otro
de 1.8 Km. enlos puntos Ay B, y se encuentra una boya situada en un punto
C. Si la piedra A mide un angulo CA B igual a 79.3° y el que esta en B mide
un angulo CBA igual a 43.6°, ¢a qué distancia estéa la bolla de la costa?

2) Un poste forma un angulo de 79° con el piso. El angulo de elevacion del sol
desde el piso es de 69°. Encuentre la longitud del poste si su sombra es de
5.9m.

3) Si medimos los angulos de elevacién de una montafia desde lo mas alto y
desde la base de una torre de 20 metros de alto y éstos son 38.5° y 40.2°
respectivamente ¢ Cudl es la altura de la montafia?

4) Un hombre de 5 pies 9 pulgadas de altura se para en un andén que se inclina
hacia abajo con un angulo constante. Un poste vertical de luz situado
directamente detras de él proyecta una sombra de 18 pies de largo. El angulo
de depresién desde la mayor altura del hombre, hasta la punta de su sobra
es de 31° encuentre el angulo a , como se muestra en la figura, formado por
el andén y la horizontal.

Sombra

5) Si el hombre del problema anterior esta a 22 pies del poste de luz sobre el
andeén, encuentre la al tura del poste.

( ]
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6) En cada caso determine el v alor que se le solicita.

(a) Determine EF (b)¢ Cual es la medida aproximada de
BC?

“ ;.

28°
A C
D 4(F F
(c) ¢ Cual es el valor aproximado de o ? | (d) ¢ Cual es el valor aproxamado de B7
B
18
54° B
C
A 20
(e) Determine la medida de AB (f) Determine la medida de AB
B

7) Problemas

1.Sea ABC un triangulo rectangulo en A. Si el segmento AB mide 20 cm. y el angulo
b, opuesto a ese lado, mide 42°. Calcula

a) el lado AC
b) el lado BC
c) el Angub g
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2. Si ABC es un triangulo rectangulo en Ay los segmentos AB y AC miden2m.y 4
m., respectivamente. Calcula:

a) el lado BC
b) el &ngulo ABC
c) el angulo ACB

3. Si MNO es un tridngulo rectangulo en M y los lados NO y MO miden 8 m.y 6 m.,
respectivamente. Calcula:

a) el lado MN
b) el &ngulo MNO
c) el angulo MON

4. La sombra que proyecta un arbol de 3,4 m. sobre el piso horizontal mide 4,3 m.
¢,Cuadl es la medida del &ngulo que hace la horizontal con la linea que une los dos
puntos extremo s, de la sombra y del arbol?

5. Un avibn sale de un aeropuerto y se eleva manteniendo un &ngulo constante de
10° hasta que logra una altura de 6 km. Determina a qué distancia horizontal del
aeropuerto se encuentra en ese momento.

6. Una persona se encue ntra en la ventana de su apartamento que esté situada a
8 metros del suelo y observa el edificio de enfrente de la siguiente manera: la parte
superior, con un angulo de elevacién de 35° y la parte inferior, con un angulo de

depresion de 43°. Determina la altura del edificio de enfrente.
8) Considereel 30 0 0 o
T
[0} ovu [0}
De acuerdo con los datos de la figura, determine la medida de 66
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9) Considere el 300 0O

Determine 6 6 0 W 6

10) Considereel 30 6 0 0

0 D « o]

De acuerdo con los datos de la figura, ¢ cuél es aproximadamente la medida de

C

11. Considere el 30 0 Y

De acuerdo con los datos de la figura, ¢,cuél es aproximadamente la medida de

0P

12)En un 30060Si 6, 000 pmdpa, 6006 ¢dy 0 6 p ¢entonces , determine

lamedidade 0 0
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13) Sea él 3000 Si a 0006 Yk a 606 Tdy OO p T entonces

determine la medidade 0 6

14) Calcule la distancia d de la luz proyectada en el suelo segun la imagen

58,
a525)
jEsE)
&5,
am
ja52E)

15) Para determinar la distancia entre dos puntos 0y 6 que se encuentranen| as
orillas opuestas de un rio, se traza un segmento de recta desde 0 hasta un punto

0 de longitud ¢ Ty se determina que G 600 vLvVYPJy &, 0006 vrt.ECudles
aproximadamente la distancia entre oy 6?

16) Para construir un puente sobre un ri 0, es necesario conocer la distancia entre

los puntos 0 y O que se encuentran en las orillas opuestas de un rio, para ello se

ubicaun punto & a ¢ uodde & detalmaneraque @&, 606 vdy G, 666 T d8
¢, Cuadl es aproximadamente la distancia e ntre 0y 07?
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Tema 4 Visualizacion Espacial

, Situacion Problema
)

J‘. B La siguiente imagen representa una tienda de campafia, que cuando
esta cerrada, tiene forma de pirdmide regular de base cuadrada.

Si la tienda

de la base mide 1
¢cuanto mide aproximadamente, en
metros cuadrados, la superficie total de

la tienda (incluyendo la base)?

.« LacClave

E’;! Visualizacion espacial

PirAmides rectas
Sus elementos son:

U Vértice o cuspide: el punto mas alto de
la piramide.

U Arista: es el segmento en el que se
unen dos caras laterales (las
triangulares).

U Altura: es la distancia vertical desde la
base hasta la cuspide.

U Apotema: es la altura del triangulo
formado en cada cara lateral.

Se va a trabajar Unicamente con do S casos
de pirAmides: con la base cuadrada o cuando

la base es un triangulo equilatero. Pero,
como ambos casos son diferentes, se
estudian por separado:

163
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1) Con base cuadrada
Si la medida del lado de un lado de la base se representa por ay la medida de la
altura se representa con "Q para calcular la apotema de la piramide se tiene la
siguiente figura:
De esta manera, se puede aplicar el teorema de
Pithgoras para determinar la medida de la apotema:

a v s s s e o
Q E wneoQaw
t de la biramid Asi, con las medidas del lado de la base y de la
h apotema de fa piramide apotema de la piramide se pueden calcular el area

basal, el area lateral y el area total de la piramide.
Para el area basal, basta con calcular el area del

cuadrado:
[ 0 a
f_- El area lateral se obtiene al calcular el area de los
2 cuatro triangulos formados en cada uno de los lados

del cuadrado, donde la base corresponde a la
medida del lado de la base y la altura corresponde a la medida de la apotema de
la pirdmide:

QJON € 0QaMIVNEOQA® . ., . ., .
3 C N e o0Qaw
El area total se calcula sumando el &rea basal con el area lateral:

0 a ¢D3JONEO0QAa®

T

Ag

4!> Ejemplo , se puede resolver el siguiente problema:
Vv

vA¢

Ana le obsequio a su tia un regalo en una envoltura con forma de
pirdmide recta de base cuadrada. Si el lado de la base es voay la
altura de la piram ide mide @& ¢ entonces, ¢cudl es, en centimetros
cuadrados la cantidad minima de cartulina que contiene esa
envoltura?

Como el problema se trata sobre la cartulina necesaria para la envoltura del
regalo, se debe determinar el area total de la piramide. Para esto se tiene que la
medida del lado de la base es vyladelaalturaes @, porlo que se tiene:

0 g BN E O QG G

ONéoQadig v olv
Asi, ya se p ueden calcular las areas solicitadas:

0 VU CU
O cHADRNE O QW U
0 CL QUL WT

Finalmente, la respuesta solicitada es w TCentimetros cuadrados.
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2) Con base triangular

Si la medida del lado de un lado de la base se representa por ay la medida de la

altura se representa con "Q para calcular la apotema de la piramide se tiene la

siguiente figura:

De esta manera, se puede aplicar el teorema de

Pithgoras para determinar la medida de la

apotema:

o o Y shman

apotema de [a piramicde (0]

h Asi, con las medidas del lado de la base y de la
apotema de la piramide se pueden calcular el area
basal, el area lateral y el area total de la piramide.
Para el area basal, basta con calcular el area del

3 triangulo: o

: N a Vo
(i 0 —_—
T

El 4rea lateral se obtiene al calcular el &rea de los
tres triangulos formados en cada uno de los lados del triangulo equilatero, donde
la base corresponde a la medida del lado de la base y la altura corresponde a la

medida de la apotema de la piramide:
qd:l'br‘] € 0 QaWhddN € 0 Qa ®
(ope)

5
q q
El area total se calcula sumando el area basal con el area lateral:
ao oabn € 0 Qa ®
T C
Ag
V“l> Ejemplo , se puede resolver el siguiente problema:

[A)

o

>
<
£

¢, Cudl es el area total de una pirdmide de base triangular si la
medida del lado de su base es ¢ y la medida de su altura es cVg?

Como se tiene que la  medida del lado de la base es ¢ y la medida de la altura es
¢V, se obtiene que:
— Qo
Q0] T wneEoQaw
CT 0 ONEOQA
CX WNEOQAaM
W €0 Qdp) oo
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Asi, ya se pueden calcular las areas solic itadas:

Mo o@lo .—

g0 Ld wio
T T

ocpoVo v Vo —
c c ¢ Xlo

6 oo ¢ Xo o ¢o

Finalmente, la respuesta solicitada es o ¢lo.

En la PirAmide es importante considerar la siguiente informacion

----- —altura de la piramide

Notese que internament

--\--— altura de la piramide

---—arista lateral

____________ —» radio

----- -— alturade lacara

-----—-N-----—altura de la piramide

apotema

alturade la cara

e se forman dos triangulos rectangulos

Con este triangulo se pueden obtener
cualquiera de los datos indicados. Obsérvese
gue la arista lateral corresponde a la
hipotenusa.

Con este triangulo se pueden obtener cualquiera de los
datos indicados. Obsérvese que la altura de la cara
corresponde a la hipotenusa.
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A
Va4
<l©l> Ejemplos

1.‘>V4Calcule la apotema de una piramide de base cuadrada si la altura de la

piramide mide y el lado de la base mide 12cm

10 cm

Piramide base cuadrada

Se tiene

2. Calcula el éarea late

Recordar

a, apotema de la piramide

a: apotema de la base
h: altura de la piramide

¢ lado de la base

a, = W +a
a, =\/8* +6’
a. =10

ral, total de una pirdmide cuadrangular
arista basica y 12 cm de altura.

Ap* =122 + 52

Ap =412 +52 =13 cm

P, =410 =40 cm
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A, = 40;_;13 =260 cn?’

A, =260+10% =360 cm?

Nota

Area Total Area lateral Area Basal
Se averigua elarea |Ag= I |

Ar=As+A.L de uno de los (cuando labase e sun
triangulos que poligono de 5 0 mas lados
forman la piramide, (en esta f-r mul
y se multiplica por la apotema de la base, no
la cant idad de de la piramide)
triangulos que hay.

3. Hallar el &rea total de una piramide cuadrangular  cuya arista de la base mide
10, laalturad e 12 cmy un Apotema del poliedro de 13 cm.

Nos enfocamos en la forma de la base de la pirdmide para despejar estas férmulas.
El problemaindica que es una piramide cuadrangular con las siguientes medidas

Piramide cuadrangular

h=12cm

10cm

ap=5cm
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Area de la base es Area Lateral

A= (10)2 A :1.%13 a
A =100cm Al = 260cn?
Area total 100 + 260 = 360cm
4. Hallar el area total y de una pirdmide regular triangular cuyas medidas son las
siguientes:
Piramide triangular
Ap=12cm

h=5.19cm

Obtengamos primeroel  area lateral (eldelas tres caras triangulares, sin la base ),
coloreadas en la figura de abajo.

Recuerda que en una piramide regular la altura de cada uno de los triangulos

laterales  (caras), llamada apotema del poliedro ( Ap.), es igual a la altura del
triangulo lateral.

lado de la bas§ apotemziB
2

A:
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Y ahora el areadelabase .Paraello enlaformula general vamos a sustituir por

la féormula para obtener el area de un triangulo , ya que la base es un triangulo
equilatero.
2
> Fe ., -z
Area del triangulo Equilatero
(6)2 /3 g q
Ab=1_"— 45 57cnf

A total = 15,57 + 108 =123,57

A
VAg
<‘Qy£Eje mplos

Piramide Area de labase Area Basal Area lateral Area total
R .
4, Ay = 4, A= J;P A +A4,
Base tridngulo
equildtero A
£7443 P
“i'} = :I_ .'ii — zap
, A=A +A
623 1849 L
A== 4 == A, =81+93
4 =93 4, =81
B -a
2 A, =—"7
4y =£ A=A ’ 2 Ap = A+ 4y
4, =7 s 28410 A =140+49
’ Ay =49 4, =
A4, =49 2 A, =189
A, =140
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Tipos de piramide rectangular

Existen dos tipos de piramide rectangular

A Piramide rectangular recta : la piramide es recta cuando todas sus caras
laterales son tridngulos isésceles . En este caso, la altura o recta
perpendicular al plano de la base que pasa por el vértice (o apice) de la
piramide corta a la base por el centro del rectanqulo .

A Piramide rectangular oblicua : la pirdmide es oblicua cuando no todos
los triangulos laterales son isésceles y la altura o recta perpendicular al plano
de la base no corta por el centro del rectangulo .

Piramide rectangular Piramide rectangular
recta oblicua
Area de la piramide rectang ular
El célculo del area de la piramide rectangular cambia segun si la pirdmide

es recta u oblicua
Area de la pirdmide rectangular recta

a b

puede calcularse sabiendo los lados diferentes de la base ( ay b)y la altura de
la piramide (h). Su formula es:
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http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/triangulo-isosceles/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/rectangulo/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/triangulo/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/rectangulo/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/area-piramide-rectangular/
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/piramide-rectangular/#recta-oblicua
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/area-piramide-rectangular/#recta
http://www.universoformulas.com/matematicas/geometria/piramide/

donde a y b son los lados diferentes de la base y A la
altura de la piramide

Ejercicios

1) Sila altura de una pirdmide es de ¢ T Ay su base es un cuadrado de p Y &
de lado, entonces determine el area lateral de la piramide.

2) La base de una piramide es un cuadrado cuyo lado mide 10m vy la altura de
la piramide es 21m ¢ Cuél es el area total de la piramide?

3) ¢Cualeselar ealateral de una pirdmide recta de base cuadrada, si el lado de
la base mide 20cm y la altura de la piramide es 24cm?

4) De acuerdo con los datos de la figura, determine el area lateral (en cm2) de
la pirdmide cuadrangular.

13cm

10cm

172

—
| —



5) Hallar el area total de una pi ramide cuadrangular regular cuyo lado de la base
mide 4 cm. y cuya altura tiene 10 cm.

6) Calcula la superficie total de una piramide cuadrangular recta, sabiendo que el
lado de la base es 4 my la altura es 6 m.

7) La Piramide de Keops tiene base cu adrada con un lado de 232,805 m y altura
148,208 m. Quedandote sélo con las unidades en metros, calcula su superficie
lateral.

148m

116m
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8) Determine el area total ( area de la base mas area lateral) de una piramide, si
la base es un triangulo equilatero cuyo lado mide 10cmy la apotema de la piramide
mide 8cm

9) Calcule el area total de una piramide de base, un triangulo equilatero, si la
apotema de la piramide mide 12cm y el lado de la base mide 8cm

10) Calcule el érea total de una piramide, si la base es un triangulo equilatero
cuyo lado mide 18cm, la apotema de la base mide 3 3cmy laalturadela
piramide 12cm

11) Identifique la base, las caras laterales, la altura, las apotemas y el
apice o cuspide de las siguientes piramides rectas

2) 3)
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12)Una piramide triangular cuya base es un triangulo equilatero de lado 1.5 cm,
tiene una altura de 3.6 cm y la apotema de la base mide 0.43 cm. Calcula el area
de dicha piramide redondeando a dos cifras decimales.

2.6 cm / N
/ Y
/ \
1r,-"' ""\
1.5 cm
Situacién Problema
.'J
“ N Considere lo s datos de la siguiente figura, que
] representa la caja en la que se empacan pequefios frascos de tinta
negra:

6cm

Tinta
negra

—— 4cm —

De acuerdo con los datos de la figura anterior, si la caja tiene forma de prisma
recto de base cuadrada, entonces, ¢,cuanto mide la superficie lateral de la caja, en
centimetros cuadrados?
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o La Clave

K_{ Prismas rectos
9 -

Sus elementos son:

U Dos bases iguales que no Dase
necesariamente son cuadrilateros.

U Caras laterales: rectangulos que se
forman en cada uno de los lados de cara
cualquier base.

U Arista: segmento en el que se unen
dos caras laterales. |

U Altura: distancia vertical u horizontal base
gue separa las dos bases.

Se va a trabajar con tres tipos de prismas: cuadrados, rectangulares y cuando las

bases son triAngulos equilateros.

vertice

«—arista
lateral

1) Prismas cuadrados
Estos prismas se caracterizan porque cada una de sus bases es cuadrada. El &rea

basal, a diferencia de las piramides, considera las dos bases, por lo cual se
diferencia el area de una base ( 0 ) del area basal ( 0 ), que in cluye el area de las
dos bases.

Asi, se tiene que:
0 a
0 [§e)) ¢

Para el area lateral, se tienen cuatro rectdngulos cuya base corresponde a un lado
del cuadrado y cuya altura corresponde a la altura del prisma, por lo que:

0 1TI0Q
Y asi, el area total del prisma corresponde a la suma del area basal y el area lateral:

0 ¢ 1TWIQ
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vAg _ .
<p 4l> Ejemplo , se puede resolver el siguiente problema:
\i

En un prisma recto de base cuadrada, el area de una de sus bases es
o Q@ @, y la medida de la altura del prisma es el doble de la longitud
de la diagonal de la base, entonces, ¢ cual es el area total del prisma?

Antes de presentar la  respuesta, es necesario aclarar que 0 @ & corresponde al
area de una de las bases, es decir, 0 . Asi, se debe despejar la medida del lado de
la base:

0 & o¢

& Wocg tWg

De igual manera, es necesario calcular la medida de la diago nal del cuadrado. Pero,
para calcularla, se tiene la siguiente figura:

Aplicando el teorema de Pitagoras, se obtiene que

g g QQOQE & Qo
diagonal del cuadrado
] oC 0C QQOQE &€ ®Oa

eT QQOQE € Da

] QQOQ¢ P Y

Y, como la altura del prisma mide el doble de la
diagonal de la base,

Q ¢NQOQE eqix p @
De esta manera, se pueden sacar las areas faltantes:
0 [§e)) C¢g QT
6 TAUCP @ ¢ ulg

O @1 culg
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2) Prismas rectangulares
Como su nombre o indica, cada base de este tipo de prismas corresponde a un

rectangulo. Como sus lados son diferentes (largo ay ancho ), esto se debe
considerar a la hora de calcular las areas. Asi:
0 aJo
0 ¢®» W
Para el area lateral, seti  enen dos rectangulos cuya base es el largo del rectangulo

basal y dos rectangulos cuya base corresponde al ancho del rectangulo basal, y los
cuatro rectangulos laterales tienen como altura a la altura del prisma, por lo que:

0 ¢ 2JQ ¢ avIQ
Y asi, el area total del prisma corresponde a la suma del area basal y el area lateral:
0 CcI ¢WTQ ¢IAIQ
Ag

V4[> Ejemplo , se tiene el siguiente problema:

vAg

Determine la cantidad de plastico, en centimetros cuadrados, necesaria para
envolver una candela en forma de p risma rectangular con las siguientes
dimensiones: ¢ @ ade ancho, T wdadelargoy @ ade altura.

Como las medidas de las dimensiones estan claramente dadas en el problema, se
puede ha cer el calculo directo de las areas:

6 11X U
0 ¢®» ¢ po
0 ¢ ¢XIyp TYCT XC
O PO XG VY
Asi, se tiene que, en total, se necesita P Yo & de p lastico para cubrir la candela.

3) Prismas triangulares
Este tipo de prismas tie  ne en cada base un triangulo equilatero. Asi, se tiene que:

. aVo
O —
T
avio aWo
o] ¢D c:)T— T

( ]
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Para el area lateral, se tienen tres rectangulos cuya base corresponde a un lado
del triangulo equilatero y cuya altura cor responde a la altura del prisma, por lo
que:

0 o JQ

Y asi, el areatotal del prisma corresponde a la suma del &rea basal y el area lateral:

. alo -
0 — o B0Q
C
YAy .. : . _
- ~ Ejemplos , se tiene el siguiente problema:
A4

Determine la cantidad de cartén, en centimetros cuadrados, necesaria para
elaborar la envoltura de un chocolate, que tiene forma de prisma triangular
en el que la medida del lado de la base es de ¢ @ dy que tiene o T ade altura .

Aplicando las férm ulas, se tiene que:

N ¢ Vo VMo .—
0 — — Vo

O ¢d Mo clo
0 oXxXmpym

6 oMo pymp YT p MEKYD

De esta manera, es claro que, aproximadamente, se necesita un total de p Yow &

de cartdon para envolver elc  hocolate.
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1) Paralelepipedo (Prisma recto de base rectangular)

h h
=]
£ £
d
Area Total Area lateral Area Basal Area de una
base
Se suman las Se obtiene Se suman Se averigua
areas de los 6 el area de las areas de el area del
rectangulos los 4 los rectangulo
que forman el rectdngulos rectangulos de la base.
paralelepipedo | que estan a de la base
los lados del | inferiory la
prisma. base
Luego se superior
suman (ambas son
iguales)
<?Ad;> _
AA Ejemplos
1. De acuerdo con los datos de la figura, ¢cudl es el area del prisma rectangular
recto?
Q
o
o

Solucion
0 0 0 ¢ TP wtm Luego, el area total mide W T

2. El area de un prisma rectangular se calcula sabiendo los lados de la
base rectangular ( ay b)ysualtura( h).
Un prisma rectangular (u ortoedro ) esun poliedro cuya superficie esta
formada por dos rectanqulos iguales y paralelos llamados bases vy por cuatro
caras laterales que son también rectanqulos paralelos e iguales dos a dos.
Su area se calcula por la siguiente formula:

f ]
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Area=2-(a-b+a-h+b-h)

siendo a v b los lados diferentes de la base y h la altura

k,/a/

Sea un prisma rectangular de dimensiones conocidas, siendo los lados contiguos

de labase a= 3 cmyb=1,5cmy laaltura h=4 cm. —
T
|
¢ Cudl es su area? \2

|
Su é&rea se calcula mediante la suma de los seis I
rectangulos de su superficie, que al seri a guales dos a dos, |
sera el doble de la suma de los tres rectangulos diferentes. |
Ejemplo del célculo del area del prisma rectangular '
Y se obtiene que el area de este prisma rectangular es de N ‘-'\
45 cm2. ;

La formula del area del prisma rectangular se obtiene como resultado de
sumar el area de los seis  rectanqulos de la superficie del  prisma . Es decir,
el area del prisma__rectanqular es el sumatorio del area de las dos
bases B (rectangulos PTWR y QUZS),los
dos rectanqulos laterales Ri (PQSRy TUZW)y IUos dos Rz (RSZW y PQUT).

74 B I
s =

R1

|
|
IRz
Rz h Rl :
|

’

=
\
i

T
nI\
o

]
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Aplicando la formula del area del rectangulo el area de
los rectangulos B, Ri y Roson:

Area(B) =a-b

Area(Ry) =a-h

Area(Rs) =0b-h
El 4rea del prisma rectangular es la suma del area de los seis rectanqulos  (dos
bases B, dos Ri y dos Rg2). Por tanto, sera la suma del area de los tres rectanqulos

multiplicada por dos, obteniendo la formula.

Area=2-(a-b+a-h+b-h)
siendo a v b los lados diferentes de la base y h la altura

3. Hallarelarea totalde un prismatriangular cuya base mide 10 x 43y con una
altura de 42 cm; si la altura el prisma mide 60 cm.

Nos enfocamos enla forma de las bases del prisma para despejar estas formulas.
El problema indica que es un prisma triangular  con las siguientes medidas.

Prisma triangular

fe——h =60 cm

43 cm ——,

[ h=42cm

10 cm
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Obtengamos primero el  éarea lateral (el de las tres caras)  (para recordar cOmo se
obtiene el area de un rectangulo).

Al = perimetro de la bas€] altur
Al =(10 #43 #43) 6D

Al =96 %0

Al =576@nY

Y ahora el area de las bases . Para ello en la férmula general vamos a
sustituir por la férmula para obtener el area de un triangulo , ya que la base
es triangular; y después el resultado se multiplicara por 2 (ya que el prisma tiene
dos bases iguales, en este caso, triangulos isésceles). Es el area coloreada. (Para

recordar como se obtiene el area de un triangulo).

ABZ 2(base‘ﬂ alturg

AB:Z(loLZA'Z)

AB= 2(4%0) =420cnt

AT = AL +AB
AT =5760 +420
At =6180cnt

4. Calcula el area lateral y el area total de un paralelepipedo de 25 cm de alto,
15 cm de ancho y 10 cm de largo . Area lateral:

Hay dos rectangulos de 25 por 15: A=25-15=375 cm2 Hay dos rectangulos de 25
por 10: A=25-10=250 cm2 El area lateral es:

Al=2.375+2-250=1250 cm2

Area total: Las bases son dos rectangulos de 15 por 10:

A=25.15=375cm2El & rea total es: At = 1250 + 2 - 150 = 1550 cm2

183

—
| —




5. Para calcular el area total o parcial de un prisma se puede realizar calculando
por separado cada area de las figuras que forman el prisma o utilizar formulas
como se indica a continuacion.

Prisma

Base tridngulo
equildters

Base cuadrada

5

Base rectangular

10
12

Area delabase Area Basal
4, Ay =24,
28
Ty Ag =24,
83 Ay =2:1643
4 Ay =323
4, =163
4,=F Ay =24,
4, =5 Ay =225
4, =25 4, =50
A, =fea, Ay =2 o4,
4,=12.10 Ay =2+120
4,=120 A, =240

Area lateral

AL:P;";I

A, =Peh
A, =2446
A, =144

A, =Psh
A, =207
4, =140

A, =Peh

A =44.4

A, =176

Area total

A=A + A,

A=Ay + Ay
A =144+432.3

A = A, + A
Ay =140+50
A, =195

A=A, + 4y
A, =176+240

A =416

6. Calcular el area lateral y el area total de un prisma triangular de 40

centimetros de altura y 25 centimetros de arista de la base.

Area lateral: hay tres rectangulos iguales:
Al=3 .40 -25=3000cm2

el Teorema de Pitagoras

Area de la base: un triangulo equilatero. Se aplica

184

—
| —



] h=\(257 {12,5° 21,65

_25121,65

" Ab =270, 6t

At=3000 +2 £70,63 3541, Znf

Ejercicios

1. Halla el &rea de un prisma triangular de altura 6 cm y base
un triAngulo equilatero de lado 5 cm. Redondea a dos
cifras decimales.

G cm

5 cm

2) Maria regala a su padre un best seller por su cumpleafios. Elige la
encua dernacion de tapas duras que tiene forma de prisma rectangular, siendo sus
medidas 18 cm de largo, 12 cm de ancho y 6 cm de grosor. Si sabemos que al
envolverlo un 10% del envoltorio queda oculto por si mismo, ¢ cual es la cantidad

de papel de regalo gastad a?
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3) De acuerdo con los datos de la figura ¢, Cual es el area total del prisma
rectangular recto?

3cm 8c

4cm

4) Una madre compra a su hija una caja de sus bombones favoritos. La caja
tiene forma de prisma triangular de 2 1 cm de larga y 12 cm de lado de la
base. ¢ Cual es la cantidad de papel minima que se necesita para envolverla?

5) Estoy construyendo una piscina de 5,7 metros de largo, 4 metros de anchoy 1,9
metros de alto. Quiero cubrir las paredes y el fondo con azulejos de forma cuadrada

de 20 cm de lado. ¢ Cuantos azulejos necesitaré si aproximadamente se desperdicia
un 10%?

6) Calcula el area total de un prisma triangular de 55 metros de altura y 30
metros de arista de la base

7)Determine el areade lab  ase, el area basal, el area lateral y el area total de un
prisma, si la base es un triAngulo equilatero cuyo lado mide 7cm y la altura 11cm
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8)Determine el area de la base, el area basal, el area lateral y el area total de un
prisma, sila base esun  cuadrado cuyo lado mide 13cm vy la altura 17cm

9) Calcule el &rea de la base, el area basal, el area lateral y el area total de un
prisma, si la base es un rectangulo que mide de ancho 15cm, de largo 32cm y la
altura 12cm

10) Determine el areade laba se, el area basal, el area  lateraly el area total de un
prisma, si la base es un rectangulo que mide de ancho 17cm,de largo 36cm y de
altura 10c

11) Hallar el area total de un prisma triangular regular cuya base tiene 8 pulgadas
de ladoy laalturad el prisma esigual a 17 pulgadas.

Ejercicios de la U nidad I Geometria
Seleccion Unica

1). De acuerdo con los datos de la figura, si el oABCE es un cuadrado,

entonces el perimetro del trapecio ABDE es:

A

N _E

|
6 J .
| I ™~
B C 8 D
A) 36 C) 42
B) 26+2/7 D) 32+ /7
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2) De acuerdo con | os datos de |l a figurag alcustg

punt BO A

......

Cada o representa un cuadrado de 1cm de lado.

A) 4cm C)8cm
B) 4/2cm D) 24/10cm

3) Una persona camina 6km hacia el este y 8km hacia el norte, de manera

consecutiva. ¢ A qué distancia esté la persona del punto de partida?

A) 2km C) 10km
B) 247 km D) 2./19 km
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4) Considere el siguiente contexto:

La casa de Pedro
Pedro desea construir una casa cuyas dimensiones se muestran en la

figura. Para construir el techo utilizara laminas de zinc de

largo AD, de manera que el punto mas alto del techo esté centrado

con res pecto al frente de la casa.

- - y P

/ B - Cp

e * T

-

25m | - — s
; 8'm

- ./

— &m

3,66m de

Si Pedro desea que el sobrante cD del techo tenga una longitud de

¢,cudl debe ser aproximadamente la medida de la altura AB?

A) 1,14m C)125m

B) 1,30m D) 2,10m

5) La cantidad 2—3'0 radianes equivale a:

0,45m, entonces,

A) 60 C) 1200
B) 240 D) 270"
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6) De acuerdo con los datos de la figura, el valor de sera €sS:

A
" A) 3 em
4em acm B) Zcm
”.
. ,‘f o C) Zcm
LS S §
B
3em C
D) —cm
7) Considere las siguientes proposiciones referidas alos angulos agudos a y b

de un triangulo rectangulo escaleno:

sem =cos
1

Il. tana =
tanb

¢, Cuales de ellas son verdaderas ?

A) Ambas C)Ninguna
B) Sololal C)Solo lall
8) De acuerdo con los datos de la figura, la medida aprox imada del AB es:
0
|\
oy A) 6,8cm

[ hY

: \Jzem  B)  83cm
|

lL' N\ C) 9,8cm
B : C
D) 17,icm
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9) De acuerdo con los datos de la figuras, si la m AD=100 m, entonces, ¢ cual es

aproximadamente la medida del DC?
B A) 160,00m
B) 260,00m
C) 276,98m
D) 376,98m
1 [58° 23
A D
10) En un rombo, la medida de uno de los angulos internos es 80,V la
medida de cada lado es 10 an, ¢cual es aproximadamente la medida de la

diagonal menor del rombo?

A) 7,66cm C) 9,84cm
B) 12,86cm D) 19,70cm
11) Unaescalerade 4m de longitud esta apoyada a una pared de tal manera
gue forma con el suelo un angulo de 60 . ¢, Cual es aproximadamente |  a altura

gue alcanza la escalera con respecto al suelo?

A) 15m C) 2,31m
B) 36,46m D) 4,62m
[ 101 }



12) De acuerdo con los datos de la figura, si el angulo de elevacion con que
observa la persona el punto mas alto d el arbol es de 60 y el angulo de
depresion con que observa la base del arbol es de 25, entonces la altura del

arbol es aproximadamente:

A)  1,10m
B) 2,58m
C) 2,81m
D) 440m
13) En la siguiente figura se muestra el recorrido que realiza un teleférico

para transportar personas de sde el punto A hasta la cima de una montafia
enelpunto C.De acuerdo con los datos de la figura, la distancia que recorre

el teleférico es aproximadamente:

c
ﬂ".\,_ A) 663,1m
< | B 993,0
P e é/ F/ N ) m

_ , ! Q) 1358,8m

> 1
,.{/ 4 !
5°)

- Y ., D 1844,3m
- (1207 , P
A——900m———B
14) Sea una piramide recta de base cuadrada, si el area de su base es 9 cn?

y cada cara lateral posee un areade 7,5cn?, entonces, ¢cual es la medida de

la apotema de la piramide?

A) 1,50cm C) 4,00cm
B) 5,00cm D) 5,22cm
( ]
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A)
B)

A)

B)

A)
B)

A)
B)

15) Sea una piramide recta cuya base es un triangulo equilatero. Si la

medida del | ado de labase es 12cmy la medida de la apotema de la piramide

es 2/5cm, entonces, ¢cudl es el area lateral de la pirdmide?

125 cnt C) 36/2cnt

363 cn? D) 36/5cn?

16) En una piramide recta de base rectangular, la medida del largo de la
base es 8m, la medida del ancho de la base es 6 m. la medida de la apotema
de la piramide que corresponde al ancho de la base es J41m, la medida de la
apotema de la piramide que corresponde al largo de la base es J3am yla
medida de cada arista laterales  5/2 m. ¢, Cual es el &rea total de esa pirdmide?

(48+\/§r «/Z]) m C) (48+ 15/2 +2Q/_% m

(48+ 8/34 +6/Zj m? D) (48+ 30/2 +4Q/_% m?

17) ¢Cudl es el area lateral de un prisma recto de base cuadrada, si la
medida de cada lado de la base es 14cm y la medida de la a ltura del prisma
es 16cm?

224cnf C) 448cnt

896 cnt D) 1344cn?

18) Feliciano quiere forrar con papel de regalo la parte externa de una caja
con forma de cubo. Si la medida de cada arista es 8cm, ento nces, ¢.cuanto
papel necesitara Feliciano?

80 cnt B) 128cn?

320cnt D) 384cnt
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19) De acuerdo con los datos del DDEF, el 3o ecdeld tri 8ngul o en

de xG# corresponde a:

\ A) A=2x R
B) A=xX £x

M, X2 +2

C) A=

X2 +2X
2

D) A=

20) Considere los datos de la siguiente figura:
¢ Cuél es la distancia entre los puntos Ay B?
A) 3,60
y B) 5,38

C) 854

L
\ D) 9,43

_‘ T > X
N e

/

21) Dados los puntos  A(-2,3), B(46 Yy C(0-1) ubicados en un plano

cartesiano. ¢,Cual es la medida del BC?
A) 22
B) 33
C) Va1
D) 65
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22) Considere la siguiente figura que ilustra una escalera ap oyada en una

pared ¢Cuéntos metros de largo mide la escalera?

A 5
—
B) 7
4m =< Escalera C) 12
D) 16
sy N
im
23) Considere los datos de la siguiente figura, en la cual ABCD corresponde
a un cuadrado:
A B
D-C-E
L
D c e
Si BC=8 y DE =14, entonces, el perimetro del cuadrilatero ABED corresponde a:
A) 38 C) 40
B) 44 D) 48
24) Sila medida de un angulo es % radianes, entonces, la medida en grados

de dicho &ngulo corresponde a:

A) 120
B) 120

c) L

D) 2
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25) Considere las siguientes proposiciones:

l.  sen30 =cof 90~ 30
II. Si m¢b =5, entonces, serb =cos

De ellas, ¢cual o cudles son verdaderas ?
A) Ambas
B) Ninguna
C) Sololal
D) Sololall

25)Si ser‘(q)::—; y cos(q)::—_)1 entonces, el valor de  tan(q) corresponde a:

A)

B)

wld pMlw

C)

wl o

D)

Sl~
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Considere el siguiente contexto para responder las preguntas 26 y 27;

Un niflo amarra su cometa, a nivel del suelo (punto A), con una cuerda. La cuerda
mide 50 metros desde el punto A hastala cometay" x" representa la altura a la

gue se encuentra la cometa, tal y como se jlustra en la siguiente imagen:

1
A/ZZ’Z--—-..---DB

26)La longitud desde el punto A al B, corresponde aproximadamente a:
A) 25,00
B) 30,14
C) 37,68

D) 39,93

27)La altura a la que se encuentra la cometa, corresponde aproximadamente a:

A) 23,96
B) 24,07
C) 30,09

D) 31,94
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28) Considere la siguiente figura sobre un triangulo ABC:

¢, Cuadl es aproximadamente la medida de AC?
A) 7,00
B) 7,20
C) 7,93
D) 817

Considere la siguiente figura para responder las pregu ntas 28 y 29:

28)¢,Cual es, aproximadamente, la medida de AB?

E) 9,27
F) 10,00
G) 10,39

H) 12,00
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29)¢,Cual es aproximadamente la medida de BC?

) 9,00
J) 9,27
K) 15,59
L) 18,54
29) Desde la cuspide de una torre de 10 metros de altura se observa con
un angulo de depresion de 237, a un joven a nivel del plano de la base de

dicha torre. ¢ A qué distancia esta el joven de la base de la torre?

a. 4,24

b. 921

C. 23,56

d. 25,59

30) La altura de un prisma recto de base cuadrada es 10. Si el lado de la base es 6

, entonces, el &rea lateral de ese prisma es:

a. 112
b. 120
C. 240
d. 276

31) La altura de un prisma recto de bas e rectangular es 8. Si las dimensiones de la

base son 4 deanchoy 5 de largo, entonces, ¢,cuél es el area total de dicho prisma?

a. 146
b. 160
c. 184

d. 200
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Considere el siguiente contexto para responder las preguntas 28 y 29:

La altura de cada cara lateral de una piram ide recta de base cuadrada es 5,y la
longitud del lado de la base es 6.
32) La longitud de la apotema de la piramide corresponde a:
a. 3
b. 4
C. 5
d 7

33) El area total de la piramide corresponde a:

a. 44

b. 96

C. 156

d. 180

34) La base de una piramide recta es un tridngulo equilatero. Si la al tura de cada
una de las tres caras laterales de la piramide es 3 y la longitud del lado de la base

es 8, entonces, ¢cual es el area lateral de la piramide?

a. 24
b. 36
c. 72
d 73
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CaplltU|O I I I Nuestro primer

desafio matematico,

- Relaciones Y Algebra - i

Habilidades Especificas
Al finalizar el capitulo el estudiant e deberd estar en capacidad de:
1. ldentifica casos en la que se aplica funcion cuadratica

2. Efectuar operaciones con expresiones algebraicas

3. .. Utilizar distintas representacion es para las funciones  cuadréticas
4. Utilizar las ecuaciones de primer y segundo grado para resolver problemas
5. Plantear problemas a partir de una situacién dad a

Conceptos clave
1. Funcién Cuadratica 4. Discriminante 7. Vertice
2. Ecuaciones 5. Racionalizacion 8. Eje de simetria
Cuadrética

6. Fracciones 9. Intersecciones
3. Factorizacion algebraicas
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& | ntroduccidn

Al ingresar a este ciclo cada estudiante tiene la habilidad para resolver ecuaciones
sencillas de primer grado, reconocer relaciones de dependencia
entre dos cantidades variables, aplicar la regla de tres,

- / porcentajes y proporcionalidad direct a con el fin de solucionar
|, problemas, calcular la distancia entre puntos ubicados en un
\/ mapa con escala y realizar operaciones que involucran suma,
' resta, multiplicacion y division. También, puede comprender el
concepto de variable e identificar cuantitati vamente cambios en

la variable. El Tercer ciclo ampliara estas habilidades e incluira
otras que tienen que ver con el estudio de relaciones de diversos tipos (lineal,
cuadrética, proporcionalidad inversa), asi como el uso de distintas representaciones
para las relaciones mencionadas (verbal, t abular, algebraica, gréfica). Las
funciones cuadréticas, que también son casos particulares de relaciones, se
introducen en 9° Afo. El enfoque con el que se abordan las funciones lineales y
cuadréticas privilegiala  relacion entre variables (dependientes e independientes) y
sus distintas representaciones por medio de tablas, expresiones algebraicas y
graficas. Es un enfoque consistente con toda la preparacion recibida desde la
educacion Primaria.

Situacion  Problema

, Después de varias mediciones e intentos, una estudiante encontré
0 B una férmula para averiguar a qué altura (h), en metros, se encuentra
1 una bola cuando ha transcurrido una determinada cantidad de
segundos (t) después de haberla lanzado al aire con ¢ lerta fuerza.

F(x)=73t> +30{

-
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Escrib a en dénde esté la bola cuando han transcurrido 5 segundos.

R/
Las funciones cuadraticas son utlizadas en algunas disciplinas como, por
ejemplo, Fisica, Economia, Biologia, Arquitectura. Son Utile s para describir

movimientos con aceleracion constante, trayectoria de proyectiles, ganancias y
costos de empresas, variacion de la poblacién de una determinada especie que
responde a este tipo de funcion, y obtener asi informacién sin necesidad de recurri

a la experimentacion.

2 Haciendo clic en la imagen podras evidenciar
¢ Que figura . R -, sy
geoidirion nos regats; T—— -‘ algunas aplicaciones de la funcién cuadratica en el
a naturaleza?
deporte, en la naturaleza, en el espectaculo y en

creaciones de hombre.

¢ Dénde encuentras
figuras similares a
esta?
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http://1.bp.blogspot.com/-YjO9x_1rC7s/T8ulUYhAqXI/AAAAAAAAAB4/zs3Nw6ZH9XU/s1600/funcion_c.png
http://www.youtube.com/watch?v=uqPhX1b_5rA

Es con el fisico y astrénomo italiano Galileo Galile

funci -n cuadr 8tica ai
cuando el descubri - v
describ2an | os cuerp
demostr-v que | a vel
en razon al cuadrado del tiempo, es
decir, V =k . t2. Sus ideas fu eron tan
avanza - das para su tiempo que fue
perseguido por la Inquisicion, ya que
estas iban en contra de lo establecido

por la lIglesia Catolica. Gracias a
Galileo se pudo analizar el recorrido

gue des - cribe el lanzamiento de un
proyectil, pues debido a | a fuerza de
gravedad, estos no se desplazan en
forma rectilinea, sino que su
movimiento lo que describe es una
pardbola. Muchos son los fendmenos

de la naturaleza y de la vida cotidiana
donde las funciones cuadraticas estan
presentes, por ejemplo, la traye ctoria
que describe el balon cuando un
jugador de voleibol hace un saque, el
movimiento de un conejo cuando este

I (1-642) que el

se desplaza de un lugar a otro, el nado

de los delfines y el salto de un motociclista en un deporte extremo, representan

tras - rectorias parabd licas.

LA Clave
9 Funcion cuadratica o
g | La funcién cuadratica tiene como forma general Qw W W wcon
] cfohtnimeros reales y con la condicién de que W T
<lvA<{> _
£y4 Elemplo, ‘ ‘ ‘ o o
1" 0 CwW U W 0 CWwW UL W 0 W Cw ¢ tiene la forma a w

G W 6 por lo que se cataloga como cuadratica.

no es una funcién cuadratica.
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U Situaciones modeladas con funciones cuadraticas
Las ganancias de una empresa estan modeladas por la formula Qw
Tw p, don de wcorresponde a la cantidad de unidades producidas de cien mil en
cien mily "Q® son las ganancias que van de un millén de colones en un millon.
Represente la funcidén cuadratica presentada en el ejemplo.

A
o 4
<‘Q> Ejemplo
1. 'Cémo & representa uni dades producidas, solo se pueden representar valores
naturales, para lo cual se elabora la siguiente tabla:

Valorde e Calculopara || Par ordenado
Tt Qn m tdt p P m p
P Qp P TP p ¢ pkg
C Q¢ ¢ 1TX p O clo
o Qo o T p ¢ ol
T Q1 T X p P th p
v "Qu v T p @ vh ¢

Representacion tabular de  "Qw:
) T
"Qw P

Con estos valores, se puede graficar la funcion dada, por medio de la figura
adjunta:
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Interprete Bajo ciertas condiciones la distancia d en metros a la que se
encuentra un objeto por encima del suelo viene dada por la formula
d(t)= 17 2t? + 20t, donde t es el tiempo en segundos.

2) Sea f(x)= ¥ 4x 3.

Una representacion tabular de esta funcion es la siguiente:

X

—y
b~

X
[N—

1

=
1

(0]

-3
5 -8
3) Supongamos una ecuacion de 2° grado ( el exponente de x debe ser 2) Dy=x 2

AWIN|FL|O
=

Vamos a dar valores a la variable independiente X Yy con seguiremos que la
variable dependiente y tome los suyos:

En primer lugar damos a x el valor 3, luego 2, después 0, seguidamente i 2y por
fin, T 3. La variable dependiente y recibira los valores: 9, 4,0,4y 9

Podemos escribir:
x

) ’

321023
9 14101419

-

Colocamos en el eje de coo  rdenadas los puntos:
(3.9)(2.4),(0,0),(~2.4),(-3.9)

y luego, unimos esos puntos tal como lo ves en la figura siguiente:
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¥ i
® @
k) i
) 8 i
] v
) H
1] r
L] 0
i
\ /
a 5 f
4
4 4 i
2 »
\ /|
1
\ /
/
4 < ¥
\ /
\ /
\ { /
% y 4
\7/
. - - T - T
-2 a 2 4
AulaFacil.com

y=2x 2

4) Representa graficamente la ecuacion de 2° grado

Respuesta:
Solucién
Dando valores a x: 2,1, 0, -1y -2 obtenemos los de vy en la ecuacion de 2°
grado: y=2x
x|2|1|0]-1]-2
slz2lo | 2 | 8
ola

}?
Fijados los puntos, los unimos y obtendremos la parab

—t
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5) Graficar f(x) = T 2x2+3 x 1 3.

Crea la tabla de valores. Observa que en esta tabla, los valores de X aumentan.
Losvaloresde y aumentany luego comienzan a dism inuir. Esto indica una parabola
X fix) Usa la tabla de pares para graficar los puntos
-2 | 17
-1 -8
0 -3 0
1 -2 -8 -6 -4 2 f0. 2 4. 6 8
9 -5 -2 JGrértice
L ]
-4 |
L]
-6 |
88

-10

-12

-14

-16
]

i
Conecta los puntos lo mejor que puedas, usando una curva suave. Recuerda que
la parabola esta compuesta de dos imagenes como en un espejo, entonces si tus
puntos no tienen pa res con el mismo valor, querras incluir puntos adicionales
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Ejercicios Complete la informacion que se le pide y trace la grafica
para la funcion f(x) = x 271 2x 1 8

1) Tabla de valores:

X f(x) -

2. Complete la informacion que se le pide y trace la grafica para la funcién
f(x)=4x 2+ 12x+9

1) Tabla de valores: —

X f(x)
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3: Complete la informacién que se le pide y tr ace la gréfica para la funcion
f(x)=x 271 4x+7

2) Tabla de valore s:

X f(x) 4

4: Complete la informacién que se le pide y trace la grafica para la funcion
f(x)= 1T4x27 8x+5

2) Tabla de valores:

X f(x)
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5: Complete la informacién que se le pide y trace la grafica para la funcion

f(x)= Tx2+4x 1 4

2) Tabla de valores:

X f(x)

6 Complete la informacion que se le pide y trace la grafi
f(x)= Tx271 6x 7 10

2) Tabla de valores:

X f(x)

ca para la funcién
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6) Interprete

Bajo ciertas condiciones la distancia d en metros a la que se encuentra un objeto
por encima del suelo viene dada por la féormula d(t)= 72t? + 20t, donde tes el
tiempo en segundos

Tiempo (t) en segundos Distancia (d) en metros

0 0
18
32
42
48
50
48
42
32
18
0

O 0N~ jwiN| =

—
o

aQueuv relaci-n observa entre el tiempo y Il a di

¢,Cudl es la razon por la que los valores correspondientes a la distancia se
repiten?

(Cuadlesla al tura m8xi ma que alcanza el objeto? akEn
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8) En la figura adjunta se muestra la representacion grafica de los valores
obtenidos en la tabla anterior utilizando el so

ftware Graph.
d
4 aSerauv posible con | a
50 + |l a altura del objeto
#/.\ aCu8l ser8uv la altura
/..-*’ "‘-\ respuesta es afirmativa, entonces
40 + / determine la
/ \ altura.
| \
,-' \
S S ’
¢,Cudl es el tiempo que tarda el objeto
20+ | \ en el aire? aSe podr §
."‘ \ altura del objeto a los 20 segundos?
I." "., Justifique su
10T | I". respue sta.
ot t
2 0 2 4 6 8101214

¢, Cual de las dos representaciones
brinda mas informacion sobre la
situacion planteada, la tabla de valores
o la grafica? Justifiq ue su respuesta.
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o
N Situacion Problema

1

Calcule el area de las siguientes figuras

-Anélisis de problema
B
= ]
= ]

X
X
X

=

La Clave

1\  EACTORIZACION

Factorizar una expresién algebraica consiste en escribirla como un

producto.
El ob jetivo de este método es aplicar la siguiente propiedad:

| HiHiH sAH'H H"H H™H "H8

Este método se aplica cuando los términos de un polinomio poseen letras en comun
0 cuando los numeros de cada término no son coprimos (maximo comun divisor
diferente dep).

Cuando realizamos las multiplicaciones:

1. 2X(x 27 3x+2)=2x 371 6x? +4xX
2. (X+7)(x+5)=x 2 +12x+ 35

entonces vemos que las expresiones de la izquierda son los factores y las de la
derecha son las expresiones a factorizar, es decir, la factorizacion es el proceso
inverso de | a multiplicacion.

—
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La factorizacion es de extrema importancia en la Matematica, asi es que debes
tratar de entender lo mas que puedas sobre lo que vamos a trabajar.

Existen varios casos de factorizacion:

1. FACTOR COMUN MONOMIO:

Factor comin monomio . es el factor que esta presente en cada término del
polinomio

Ejemplos

1) ¢cuél es el factor comdn monomio en 12x + 18y - 24772

v(‘jqf Entre los coeficientes es el 6, 0 sea, 6 @x+ 6@y - 6¢4z= 6(2x+3y - 42)

=] =
A4
2) ¢ Cual es el factor comun monomio en: 5a 2-15ab - 10ac
El factor comun entre los coeficientes es 5 y entre los factores literales es a,
por lo tanto

5a? - 15ab - 10ac=5a @& - 5a@b - 5a ¢2c= 5a(a - 3b - 2¢)

3) ¢ Cudl es el factor comin en 6x 2y - 30xy 2 + 12x 2y?
El factor comun es A6Xxy Aporgue
6x2y - 30xy 2 + 12x 2y?= 6xy(x - 5y + 2xy)

4) Factorizar a°+a’b®=

a) Me pregunto ¢qué letra tiene igual? a

b) ¢ Cudl es el exponente  mas pequefio de la a? 2

c) Entonces escojoel  a’

d) Coloco la a®y abro un paréntesis

a.5 +a2b2 - a2(
e) Divido cada término entre a’

5 2102

a’>  a'b
ot a*(

a a
f) Coloco la respuesta dentro del paréntesis restando los exponentes asi:

ANo se te olvide que para dividir se copia | a

f ]
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exponenteso
ANo se te olvide cualquier base el evada

S copja el signo

5) Factorice pmDw poOW.

Solucién
PO POW
LWW CW oW 8
6) Por ejemplo, al buscar la factorizacion de TQ) QW a Y se debe proceder de la
siguiente manera:

1. El maximo comun divisor det, @y yes ¢, porlo qu e este es el valor del
coeficiente numérico del factor comun.

2. Para cada variable, se debe tomar el menor de sus exponentes y éste sera el
exponente de la variable en el factor comun:

. Exponente de la variable en cada término
Variable . -
Primero Segundo Tercero Factor comun
q
]
Por lo tanto, el factor comin es Cwd Cw

3. Se escribe el factor comun y a su lado un paréntesis con el otro factor. Cada
término del otro factor corresponde a dividir el original por el factor comun.
Se debe recorda r que los numeros se dividen, mientras que los exponentes
se restan, por lo que la factorizacion del ejemplo que da de la siguiente
manera:
T 0o Y T W ¢ ¢ a Y cw a

CWCA OoWA TWA gl od T

7. Otros ejemplos:
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Expresion Factor comun Factorizacién
o ( o ( [ J [ ] [ J ([ o (
o ( e ( « o o ( o ( o (
- ) ] ] -_—
. — —
8. Determine el maximo factor comun de 40x%y%z° 'y 100x*y*.
Solucién
El mayor divisor comun entre 40y 100 es 20. El exponente menor de X es

2,elde y es2y z no es un factor comdn en los monomios. Luego el
L . - 2\,2
maximo factor comun es 20x°y~.

9. Determine el maximo factor comun de

25xy°z°% ,- 15y°z 'y 50x°y°’z.

Solucién
El mayor divisor comin entre 2 5,15y 50 es 5. La potencia menor de X es
l,lade yes2ylade z esl. Luego el maximo factor comin es 5xy2.
Recuerde:
El mayor divisor coman
de 25, 15y 50.
15- 25 -50| ¢
es 5
3-5 -1
. . 4 2,3 2 7 4, ,3
10. Determine un factor comun para §X yz, - §X Yy §X y-.
( ]
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Solucidn

El coeficiente numérico del factor coman podria ser § 0 bien cualquiera de los
i 4 2 7 .
nameros 5 5 o ?3 Por otro lado, la potencia menor de Xes2,ladey esly
: , . 15,
la variable z no es comun en lo monomios, luego son factores en comun §X Yo
Xy 0 Lxy,etc. A también | Ly o 2x
= = , etc. Aunque también lo son = o —X.
3 3 a 3 3
. , 1 2,3 1b3 3,,5 5 4,3
Determine un factor comun para §X Yy, - E Xy 'y oxXy.
Soluci 6n
El coeficiente numérico del factor comun podria ser cualquiera de los niumeros
1 1 1
3 2 5 0 6 entre otros. La potencia menor de X es2,la dey es3yla
. , . , 1 2,,3 1 2y,3
variable b no es comdn en lo monomios. Son factores en comun §X Yo EX Y o

1
5x%y* o A x%y?.

11.  Determine un factor comun para 8J2ab,- /8ab( y - 6/32a8°C.

Solucién
Como 8=/2 =2/2 y 6/ 32= 602 5202 24
Un factor numérico en comuan es 2«/5 o] -2x/§. Por otro lado, la potencia menor de
aeslylas variablesb y ¢ nosoncomunes enlo monomios, luego son factores en

comin 2<2a o -2+2a entre otros.

Ejercicios
1) Factorice m°n*- m*n” =

—
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a) Me pregunto ¢ qué letras tiene igual?

b) De las letras que escogi ¢ Cuales son los exponentes mas pequenos’)

c) Entonces escojo las letras con exponentes mas pequefios y abro paréntesis.

m®n*

-m*n?=

(

d) Divido cada término entre las letras con menor exponente:

R

e) Divido y coloco la respuesta dentro del paréntesis.

m®n*

m*n?

2) Halla el factor comun de los siguientes ejercicios:

1. 6x -12= 2. 4x - 8y=
3. 24a - 12ab= 4. 10x - 15x? =
5. 14m?2n+7mn= 6. 4m? -20am=
7. 8ad-6a’-= 8. ax+bx+cxs=
9. b%*bd= 10. 4as3bx - 4bx =
11. 1l4a - 21b+35= 12. 3ab +6ac - 9ad =
13. 20X - 12xy + 4xz = 14. 6x4 - 30x3 +2x 2 =
15. 10x 2y - 15xy 2 + 25xy = 16. 12m 2n+24m 3n2? - 36m “n3
17. 2X2 +6x +8x 3 - 12x* = 18. 10p 293 + 14p 32 - 18p“q°®
- 16p 5q4 =
19. m3n2p* + m “n3p®- mén*p? + m 2n?ps =
20 % 2y gxy2 =
21. lazn?+La%pt - 1azpe+ L a%
2 a 8 16
22 i 2b Eab+£a b3 EaSb_
35 5 15 25
3)Factoriza:

1) 4x+8y=

2) xXP-4x*+x=

3) - 5x°+10x* =

4) 2x°- 3x* =

5) 5x+10xy+5x°y =

6) 3x°y* +9x%y®-3xy+3y =

[ ﬂz}




7) 5y°x- 15yx% + y3x* =

8) 6x°y*- 9x’y® +27xy’ =

9) 3-Lga -
2
2

10) §+X_:

6 5
11) §+i:

6 12
12) lee3ye i

8 4 2

13) 8x-16y+12z=

14)  x'y?+2x%y* =

15) 2x®+5x* +3x* =

16) 6b*-120° =

17) 3abc- Bbe+7abed- 2bed =

18) 5x’y’z’ - 3’y*z+1Ix°y’z" =
19)  14x%y*z' +7x°yz’ - 21x°y°Z% =
20)  54n*'m®-18°m’ +27n'm’® =

4. Determine el maximo factor comun de:

a) 2xy, -1 b) 6m°n?, - 12m°n, 3n
c) 7m’n?,35m'n°, - 2Im°n* ) 6a°l’,- 18abg 32bt

5. Determine un factor comun para:

3 7

a) L, - Lags b) Tragys, - 3re Lyt
2 2 5 5 )

—
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b) factor comun polinomio

1. Se identifica el factor com an

2 Se divide cada término del polinomio por el factor comun

3. Se abren dos paréntesis, en el primero se escribe el factor comdn y
en el segundo los cocientes hallados en el paso anterior (cada uno con su respectivo
signo)

vAg
<'9Cv>4'>Ejemplos Factorar o descomponer en dos factores

1. a(x+1)+b(x+1)

Soluciodn — Juan Beltran:
a(x+1)+ b(x+1)

El factor comun es (x+1)
alx+1)+(x+1)=a
bx+1)+(x+1)=b

De tal manera que:
a(x+)+b(x+) =(x+D(a+b).

2. x(a+1)-3(a+1)
Soluciodn — Juan Beltran:
1(a+1)—-3(a+1)
El factor comun es (a+1)
a+1)+ (a+1)=x
3a+1)+ (a+1)=3
De tal manera que:
wa+1)-3(a+1)= (a+1)(x-3).
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3. 2(x-D+y(x-1)

Solucidn — Juan Beltran:
2{x-1D)+y(x-1)

El factor comun es (x—1)
2{x-D+(x-1)=2
YE-Ds(x-1=y

De tal manera que:
2x-D)+p(x-D=(x—-1){2+ 1.

4. m(a-b)+(a—-bn

Solucidn — Juan Beltran:
m(a—b)+(a—bn

El factor comun es (a—b)
m(a—b)+(a—b)=m
(a—-bn+(a-b)=n

De tal manera que:
m(a—b)+(a-byn=_(a—b)(m+n).

9. 2x(n-1)-3yv(n-1)

Solucidn — Juan Beltran:
2x(n-1)-3y(n-1)

El factor comun es (n—1)
2x(n-1)=(n-1)=2x
3p(n-1)+(n-1)) =3y

De tal manera que:
2x(n-1)-3y(n-1)= (n—-1)(2x-3y).
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6. an+2)+n+2
Soluciodn — Juan Beltran:
an+2)+n+2=an+2)+n+2) {asociando convenientemente}
El factor comun es (n+2)
an+2)+(n+2)=a
(n+2)+(n+2)=1
De tal manera que:

an+2)+n+2=(n-2)«a

7. x(a+1)-a-1
Solucién — Juan Beltran:
xa+)-a-1=x(a+)-(a+1) {factorizando los dos Gltimos términos por —1}
El factor comun es (a+1)
x(a+)+(a+1)=x
(a+1)+(a+1)=1
De tal manera que:
a+)—a-1=(a+1)x-1).

8.Factorice LWW ®W XWW .
Solucion
LW W XOW
W 0L X038
9) Factorice LW W XOW .
Solucion
LW W XOW ©

LWW W XOO
O O L X038
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10) Factoriza x(a+b)+y(a+b)=

Existe un factor comun que es (a+hb) =X (@at+b) +y(a+b) =

= (a+b) (x+y)

11)Factoriza 2a(m -2n) -b(m -2n) =2a (m -2n) - b (m - 2n)

=(m -2n)(2a -b)

Ejercicios

1) Factorizar las siguientes expresiones algebraicas por el método d e factor coman.

1) x(a + b) + m(a + b) 2) 2x(a T 17 y@artl)

3ymx+2)+m+2 4)a(x + 1) TxT1

5) 2x(x + y+ z) TXT Yyl z 6)(x T a)y+2)+b(y+2)

N+2)(x T 17T X717 DX T 3 8)x(a T 1)+y(a 1T 1)1 a+1
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2) Factorizar las siguientes expresiones algebraica s por el método de factor
comun

1. ax+ )+b(x+1)= 2 ma+b)+p(2a+hbh)=

3. x*(p+ag)+y *p+q)= 4. (a?+1) -b(@*+1)=

5. (1 -x)+5c(1 -x)= 6 a2+x) -(2+x)=

7. x+y)n+1) -3(n+1)= 8 @+l)a -1)-2(a -1)=

9. (a(atb) -b(at+tb)= 10. (2x+3)(3 -r) -(2x -5)3 -r)=

FACTOR COMUN POR AGRUPACION

Procedimiento:
1. Se agrupan los términos convenientemente, utilizando paréntesis
2. Se saca factor comun de cada uno de los paréntesis
3. Se realiza una segunda factorizacién (el factor comun sera, en este caso, el
paréntesis).
Caracteristicas:
- Tienen mas de tres términos
Forma de factorizar: ax+bx+ay+by

Primero:
Observa cuidadosamente y notaras que los dos primero términos tienen
factor comu n x y los dos ultimos términos tienen factor comun y ahora lo

operamos:
ax+bx+ay+by=
x(a+b)+y(a+b)=
A 4
Los paréntesis me deben de quedar iguales si no es asi entonces busco otras
parejas o trios
Segundo:
Observamos que nos queda como factor comun el paréntesis (a+ b)

Factorizamos

ax+bx+ay+by=
x(a+b)+yla+b)=
(a+ b) Es el factor coman para saber cudl es el otro paréntesis
tapa con tu dedo los paréntesis (a+ b) lo que te queda

es el otro paréntesis

228

—
| —



X + y =
Lo que te queda al tapar los parénte sis (a+ b) es
X +y esto lo colocas en el otro paréntesis y
terminaste.

x (a+b) + 'y (a+b)

(a+b) (x+y)

<IVAdl>
AR Ejemplos

1. Determinar la factorizacion completa del polinomio P pU puU
yw 0, serecurre dire  ctamente a agrupar los términos, pues no hay un factor comun

gue se pueda obtener. Un posible criterio para agrupar es ubicar juntos los términos

con coeficientes numeéricos pares y, por otro lado, los de coeficientes impares. Asi,

al resolver la factorizac  i6n se tiene:

P pT pUL YO P Y pad puv
Tw O CU v o TWCL 0o veb o ¢cU 0 Tw UL
Por lo tanto, se tiene que P pPUT pPpULU WL ¢ 0 Tw UL

2. No obstante, en este método a veces sucede que se d ebe incluir un signo negativo
en el factor comun para poder hacer un cambio de signos. Por ejemplo, al factorizar

X® ® T @ X, se podria colocar juntos a los términos que contienen a la
variable @y a los que no la tienen. En este caso, se't endria que

XO 0O T G X0 X0 T GO W XO
X0p XO @O p xd xdp x&O F £ P X0 X0 &

Porlotanto, X® & T @ X® p XO X0 .
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3. Factorice

CO 0WW TW QW CO TW 0w W QW CWw W oW W CW
Cw CW e « W CW ¢ Oow
Porlotanto, Ccw oOoww TW QW W W ¢ ow.
4. Factorice @0 O W MW O
Solucién
W 0w ws
5.Factorice N o R ® N0 A
Solucién
nNwnownihnownw
nNwnNnowAihwhw
nNw W N o
W wn N8
Recuerde:
6. Factorice ® ® ¢® ¢8 S
Usando la distributivita
Solucién
o : - (10m -5n) =1em §
w w Cw ¢8
f’o ‘Cw (*)‘ c8 5(-2m -n) =16m 51
W W ¢ W C
W ¢ w p -5(2m ) =16m

7. Factoric e el polinomio

Solucién

3x- 3y -“ax ay usando el método de agrupacion.

Observe que, entre los cuatro monomios que forman el polinomio, no hay un

factor comun. Sin embargo, si se agrupa como

grupo hay un 3 de comun y en el segundo una
factores, se obtiene: 3(X- y) Ja(x y). La

factorizada ya que es una suma con dos sumandos.

comun: (X- y).

Luego la factorizacion pedida es (X- y)(3 8)

(3x- 3y) {ax ay), en el primer
a. Al factorizar ca da uno de estos
expresion que resulta ain no esta

Pero entre ellos hay un factor
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9. Factorice el polinomio  2mb+ nb -10m 5r usando el método de ag  rupacion.

Solucién
Para este polinomio, entre los cuatro monomios que lo forman, tampoco hay un

factor comun. Sin embargo, si se agrupa como (2mb+ nb) { T0m 54), en el
primer grupo hay una b de comuny en el segundo un 5. Al factorizar cada uno de
estos factores, se obtiene : b(2m+n) #5( 2m n}. La expresion que resulta atin

no esta factorizada ya que es una suma con dos sumandos. Pero no se puede
seguir con el proceso de factorizacién ya que no hay factores en comun entre
éstos sumandos.

Observe que en el segundo sumando también se puede factorizar un -5y se
obtiene:  b(2m+n) -5(2m ), con lo que se logra un factor comin entre los
sumandos.

Recuerde
Luego la factorizacién es:  (2m+n)(b -5)

y'-19 p 1-y

10. Factorice el polinomio  4xy*+3zp -4x 3z 4xp 3z¥ usando el método de
agrupacion.

Solucion
Para este polinomio tampoco hay un factor comun a todos | 0s monomios. Usando
las propiedades conmutativa y asociativa de la adicién se obtiene la agrupacion:

(4xy2 - 4x +4Xp) (+32p zZ 3217?) En el primer grupo hay 4  x de factor comun y
en el segundo 3 z. Al factorizar cada uno de estos términos, se obtiene:
4x(y2- 1 -ip) ?rz(p 1- y2)+ y (y2 -1 -ip) es un factor comun. La fact  orizacién es

(y*- 1 )(4x 32)
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Ejercicios
1Factorizar por agrupamiento

a’+ab+ax+bx= ab+3a+2b+6=

ab - 2a - 5b+10= 2ab+2a -b-1=

3x% - 9ax?- x+3a=

3x2-3bx+xy -by= 6ab+4a - 15b - 10=

3a - b? +2b ?x - 6ax =

S|~ N

0. a®+a?+a+1-=

1
3.
5. am - bm+an - bn=
7
9
1

1. ac-a-bc+b+c 2 -c=

12. 6ac - 4ad - 9bc +6bd +15¢c 2 - 10cd =

13. ax -ay -bx+by -cx+cy=

14. 3am - 8bp - 2bm+ 12 ap =

15. 18x - 12 - 3xy + 2y + 15xz - 10z =

16. 15,221, Exy+ﬁ3yz+5x- 7z=
4 473 3

17.  2am- 8am- 2bm+18pn=
3 3 5 5

2) Factorice cada uno de los siguientes polinomios utilizando el método de
agrupacion.

a) 8xz-4xy -14z # b) y>-3y® ©y 27

c) a-7ab-3ac 21b d) x°-xy 6x 6y

2

e) z(X+y) -y(x* ¥ H 9(10-x) x(x 10

3) Factorizar las siguientes expresiones algebraicas por el método agrupamiento.

1) ax + bx + ay + by 2) 3m 27 emn+4m 1 8n
3)2x 21 3xy i 4x+6y 4)x+z I 2ax 1 2az?
5)3ax 1T 3x+4y 1 4day 6) ax T ay+az+x 1 y+z

7)a?x 1 ax?i 2a?y+2axy+x 371 2x2%y

—
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1l Método Trinomio Cuadrado Perfecto

Definicibn _: Una cantidad es un cuadrado perfecto cuando es el
producto de multiplicar dos factor es iguales.

Procedimiento:
1. Se ordena el trinomio
2. Se extrae la raiz cuadrada del primer y tercer términos
3. Se halla el doble producto de las raices obtenidas en el paso anterior
4. Si el producto hallado en el paso anterior es igua | al segundo término del
trinomio y si el primero y tercer términos tienen igual signo, se trata de un trinomio
cuadrado perfecto y se factoriza como tal.
5. Se escribe dentro de un paréntesis las raices cuadradas del primero y tercer
términos, separadas  por el signo del segundo término, y el paréntesis elevado al
cuadrado .
Caracteristicas:
- Tienen tres términos (ordenarlo en forma descendente)
- El primer término y el tercero tienen raiz cuadrada exacta.
- El'segundo término es la multiplicacion de laraiz cua drada del primer término
por la raiz cuadrada del tercer término multiplicada siempre por 2, sida como
resultado el segundo término entonces es un trinomio cuadrado perfecto.

Forma de factorizar: 4y* +1+4y® =

Primero: ordeno el trinomio en forma descendente

4y* +1+2y® =
4y* +4y? +1=

Segundo: saco raiz cuadrada del primer término tanto a al
namero como la letra.

4y* +1+4y° =
4y* +4y® +1=

|

Zy%

|

2y?
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Tercero: saco raiz cuadrada del segundo término tanto a al
namero como la letra.

4y* +1+4y? =
4y* +4y® +1=
Zy% 1
2y? 1
Cuarto: realizo la prueba para ver si es un trinomio cuadrado pe rfecto.
Multiplico el primer término ( 2y?) de mi respuesta con el segundo ( 1)y
luego multiplico  siempre por 2 para ver si me da el segundo término (
4y*)
* .
_ _ 2 ++1: Siempre se
Como son iguales si € y multiplica por 2
un trinomio cuadrado l l
perfecto (2y2) 3 ( 1) 3 (2):

Quinto :operolos signos del ejercicio y lo coloco al centro
+3 4+ =+

4y* +4y? +1=

Zy% 1

2y + 1

Sexto : lo encierro entre paréntesis y lo elevo al cuadrado.

4y* +4y* +1=
oy’ 1
by + 1f

( ]
| 234 |



A .

<?c>4|> Ejemplos

DVQ

1. Factorice el trinomio ~ X* +8x 6.
Solucién
Observe que este trinomio contiene dos términos que son cuadrados perfectos:
x*> y 16; cuyas raices cuadradas son X y 4 respectivamente. El doble producto de
estas raiceses 23 40 8¢ que coincide con el término restante del trinomio dado.

Luego la factorizacion es x*+8x 46 (X 4)4g

2. Factorice el trinomio a - 2\/§a +3.

Solucién
. . 2
En este trinomio se reconoce que a es un cuadrado. Por otro lado, recuerde que
2
3= (\/§) , luego el doble producto de las raices cuadradas de estas expresiones es

2@ \)@ Zééa, gue coincide con el término restante del trinomio dado. Como este

2
término tiene signo negativo ,la factorizaciones & - 2\/3a 43 (:a «/73) :

3. Factorice el trinomio - x*> -10x 25,
Solucién

Este trinomio no responde exactamente al patron de las formulas dadas para el
cuadrado de un binomio, pero observe que se puede factorizar un -1, 0 sea un
signo negativo.

-x* AA0x 25 A% 16+ 25

= {x 8

4. Factorice el trinomio - X° ®6x 169,
Solucién
Nuevamente este trinomio no responde exactamente al patron de las formulas

dadas para el cuadrado de un binomio, pero se procede:
-x* B6x 169 Ax* 2&- 16Y

= {x ]:3)2
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Ejercicios

1. Factorizar por medio de trinomios cuadrados perfectos

2 b2 - 12b+ 36 = 3. 25x2+70xy+49y 2=
4, m2-2m+1= 5. X2 + 10x + 25 =

6. 16m?2 - 40mn+25n ? = 7. 49x2% - 14x+ 1=

8. 36x2- 84xy+49y 2= 9. 4a?+4a+1=
10.1+6%*+9a 2= 11.25m?2 - 70mn+49n 2 =
12.25a%c? +20acd +4d 2 = 13.289a2 + 68abc + 4b  2¢c? =
14.16x°%y® - 8x3y4z’ +z 14 =

2. Factorizar las siguientes expresiones algebraicas por el método trinomio
cuadrado perfecto.
I)m?2+2m+1 2) 4x% + 25y?1 20xy 3) 17 16ax® + 64a?x*
» b? 1 b b’
4) X° +bx+— 5) —- —+—
4 4 3 9
IV Método Diferen cia de cuadrados

Procedimiento:

1. Se extrae la raiz cuadrada al minuendo y al sustraendo

2. Se abren dos paréntesis

3. En el primer paréntesis se escribe la suma y en el segundo la diferencia de las
raices halladas en el paso 1

Caracte risticas:
- Tienen dos términos ( es un binomio = bi significa 2)
- El signo que los separa siempre es menos
- Las potencias de |l etras est8n el evadas
- Tiene raiz cuadrada exacta el primer término
- Tiene raiz cuadrada exacta el segundo t érmino
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Forma de factorizar
Primero abro paréntesis (

Segundo saco raiz cuadrada al numero si no la se, le saco los factores primos al

16’3: - b: — numero ast: Por cada pareja de 2
sale un dos
n @ Multiplico los nimeros 2 X|2 = 4 y esta
2 @ crediados ijazrgaacllz 16
v
3 (da w
q) (4a — v Coloco la respuesta agia

51 (4a — b Tercero saco la raiz cuadrada de la letra asi:
a’® divido siempréa potencieentredosa% =a

6l (da — b
E ) y la respuesta es la raiz de lgylet ra.

71 (4a — b)(4a + b)
Coloco larespugsta asi

Cuarto copio el signo.

Coloco asi (4a -
Quinto saco la ra iz cuadrada del segundo término siguiendo los pasos
segundoy tercero.
Coloco la respuesta asi (4a - b
Sexto cierro paréntesis.
asi (4a - b)

Séptimo  copio el primer paréntesis solamente que le cambio el signo a +.

Ast (42 - b)(4a + b)
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A .
¥ L Ejemplos

]
£

1. Factorice Tw wWw.

Solucion
Siguiendo el esquema
TW W
)
ow
)
ow

se obtiene que TwW wW CO 0w CW 0.
2. Factorice el binomio  X° - 36.
Solucién

Como 36=6", X°- 36 se expresacomo X’ - 6°, luego utilizando la formula anterior

x*- 6> £x 6)(x 6N

3. Factorice el binomio a*- 160",
Solucién

Como &' =(612)2 y 1615 :(4 5)2, el binomio @' - 160" se puede expresar como:
a-168 £4)° (48) (3 49( a 4t

Ya que &Yy 41 =(2 li)z son cuadrados, la diferencia a - 4 se escribe como

(a- 2b)(a 2. Por otro lado, observe que (a2 +4b2) es una suma de cuadrados y

no responde al patron de la férmula dada anteriormente. En cursos posteriores se

. . 2
va a justificar que no hay manera de expresar una suma de la forma a’ + b como
el producto de polinomios.

Por lo tanto la factorizacién completa de a'- 160" es:

a'-160" fa 2h(a 24 & 4%
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4. Factorice el binomio X°- 5.
Solucion
Aunque pareciera que el binomio dado no se puede expresar como una diferencia
de cuadrados, ya que 5 no es un cuadrado perfecto, se puede hacer lo siguiente:

55 (B (= v3)x V9

1
5. Factorice el binomio i 0,49

Solucién

1 31 7% 2 :
Como — = 0,49 £0,7)", setiene:
2TH Y 049 RA0T), set

1 al 2@ 2 13 15 3
=.0,49¢ 0,%° =%0% =
4 ¢ ¢{0.%) o2& 22 éiﬂ

6. Factorice el binomio  Xx°™- 9y*".
Solucién  Observe que  X°" =(x3m)2 y 9y*" =(3y”)2, luego

2

X6m_ 9y2n :(X3m)2 (_3yn)
(X3m_ 3yn)(x3m @n)

Ejercicios

a. Factorizar por medio de diferencia de cuadrados
1 9a? - 25b? = 2. 16x2 - 100 =
3. 4x%-1= 4. 9p?-40g?-=
5. 36m?2n?- 25= 6. 49x°- 64t2 =
7. 169m 2 - 196n 2 = 8. 121x2- 144k ? =
9. iaz- @bzz 10. ix‘l-gyd':

25 36 25 16

11. 3x2-12= 12. 5-180f2 =
13. 8y?-18= 14. 3x?-75y?%=
15. 45m3n - 20mn = 16. 2a°-162a°3=
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b. Factorizar las siguientes expresiones algebraicas por el método diferencia de
cuadrados.

1)1 71 a 2) 16x 21 25y? 3) 49x 2y6z10 1 al?
2 4

4) a b 5)a2" i 9b4m
4 9

V Método Combinacion de los métodos anteriores

En esta seccién, se aplic ara una combinaciébn de métodos para factorizar

polinomios .
A
AKX 4
<IACV>&> Ejemplos
1. Factorice w ¢ W T T.
Solucion
W C W IO T
W ¢ W C
W ¢ W C

2. Factorice ® ¢ W CW¢C

Solucién
WC W CWC W ¢ W
¢ Ww W p
¢ Www p 8
3. Factorice co @ 0 ® @

Solucién
Cw W o0 W (W W
Cw W O W o
W o0 Cw W o
W o Cw 0 w p38
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4. Factorice ¢ COW W p
Solucién

CWw CLOW W p
W p W p W P
W p CwW 0w p38
5. Factorice ®

P® pm QU
Solucién

W p® P QU
0

P CUL P @
W L P @
W U TW®W U TW
6. Factorice p@® w w p.
Solucién
P® w Y p
P® W p

W p @

T p WIWw p W3
7. Factorice ww p

0w p
Solucién
W p W p
O Www w ps
8. Factorice el binomio - 5x° 480x°,

Soluciéon

El binomi o dado no responde al patron de una diferencia de cuadrados, pero se
reconoce un factor comudn. Entonces:

-5x° 480x° =5e3(x2 16}
A

diferencia de
cuadrados

5x3(x 4)(x 4y
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9. factorice la expresion az(az— 9) —25(6% 9)

Solucién

Observe que la expresién no esta factorizada, es una suma con dos sumandos,
gue tienen como factor comun a (a2 - 9) , asi:

&(ad-9) 258 9 (4 29(4 9 -
diferencia de diferencia de

cuadrados  cuadrados

=(a B)(a 5)(a 3} a3

10. Factorice el polinomio b°- & #%6a 61k,
Solucién

En esta expresion no hay un factor comdn para todos lo monomios ni tampoco
responde a la férmula de diferencia de dos cuadrados, pero agrupando se logra
factorizar. Entonces:

o*- & 6a 6b (H & (686)p-

%/_/
diferencia de el 6 es un factor
cuadrados comun

(b-g(b 4 6fa p-
= 1(a B(b g 6(1a b
=(a-B( {b & 6)+
=(a-b( b a6)+

11. Factorice el polinomio y?- x> By 16.

Solucién

Observe que la forma de este polinomio no responde a las formulas dadas
anteriormente, pero si se acomoda usando la conmutatividad de la adicién y se
agrupa usando la asociatividad, se logra factorizar.

—
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y>- x> 8y ¥ y= &+ 16> -
R ——
cuadrado perfecto
=(y #) ¥

diferencia de
cuadrados

=(y 4 x)(y 4+x)
12. Factorice el polinomio -2x° By ¥ 9

Solucién

Este polinomio tampoco responde al patron de las formulas, pero acomodando y
agrupando, se tiene

-2x% By W 9+ y=6y -9 X* -

%,_J
cuadrado perfecto

=(y 9) 2¢

.

diferencia de cuadrados
(s 3 (s > 3)

vAy
B AN
PQ Ejercicios

A
Vv
A) Factorice por medio de combinacién de métodos
1
3
5
7

2ab+4a %b - 6ab? = 2. 2xy? - 5xy +10x 2%y - 5x%y? =
b2-3b - 28= 4. a?+6a+8=
5a + 25ab = 6. bx -ab+x ?-ax=
. 6Xx? - 4ax - 9bx + 6ab = 8. ax+ay+x+y=
9. 8x?-128= 10.4 - 12y +9y 2=
11.x% - y2 = 12.x2+2x+1 -y?2=
13.(a+b) 2-(c+d) 2= 14.a% +12ab+36b 2 =
15.36m? - 12mn+n 2= 16. x16 - y16 =
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B) Descomponga en varios fa  ctores las siguientes expresiones algebraicas.

1.5a271 5 2.3x 371 18x°2y+ 27xy 2
3. x41 y4 4.6ax 2 +12ax 1 90x
5.3x 47 26x2171 9 6.x31 4x 1 x? +4
7.2x 47 32 8.x47T 13x2 + 36

VI Método por Inspeccion

Este método se aplica para factorizar polinomios cuadraticos donde Y es
un numero cuadrad o perfecto. Se presentan dos casos, donde el
polinomio es monico (tiene coeficiente principal igual a p) O si o es monico.

Caso 1l

Este caso se aplica cuando el polinomio es ménico, esto es, cuando tiene la forma
W W w Parafactorizar dicho p  olinomio, se deben buscar dos nimeros reales
G yeé talesque até wy & €& @ conloque se obtiene que:

O OO ® 4 o &8

f Si® mw mlosdosnimeros &€ son positivos.

1 Si w mw 1 losdosnumeros &l son negativos.

T Si w mlosdosnimeros & lE tienen signos opuestos.

Como nemotecnia, a veces se ponen los niameros & y & como lo muestra el

siguiente esquema
O OO
@ a
W €
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entendie ndo que se deben buscar dos numeros a y &, tales que multiplicados den
wy sumados resulten igual a w Luego, se copian los factores en linea recta por lo
gue se obtiene:

® OO W a ® &8
Caso 2
Este caso se aplica cuando el polinomio no es monico, esto es, cuando tiene la
forma 6w ®® @ Para factorizar dicho polinomio, se deben buscar cuatro
nimerosreales afEMyn talesque até & n/tR & yquecumpla ni¢ nta
& con lo que se obtiene que:

@ OGod Aod AoES

f Si® mw mlosdosnimeros &g son positivos.

f Si @ miw 1 losdosndmeros & FE son negativos.

 Si & T losdosnimeros & FE tienen signos opuestos.

Como nemotecnia, a veces se ponen los nimeros GREMy i como lo mues tra el
siguiente esquema

O do ®

n o a

n w €
entendiendo que se deben buscar dos numeros a y &, tales que multiplicados den
&) ademas que se deben buscar dos nimeros nyntalesque nt & ytambién
qgue al multiplicar los nUmeros nfE y & M en cruz y luego sumarlos se obtenga Q ie

nte ntada

Luego, se copian los factores en linea recta por lo que se obtiene

A .
-7 YL Ejemplos
Ay SFactorice ¢cow p M@ U.

Solucion
El discriminante del trinomio Cw pm@ ves Y pp TtTtgtuv Y pporloque el
trinomio se puede factorizar por inspeccion. Siguiendo el esquema de esta seccion,

con vOp U, ¢P CYycdu PP pp

Cw pm U
Cw P
pw v
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seobtieneque Ccw PP UL COW p W LB
2. Factorice @w X0 (.
Solucién

El discriminante del trinomio P X0 ces Y X 1t ot ¢ p,porloqueel
trinomio se puede f  actorizar por inspeccion. Se debe observar que

P X® ¢ P X® ¢ 8
Siguiendo el esquema de esta seccion, con

X @ G¢IOp Gqyocdp ¢I¢

X
P X® G
ow C
g P

se o btiene que

P XW ¢ ow ¢ Gw p ¢ OLCw p 8
3. Factorice el polinomio  -6x* +#3x 10
Solucién Se buscan los factores para -6y -10
—6x" +23x-10
—2x 1
3x —-10
3xel+—2xe—10=23x
Se expresa la factorizacion
—6x" +23x—10=(3x-10)(-2x+1)
4. Factorice el polinomio 2x% - 5x -3
Se buscan los factores para2y - 3 2x7 =% =3
x -3
Se expresa la factorizacion ><:
2 —5x—3=(x—-3)(2x+1) 2x 1

ol +2xe—3="5x
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5. Factorice en forma completa W W .
Solucion

El discriminante del trinomio w o ves Y ¢ tiptu p ¢ por lo que el
trinomio se puede factoriza  r por inspeccion. Siguiendo el esquema de esta seccidn,
conuvp LVy uvV p ©

o o v
() v
W p

setieneque @ @ L ®W L W p 8

6. Factorice en forma completa W W o
Solucién  El discriminante del trinomio w w @esY p 1tpt @ ¢ ypor
lo que el trinomio se puede factorizar por inspeccion. Siguiendo el esquema de
esta seccion, con o ey O ¢ p

g 0w o
W G
W o

setieneque w W @ W o w ¢.

7. Factorice en forma completa W W W
Solucién
El discriminante del trinomio 0 @O wes Y (0} Ttptw 1 por lo que el
trinomio se puede factorizar por inspeccion. Siguiendo el esquema de esta seccion,

con 000 Wy O O (0]

g v
() o
() o

setieneque @ QW W ®W 0 W O W o
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a. w
b. @
C. W
d @
e. w
f. 0
g. @
h. @

Q
c-

-x N
N e
e

Ejercicios
Factorice los siguientes polinomio

Gw p
W T

Q
c-
c-
N
Q

m.
n.
0.
p.
q.
r.
S.
t.

VII Completar cuadrados

s cuadraticos:

Completar cuadrados en una expresion algebraica

Como se mencion6 anteriormente, los primeros dos productos notables son

0w
forma

del medio del producto notable, es decir,

® CIHAW Wy O 0w W

¢ JD3AD . Pero, cualquier trinomio de la

®  wse puede transformar en una expresion de la forma ()

"Q Para lograrlo, se debe asumir que

¢c@Q 10
o axorresponde al término

®® ¢ Q Al resolver esta ecuacion, se
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obtiene el valor de  "Q para luego sumar y restar su cuadrado. Finalmente, el valor
de "Qse obtiene al resolver @& Q.

<lvAdl>Por ejemplo , al completar los cuadrados de W Yw p Tse tendria que
b o ¢ Q %) Q 1 Q
)
De esta manera, se tiene que Q 1 p @con lo que

W W pT ® W PO PT PO ® T G

Otro ejemplo es completar los cuadrados de W @w Y¥,donde

Q - Q o Q
ow ¢ R
De estaman era,setieneque Q o0 wconloque

W oW X O W w X W W o ¢

Como ultimo ejemplo, se tiene completar los cuadrados de la expresion W ow ¢,
donde

ow Q@ — Q - 10
Cw C

De esta manera, se tiene que Q

alfe}

W
- con lo que la respuesta es

N N P
W o C ® oW <

NI1Q
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A~ Ejemplos
g
AYA

1 Exprese de laforma (x+h) 2 +k laexpresion  x*+10x +28
x* +10x +28

3105 18° 3
X +10X £ & - 28

c2 = _2? 2

(x*+10x 259 25 28

(x+5)* 8

2. Expresar el trinomio x*+6x 40 de laforma (x+h) 2+k
a. Se identifican los valores de p yq dondep =6yQqg=10

b. Se busca una expresion algebraica de la forma
- -\IH\ 1
1 | P 1 r
X +px+|=| [+g—| =
[ ity Jre [zfl
a. Se sustituye y obtenemos
i i s 2 "'\‘ll
‘ x'+6x+] il | }H{l—[gj =
\ 2 2

\ o
. ——
H

(x:k}'
(x* +6x+9)+10-9=
SERRRE AR
(x+h)
{x+3f +1
: o

b aad k
[x+R)

b. Se concluye que

P +6x+10 = (x+3) +1
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3. Expresar el trinomio y*- 5y 4 delafo rma (x+h) 2+k

a. Se identifican los valoresde py q, p= -5yg=1

b. Se busca una expresion algebraica de la forma
4

/*-..IZ *-.'IE
p P P
Vio+py+| = | |+g-| =
5 Py 1\2_]} q (EJ

-

c. Se sustituye y obtenemos

f '_.—'_ '\-\|4 f_'_ 2
J‘—5y+l—£1 +1—|——] =
, L2 . w2
uhf ¥
I <\ 5
|J*—5}-+EJ+1—E=
\ 4) 4
(o) g
|2_£T_£
2 4
— i
(y+k)
c. Se concluye que
- -3\2
VvV —5y+l= ”—21 —Ela
Co2) 4

4. Factorizar  X° +4x 45se procede de la siguiente manera:

+dx+s
2 2
x2+4x+ i - i +5
2 2
2 +dx+(2) -4+5

(x+2) +1
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Ejercicios

1. Exprese los siguientes trinomios de la forma (x+h) 2+k
1) x*+4x+3 11) ¥ +x+3

2) x*+8x-5 12) x* +5x—5

3) x'+6x+3 13) x* +Tx+3

4) x*-4x-6 14) x* —3x-6

5) x'-12x+2 15) x* —9x+2

) x'—2x+3 16) x* —x+3

7) x*+10x+10 17) x> +11x+10

8) x*+12x+3 18) x* +13x+3
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Divisidon de polinomios

Para dividir polinomios, dependiendo de la forma de cada polinomio, se
trabaja de dos maneras, cada una sera explicada por separado. Se debe
recordar que los exponentes de las variables se restan y el resultado se deja en el
numerador o en el denominador, dependiendo de la posicién en la que se encuentre
originalmente el exponente mayor; mientras que los coeficientes numeéricos se
dividen.

Se puede deci r que hay 3 reglas basicas usadas para simplificar fracciones o
cocientes de monomios. La primera de ellas es la propiedad para multiplicar
fracciones. Esta propiedad permite expresar una fraccibn como un producto.

Propiedad para multiplicar fracciones Recuerde:
Si a, b X ysonnimerosrealescon b, Oyy .0, entonces Si a, b g cson ndmeros
ax_ax realesconb, Oyd .0
by by
ag Ax
b d bXd
wAs Ejemplos

<1 =

£ - . .

A/ 1. Utilice la propiedad anterior para expresar cada una de las
expresiones como un producto de fracciones

1—5 —iﬁ -13 —% 0 bien Recuerde:
28 4O 4

Si a es unnimero real
15 58 5 2,0 Y 9:1
— = = j 0 bien a
28 407 4 7
15 3% 3

Siseasume Xx=Y en la propiedad para multiplicar fracciones, se obtiene una regla
para simplificar fracciones.
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Propiedad de cancelacion, conocida como ley de
cancelacion.

Si a, b xson nimerosrealescon b, 0y x ,0, entonces
ax_a

Esta propiedad permite dividir el numerador y el denominador de una fraccién por
cualquier numero diferente de O.

Como u sted observo siempre que se trabaja con fracciones se hace énfasis en que
los denominadores deben ser diferentes de 0. De aqui en adelante, en esta leccion,
se asumira que todo  denominador es distinto de cero

Ag Ejemplos
=g
vA
1) Utilizando la propi edad de cancelacion y los axiomas de campo, se
simplifican fracciones o lo que es equivalente se efectlia la division de monomios.

oxy _ 3CBXOy(B3XblO—1——O—¥)&
) 15x* 3B xx O3 5x x 5 x 5X X

porque la multiplicacion es con-
mutativa y asociaciativa en R

o 5 3y
b) X y _X O YOy Q( 5 1O1 Xy OXG)
X°y x> Qy x5 y 1

porque la multiplicacion es conmutativa
y asociativa enR

> ] 1
) T a@@a? é%l -

\
<1
£

o
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2) Utilice las propiedades de cancelacién y de division de potencias, y los axiomas de campo
para efectuar la divisibn de monomios. Asuma que los de nominadores son distintos de 0.

Solucién.

27x°z 3000 X' &X'z X'z
-6xy? 3 2-x*®* Oy -y

y
porque la multiplicacion es con-
mutativa y asociaciativa en R

42a8° _ 7Chal’ 7 61 g 1

® 40dc 7T¥EdBc 7 7 A& C
3
1&1 1 Eb
C 7e?c

Observe que al dividir un monomio por un monomio el resultado no siempre es un
monomio.

3) Utilice las propiedades de cancelacion y de division de potencias, y los axiomas
de campo para efectuar la divisibn de monomios. Asuma que los denominadores
son dis tintos de 0.

Solucion.

27x°z 3000 x*'Q@ &X'z X'z
x2y? 3 x22 Ox? - 3?

~
porque la multiplicacién es con-
mutativa y asociaciativa en R
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42ab® _ 7Ceal’ 7 Q' 1 b2 @5—1

4998 c 7&YaBc 7 7 &l c

b)

3
&i L @
7a c 78

(@]

Observe que al dividir un monomio por un monomio el resultado no siempre es
un monomio.

(a- B°
(a_ b)lO'

5) Simplifigue la siguiente fraccion
Solucién

Observe que las expresiones del numerador y el denominador no son monomios,
sin embargo se usa la propiedad de divisién de potencias.

(a- b° _ 1 1

(a_ b)lO _(a—l)105 ( a _))5

También se puede realizar de la siguiente manera

En este caso , se divide cada monomio del polinomio por el monomio dado como
divisor y el resultado es la suma o resta de estas divisiones.

Como ejemplos se tienen los siguientes:
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¢cgn omnn pyn LWW PTHOHW P OW VX
¢gn omnn LWW PDHDW P OW
PO N LGID
¢ 9 n omn LWW PHWOW P OW
PO N pYnN LG LGID LGXD
or . ., O
_r]' S W Ww -
ol nn w
paL  You PO OO OHR B oD
pal Yoo PO DD DO
POUL 0w W
pHU WU WH ohd O
POL poU oNW OO® 00
WO OO ww e O
< COW OWw —
[0) o ow
Ejercicios  Simplifique cada expresion. Asuma que los denominadores son

distintos de 0.

a) a b) ic; ) (st)’ d (a- b’
2a 10b (st)°® (a- b=
o @B0° o 2400 o (39)@24)
(a- b’ 4,800 (6a°)°
) (1304d)3 - (8x%y)
(26Cd2) (4x2y)
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Divisién de un polinomio por un monomio

Para efectuar la division de un polinomio por un monomio se utiliza la
propiedad distributiva de la multiplicacion res pecto de la adicion y se
convierte el procedimiento en una division de monomios.

A Ejemplo
q‘@fb_ jemp
PVQ\
Para dividir el binomio x> + 3x3por el monomio 3x°se puede expresar como una
fraccion y se utiliza la distributividad de la multiplicacion respecto de la adicion:
5 3
x> + 33X 1 »
—=—— ° 3%°)
3% 3%
1 x> 1 3
> & 47 % -
3% 1 3X 1

x> 3x® x°3
2 + 2 = ¥
3X 3x 3
Ay Ejemplo
=] =
PVQ

Para dividir el polinomio ~ 4x°y? + 6x°3%yz* 42xyz> 3y~?

por 4x2yz se procede de manera similar:

Ax°y? + 6x°%yz* 2xyz® 3y?®

Ax?yz

4x1_yz (4x5y2 + 6x°%yz* 42xyz° 3y2)

1 - 1
——  Ax°y® +———— 60yz* +
Ax*yz Y Ax*yz

1 - 1
——@xyz® ——— 3 =
Ax*yz Y Ax*yz O

4x5y2_|_6x3yz4 2xyz® 3y?
Ax2yz  AxPyz AXPyz 4AXPyZ

2

3 3
X7y . 3%z z 3y
z 2 2X  4Ax?*z
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Ejercicios

1) Efectie cada una de las siguientes divisiones:

a) (8x°y- 12x%z® +lexyz /%) ( - ay)
b) (32x*z*- 96¢x°’y* -4a8°?®) (-1&?y?)
C) (45a°lF - 758 b +304) (-153)

Division de un polinomio entre polinomio

En este caso se utiliza el algoritmo de la divisién, tal como se conoce ¢ on
los nimeros enteros. Para recordar, se resuelve el siguiente ejemplo:

L | T L Operaciones

w T TU WT
o X
o ¢ T TWY oon

Como ya se sabe, en el dividendo ( p ¢ ) & busca la cifra mas pequefa que sea
divisible por el divisor (T 0. Luego, se realiza la division, cuyo resultado se anot a
debajo del divisor. Cada vez que esto se repite, se multiplica el ultimo ndmero

anotado por el divisor y este producto se resta al nUmero que se utiliz6 como
dividendo. La division termina cuando el posible dividendo es menor que el divisor.

A ese Ultimo dividendo se le llama residuo ( p Jy al nUmero que se escribié debajo

del divisor se le llama cociente ( )]

Y, recordando, en el sistema de numeracién decimal, cuando en una casilla no se

tiene un valor determinado, se coloca un 1. De manera similarset  rabaja la division
de polinomios. Para realizar esta operacion es necesario que, tanto, el divisor como

el dividendo, estén ordenados por el exponente de la variable, de mayor a menor.

La diferencia es que se divide el término de mayor grado (exponente) de | dividendo
por el término de mayor grado del divisor. Se anota el resultado y, de acuerdo con
el algoritmo, se multiplica y se resta para obtener un nuevo dividendo. El final de
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la division se da cuando el mayor grado del dividendo es menor que el mayor d el
divisor.

A
B
<] > 1
O Ejemplos

Para explicar con mas claridad el proceso, se resuelven con detalle los siguientes
ejemplos:

1. La division de polinomios (6x2+8x 48) (3x 14 se realiza de la siguiente
manera:
Pasol: En este caso tanto el dividendo como e | divisor son polinomios en una

variable. Se debe verificar que estén ordenados, de acuerdo con el grado de la
variable, de mayor a menor. Si no lo estan se ordenan.

Paso 2. Se busca un monomio que al multiplicarlo por 3x resulte 6x°, estoes, 2X.
Yaque 3x@x #&°

6x*+8x 8 |X %
2X

Paso3. Se multiplica el divisor por 2X y se coloca el resultado debajo del dividend o]
y luego se resta.

6x°+8x 48 |X 1%

-(6x* %)
0+6x 8
Paso 4. Se busca un monomio que al multiplicarlo por 3x resulte 6x y se procede

como en el paso 3.

B6x*+8x B8 |[X %
-(6x* ) % 2
0+6x 8
- (6x )
0+6

Paso 5. Se continda el proceso hasta que en el residuo se tiene un polinomio cuyo
grado es estrictamente menor que el grado del polinomio divisor. En este caso el
grado del divisor es 1y el grado del residuo es 0, por lo que se termina la division.

Se tiene entonces que el cociente de la division es (3x+1) y el residuo es 6.
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De este procedimiento se desprende que:
(6x°+8x 48) X M x I+¢

o también se escribe:

2
6Xx° + 8x *8:(2x +2) 6 _
3x+1 X H
En este caso, como el residuo es diferente de 0, el trinomio (6x2+8x 48) no es
dividido en forma exacta por el binomio (3x+1). Es decir el trinomio (6x2 +8x 48)
no es divisible por el binomio (3x+1).

Cuando se efectla una division, es posible expresar

dividendo = cociente @ivisor + residuo

o bien
dividendo . residuo
——— —=cociente +——.
divisor divisor

2. La division de polinomios, (12)(2 +1X -2]) (X # se realiza de la siguiente

manera:

Paso 1: Primero se verifica que es tén ordenados en potencias decrecientes. Si no
lo estan se ordenan.

Paso 2. Se busca un monomio que al multiplicarlo por 3x resulte 12x°.
12X°+1% -21 | X ¥
4x

Paso 3. Se multiplic a el divisor por  4x, se coloca el resultado debajo del dividendo
y Se resta.

12¢+1% -21 | X F
-(12¢ &) &
0- 9x -21

Paso 4. Se busca un monomio que al multiplicarlo por 3x resulte -9x y se procede
como en el paso 3.

261

—
| —



12¢+1% -21 [ X #
-(12¢ 2&) & 3

0- 9x -21
( Ox 21)
0

Se tiene entonces:
(12¢+1%x -2) X W 4 P- 0GB =} % )

Se desprende que:

2
+ -
12x° + 1% 212(4)( _3) 0 (4;( 3)
3X+7 X +
En este caso, como el residuo es 0, el trinomio (12)(2 +1% - 2:) es dividido en forma

exacta por el binomio (3x+7).
Cuando el residuo es igual a 0 se dice que el divisor divide al dividendo en forma

exacta y tanto el cociente como el divisor son factores del dividendo, esto es, el
polinomio  12x*+ 1% -2lesdivisible por 3x+7.A si (4x- 3)y (3x+7) son factores

de (12¢*+1% -2) yunafactorizacion de  (12x*+1% -2j es (4x- 3)(X +7).
3. Enseguida se hace la divisién de polinomios (4X3- 10x° +3<4) (-4( 5(2):

Paso 1: Primero verificar que estén ordenados en potencias decrecientes de X. Si
no lo estan se ordenan.

(-10x° #x* 4°) (-%* &)

Paso 2. Se busca un monomio que al multiplicarlo por -5x* resulte - 10x°.
- 10x° 43x* 4% | 5 &+
2x3
Paso 3. Se multiplica el divisor por 2x°, se coloca el resultado debajo del dividendo

y se restan los polinomios.
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- 10x° 3t 4¢3 5¢% &+

- ( 10x° &(4) 3

0- 5x* #x3

Paso 4. Se busca un monomio que al multiplicarlo por -5x* resulte  -5x* y se
procede como en el paso 3.

-10x° Xt 4¢3 5¢? &K+

- 40x° &*) 23 x%

0- 5x* #x3
- 5x* 4¢°)
0

Se tiene entonces:

(10 ' 4°) (=2 &)Fx® x?) +0 ( &> =af 2°)

= 1OX5 +3(4 $(3 _ 2X3 _b(z
de donde: “Bx? 4
En este caso, como el residuo es 0, el trinomio -10x> +3x*  4¢° es dividido en
forma exacta por el binomio -5x? #x ytanto -5x° #x como 2x°+Xx” son factores

de -10x® +%* 4> El trinomio -10x> +3x* 4x° esdivisible por  -5x° +x.
Divisién de polinomios cuando hay mas de una variable

4. Se va a realizar la division: (2x2 - 11y? +3<y) (x %)

Paso 1: Se ordena el dividen  doy el divisor respecto de una de las variables, segun
potencias decrecientes. En este caso se elige respecto de X.

(2x2+3xy -1]y2) (x %)

. - 2x°
Paso 2. Se busca un monomio que al multiplicarlo por x resulte 2x*: ——=2x
X

2x° +3xy -1?|x &
2X
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Paso 3. Se multiplica el divisor por 2X, se coloca el resultado debajo del dividendo
y se resta.

2x°+3xy -1W* |x &

- (2x* -4xy) 2X
0+7xy -1ly?
Paso 4. Se busca un monomio que al multiplicarlo por X resulte 7xy y se procede
como en el paso 3.
Recuerde:
2x°+3xy -1* |x &
2 Xy _
- (2x -4xy) x ¥ 7—7y
0+7xy -1ly°
- (7xy -14y2)
0+ 3y?
Paso 5. El grado de la variable X en el divisor es 1 'y en el residuo es 0

(0&° 9 100), por lo que se termina la division.

Se tiene asi que:

(2 +3xy -1%%) x ) (x B} §°

de donde:
2x° +3xy -1ly? 2
y -1y =(2x +7y) A
X- 2y X -2y
Si par a realizar esta misma division se ordena el dividendo y divisor segun
potencias decrecientes de la variable y se obtiene:
Paso 1:

(- 11y? +3xy 25(2) (-3%-x)

Paso 2. Se busca un monomio que al multiplicarlo por -2y resulte -11y*:
-11y? 11
-2y 277

( ]
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-11y? Xy & | A X
=
2

Paso 3. Se multiplica el divisor por lEly , Se coloca el resultado debajo del dividendo
y se restan los polino  mios.

-11y? 3y H® | A X

2y
2

[EEN
[HEN
-0

- %Ay Fxy
C 2

5
0- =xy +#x°
5 y

Paso 4. Se busca un monomio que al multiplicarlo por -2y resulte ;xy y se

-5 5
Xy £ ¢
procede como en el paso 3: 2 -2 @i —5..05 e! X —5x.
-2y 2y 21 4- 4
1
- 11y* Xy K | A Xx +
a , 11 911 5
- pdly® +X —Yy —X
ey 5V o5V g
O-§xy 2x°
a-o 5.2 0
- Xy +X
Y0
0+§x2
4

Paso 5. El grado de la variable y en el divisores1 vy en elresiduo es 0, por lo que

se termina la division.
Se tiene entonces:

5 03
(- lly2 +3Xy %(2) (=%/- X)aéhy ZX %ZXZ de donde:
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|
N

-11ly? Xy &> 311
-2y X c2

I
1
NS
X
-O:Or
“h

»
>

5 ow cw Y W
ow ) Y| @ g

ow oW ow T

T® ]

TW U]

Asisetieneque ow Cw Y w ¢ ow T T, ademas de que el cociente es w
¢ yelresiduo esTL

6) @ pPpCULU W UL W T TwW (U ® U

W T T Cu W L
W vw W LW ¢V
vw T C VL
vw C W
C W C VL
Cow CU
T

Asisetieneque w pPCUL W L W UVW ¢ UL T, ademas de que el cociente es
W LW ¢ vyelresiduo esTL
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7) VW oW (¢ W W o VW O0W TW (¢ W W o

VW ow T C|lw w o

VW VW p W VW ¢

Cw PO G

W W @

Asi se tiene que VW oW ¢ W W o0 VW ¢

p ® Y, ademas de que
cociente es uvw ¢ Yy el residuo es p o

Ejercicios

el

1) Compruebe que:
a) (2x°+3xy -1%°) & F)(x ¥y $°

b) (-2y wx)ally %x 8—2’ 1ay2 Xy +X2
g —

2.) Efectde las divisiones.
a) (xX*+9x #20) (x 5

b) (a°-2& 8a 5 (a3
(3x2- 6y> +8xy) (x )
d) (2x°-3* #4) (x* )

3) ¢Es x+3 unfactorde x°- x -127? Justifique su respuesta.

4. Division de monomio entre monomio

4a°b? _ - 5a’bc

1. = 3) ————=
- 2ab ) a
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13)

- 10&'b°c® _

- 2°c®

—

4) 3d6
- a’b’c _
8) a3b4 -
54x°y*z°
) - 6xy°Z°
- Xy* _
10) 2y -
16m°n* _
1) _ gp? B
- 2m°n® _
9 gt
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5a™b"c
15 _ Gahic

5. Division polinomio entre monomio

3a°® - 5ab’ - 6a’b® _
- 2a

2)

3a® - 6a’b +9ab’ _

3
) 3a

6m° - 8m’n+20mn* _

4
) - 2m

28x* - 14x° _

5
) 7x2

20x° - 5x* +10x _

6
) 10x*

10x- 5y _

7) 5

—
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8)

8y’ - 32y* +16y _

9)

10)

2

10x* +8x _

6xt

15¢ % - 10x° _

5x 2

8. Division entre polinomio entre polinomio

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Dividir

Dividir

Dividir

Dividir

Dividir

Dividir

X 2+2x 1T 3 entr e x+3

X 27 20+x entre x+5

m 27 11m+30 entre m

X 2+15 i 8x entre 3

X 2+4+2x i 17 entre x

T X

T 3

2x 3T 2171 4x entre 2+ 2X

—
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7) Dividir x 4+x371 3x2+1 entr e x271 3

8) Dividir 3x 2+2x 1 8 entre x+2

9) Dividir x 47 x?7 2x+2 entre x 271 x71 1

10) Dividir x 57 x*+6x 27 5x+3 entre x 271 2x+3

Operaciones  con Expresiones algebraicas en A

Se llama expresion algebraica al nUmero real que resulta al operar nUmeros y letras
gue representan numeros reales, por medio de las operaciones fundamentales
(suma, la resta, la multiplicacion, la division, las potencias y las raices).

A los nimeros s e les llama constantes y a las letras se les llama variables. Las
expresiones algebraicas separadas por el signo mas o el signo menos se llaman
términos algebraicos.

Un monomio es una expresion algebraica constit uida por un solo término donde:
1. No aparec en letras en el denominador.
2. Los exponentes de las variables del numerador son numeros naturales o
nameros enteros positivos.
Una expresioén algebraica formada por la suma o resta de monomios con diferentes

factores literales se llama polinomio o expresion algebraica polindbmica. L o0s
polinomios se clasifican en:
1. monomio.

2. binomio: Consiste en la suma o resta de dos monomios.

3. trinomio: Consiste en la suma o resta de tres monomios.

4. polinomio de mas de tres términos: Consiste en la suma o resta de cuatro o
mas m onomios.
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Se llama expresion algebraica polindmica fraccionaria a aquella donde el numerador
y el denominador son polinomios.
Las fracciones algebraicas son aquellas en las que tanto el numerador como el

denominador son polinomios. El proceso de simplificar las implica factorizar por
separado cada polinomio y fAcancel aro Ynicament e
tanto en el numerador como en el denominador.

Simplificacién de expresiones algebraicas polinbmicas
Para simplificar expresiones algebraicas fraccio narias polinomicas se factoriza el

numerador y el denominador y luego se aplica la ley de la cancelacién de la
multiplicacion que expresa lo siguiente:

I dhodoon g,
w m— -1
A
<§> dp- Ejemplos
A5A
1. Simplifique al maximo 8
Solucion
Cw X
T XY ow ¢
_P
G oW ¢
2. Simplifique al maximo ——— 8
Solucion

Se factoriza tanto el numer ador como el denominador
W ow pT
Cw 0w ¢
W-¢ W UL
W p W ¢

W U
- 38
Cw p
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3. Simplifique  al maximo
Solucién
0w w
W Tw o
Wwp WP
W o wp
Wp W w/p
W o w/p
() ()
P Y
W o
4. Si mplifiqgue al maximo 8
Solucién
W¢ ow T QW
oww cw w T
WC¢ oW ¢¢ oW
onw ¢ CW ¢
C oW W (
W ¢ 0w ¢
()
; c8
W CQ
5. Simplifique
0 p ¢ Ta PO CHM QD QD
© Cw p a T CON OO QW CQ®
w p WP ¢ch & ¢ » Q0 cw
W p & ¢ & ¢ Cw WO Q
® p ch ® CW
© p G ¢ CO W

—
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OWE o@ ® W qT Cw PO Oo@
(¢ W& o1 W pm CU W PO TC
wWeE @& @ WU WwT COW 0 W @
WE @ € v W L W P W X
WE @ w T CWW O
€ U W v W X
Ejercicios

1. Simplifique al maximo:
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Operaciones con expresiones algebraicas polinémicas

Suma y resta de expresiones algebraicas polinomicas

Para sumar y restar expresiones algebraicas polinomicas se debe aplicar la
siguiente propiedad:

Antes de resolver estas operaciones, es necesario calcular el minimo comun
multiplo de los denominadores. Por ejemplo, con nimeros enteros se tiene que

om ¢(pyque ¢ T ¢ oyelresultado que se obtiene es ¢ o p ¢.Lomose
puede observar en el ejemplo, se toma de cada factor su maxima potencia.

De la misma manera se trabaja con polinomios. Por ejemplo, al determinar el
minimo comun multiplo de los polinomios PO pPOi od yto i o0,
se tiene que sus factorizaciones son:

PO poOi od o0 GO i
T0 06 0 c¢co i co i
Finalmente, el minimo comn mdltiplo corresponde a co cCO i c¢o i

Para resolver las sumas y rest as con fracciones algebraicas se debe hacer el
procedimiento de homogeneizarlas, es decir, conseguir que tengan un denominador

comun, para lo cual se debe determinar el minimo comun multiplo de sus
denominadores. Luego, con cada fraccion por separado, se d ivide el nuevo
denominador por el anterior y ese resultado se multiplica por el numerador que

tenia la fraccion originalmente. Finalmente, se resuelve la suma o resta y, de ser

posible, se simplifica el resultado final.
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wAg Ejemplos
v 1. Simplifique al maximo

Solucién

2. Simplifique al maximo

Solucién

3. Simplifique al maximo

Solucién
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W ¢ W p
‘LS
W p
4. Simplifiqgue al maximo
Solucién
q p
W T Cw T
q Y
® ¢ W ¢ g
Gtg  w ¢
CW ¢ W ¢
T @ ¢
CW ¢ ® ¢
C
CW ¢ ® ¢
P
CW g
p
Cw T
5. Simplifique al maximo 8
Solucién

W PO p  GW
W X® T GCw p
W @ p Cw
W p W T GO p
W O p W T

Cw p W T
W O p O U

Cw p W T

Gw p
Cw p W T

‘p8
W T
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6. Simplifique
¢ p @ ¢ p @

O ¢ ® O PLU W L ® UL W L W O

El minimo comdn mudltiplo de los denominadores es WO VL O UL ® o.

Al dividir el nuevo denominador por cada uno de los originales se tiene:

WO UV ® LV W o

— 5 ®w o
W L W L
WO L O LV W o . .
z z W LV W o
W LV W o
Asi, se tiene que
¢m p @ ¢ p @

W (0 W CW PULU WO LU W U O L W o

CTW 0 POO L O 0 ¢ EM POO CO pUL

WW L O LK o WW U ®W L ® O
C QM PO O CCD PO oD CTD QT
WO L ® LV W o WO L ® LV W o
LW 0 0 P T VLOW PO T
WW L O L W o WW L ® UL

Asi, el r esultado final es

¢ p 0 VOW PO T
W (0 ®W CW pPpU WO UL ® U

7. Como ejemplo, se puede resolver la siguiente operacion:

a p q a p ¢& a & ¢ p ca ca
a a & p ad pa p ad pa p
(o0} p

ad pa p

8. Otro ejemplo consiste en resolver la operacién
ow p cw ow p W

W PD CT ® W PC @ PO ¢ W G O @

ow p ® O CWWw PG OO PR @ W (W
W PO PLW G W PO PO G
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W TP Q
W PO PLW G

9. Como ejemplo, se puede resolver la siguiente operacion:
ow pg G 0w PG GO p OO PG GW G VW P T
W W ¢ W C W ¢ w p W ¢ w p

W ¢ w p

10. ejemplo es la siguiente operacion:
c‘bcxc‘bcgcbcxaécécxém
W G w ¢ p W G W ¢
o po Govd Y
W C W C
11.

Un dltimo ejemplo es la siguiente operacion:
p W W p W W poow O W W
o0 CW ww Tw 0w CW oW CW

0w CwW 0w CW oW CW

ow W W W

T
0w CW 0w CW

0w CW oW CW

Ejercicios

1. Simplifique al maximo:
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2. Resuelva en su cuaderno las siguientes operaciones y simplifique el resultado si es
posible:

— 2 — — —
1)ab+a+b+b4a: 4)x2+yxy:
12 15 30 15x 2xy
—4x -2 2x+3 2 _
2) 8x | ax 5) 2 3y:rl -7 32y
y y y
2, 2 2 4y 47 1
3) X+ 3y L Xy 24;<y _ 6) _ 2y _ —
3xy 5x%y y-3 y -y-6 y+2
7) a—b a+b n 24ab2 _ 12) atb 2b B a+2b2 _
a+b b—a a“—b ab a” +ab ab+b
x—3 4x -1 2X+6 2 2
8) _ n = | 13) a b a+b _
20x+10 60x + 30 40x + 20 a+b a—b a2 —b?
a 1 X 1 1
9 —= - = = 14 -+ ==
) -0 b ) Voxy Y x
5 10 _ x4
10) L - 15 X2y xky 1
y—5 y*—25 X X*—xy  y-—-X
6 3 3 16)
11) — + > + =
X*—=1 Xx-X X+1 1 4 a+1 + 1
@-DYH(a+2) (a—-D(@+2)(a+3) a—1
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Respuestas:

5a+b
60

2) =

8x + 3y

3)
15xy

4) —-13x+11

11-13x

30x

6) — 2
(y—=3)y+2)

30x

3y

B-=y)y+2)

2(a-+b)

7
) a—b

8) —
9 —
10) ——

1) 3
X

282
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16)

12) 0

—2b 2b
o]
a—b b—a

13)

14) —Y
X(y —x)

15) _(yx—zi_ X)

a+b
(a-D(a+3)
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Multiplicacion de expresiones algebraicas polinGmicas

Para multiplicar  expresiones algebraicas polindmicas se debe aplicar la
siguiente propiedad:

b dhohoN s, 0'Q m-t-

El procedimiento para resolver las multiplicaciones de fracciones algebraicas

consiste en factorizar el numerador y el denominador de cada fraccion y, de ser

posible, simplificar cada una de ellas. Luego, se multiplican entre si | 0S
numeradores para obtener el numerador del resultado y, de la misma forma, se

multiplican entre si los denominadores. Finalmente, se simplifica el resultado al

maximo.

A
Qodc, Ejemplos
AR

1. Simplifique al maximo t 3
Solucién
W W oo.t. CW ¢
w p W o
W o W o.t. Cw p
W p wp W o
CWw O
- 8
w p
2. Simplifique al maximo t
Solucién

W 0W.0 W ®
o o o o
WwWw o .. w Cw O
® 0o o' oo p
ww o .. W p W o
® 0o o' we p
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3. Simplifique al maximo

Solucién

3. Simplifique al maximo

©
oc

O B D
O OO G o0 o

W W ocw W

%
o

Solucién

4. Por ejemplo, se puede resolver
0w ®w W Y

LW .t.(b W pC
W oW LW ¢

VW .0 T W O
W w o vWW T
P
-8
)

la siguiente operacion:
W WO T W ¢
I\

W C W T ()

CT W ¢ W C »

5. El ejemplo consiste en resolver la operacién

Q oQ

Q'Q,\‘Q Q pg¢ QQ ¢ Q p ,\‘Q T Qo0

TQ ¢Q "Q uvQ ¢

Qc¢cQp_Qr

¢ 0 "M o Q ¢

NMc¢cQpQr T p Q1

ccQ o ~Q ¢

ccQ o Q ¢ ccQ o
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6. Como ultimo ejemplo consiste en resolver la oper acion
N W ,\cd) O O A W W O WO Cw P
O COCO CO ® COCW O CO® COW W O

Division de expresiones algebraicas polinOmicas

Para dividir expresiones algebraicas polindmicas se debe aplicar la
siguiente propiedad:

El algoritmo es parecido al de las multiplicaciones, con la diferencia de que se debe
invertir la segunda fraccion antes de iniciar

wAs Ejemplos
ﬂp QD'-
v 1. Simplifiqgue al maximo 3

Solucion
W p Cw ¢
W p 0w W p
w p.t.oo cCw p
W p W G
W pwp
@ pCw p
W
© Py
C
2. Simplifique al maximo
Solucién
VW VW C T

W ow W W pc
VW .t.o‘o T W O
W w o vWW T

e1o
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3. Simplifique al maximo

Solucién

f&;
W W
4. Por ejemplo:
o U OO VO G L _ GO P G U ~ G

O p CO P TO PO® LVO CO P CO P W

L W P P
CO p CO p AW U DCWw p

5. El ejemplo consist e en resolver la operacion
W pPCPp ®W W POC W PGP W PTT

)

® ¢ PCM ®@ PTT O GCQ PCTW O POG

W PPW PP W PCW PG W PPW PP_W PG
W PCW PTT ® PPW PG ® PCW PTT W PP

W PPW PPW PG W PP
W PCW PTMTW PP W PT

6. Como ultimo ejemplo se resuelve la operacion
W LW T W W W U CTW pm PO
® ® pC O P PP ® ® PG D W @

G WO o, OCOY DY DY O Yd Y @
® T ® 0 ® C W O o T

) N Y R R
wWw T W W T w o W

P
&)

—
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Ejercicio s

1. Simplifique al maximo:

M)
J

©

—
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2. Simplifique al maximo:

a.

—
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1)

2)

3)

3. Resuelva en s u cuaderno las siguientes operaciones y simplifique el

resultado si es posible:

—6y? . —2x* _
4% 3y?
12abc _ —ab _
33 66
X2y
6oy =L =
y3 5
4) ixzy CXZyS =
522

5)

6)

7)

8)

2x-2 x* —4x -5 _
50 — 2x? 3x+3

a’+2ab+b* _

2b? —ab
[ J
a’+ab a’ —2ab

9y* —6y°® 4 4y? . 4 —9y?

3y? -5y +2

27y* +8y -

—

289

—t



9) 16a® — 24ab + 9b? . 16a—12b _

64a° — 27b° 32a? 4 24ab +18b?
2_a-12 a’-5a-24 a’—a—56
10) a‘—a ! a , 2 —a _
a®?—49 —-a—>5 a’+a—20
11) 9y* 30y +25 9y*-25 = 2ly+35 _
yi—1 14 -14y*  y*4+y+1
12) x? 41 _ X3+ x . 4x+8 | _
3x—6 6Xx +12 x> —4
a? —4b? 7a* —15ab + 2b? —42a—12b B
13) 2 2 2 2 ® 2 2 | =
49a“ — 28ab + 4b 49a” — 4b 7a° +13ab—2b
Respuestas:
1) x 6) —(x—1) o 1-x 10) -1 o 1
3(5+x) 3(5+x) a—7 7—a
2) ¢24c
3) 30y 7 —b(a+b) 11 —20+y)3y—5) | 2A+y)(5-3y)
2 a’ (3y +5) (38y +5)
K 5z%y? -y y
8) ) o 2 12) X+2
-1 1-y 2X
—2x%y
>) z (a+ 2b)? —(a+ 2by*
9) = 13) — =2 o ST
6(2b — 7a) 6(7a— 2b)
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Racionalizacién

3 1 a b5 P
V2'J2+43 Vax 2
denominadores son irracionales o al menos aparecen en ellos alguna raiz.

La operatoria con tales expresiones no es sencilla y resulta muy practico
transformar los  denominadores en expres iones racionales. En otras palabras, se

Expresiones como tienen en C 0 m¥n C

trata de 66hacer que desaparezcand6d6 | as raz2ces
El procedimiento a emplear consiste en amplificar por un factor adecuado. Es decir,
se multiplica el numerador y el denominador por una mi sma cantidad, con lo cual

la expresion original no cambia

|.  RACIONALIZACION DE EXPRESIONES DE LA FORMA : %
a
¢ Como racionalizar la fraccion % ? En los casos como éste, el factor adecuado para
amplificar es la raiz que aparece en el denominador, o sea /3.
wAs Ejemplo: 2 _ 20@ - ,2‘/:—3 - 23

> g 3 J3alk (3F 3

(seamplificapor/3)
Se puede observar que el denominador original J3 (irracional) se ha transformado
en 3 (racional).
Ademas si bien la expresioén inicial ha cambi ado s sigu®siehdolamsma,o ,
ya que al amplifi car una fraccion su valor no se alter a.

Por lo tanto 2 2—‘/§
J3 3
Denomina%r' \E)enominador
Irracional Racional

En general, cuando el denominador es una raiz cuadrada, ella misma es el factor
de amplificacion
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Ejercicios:

Racionaliza los denominadores. (Desarrolla en

tu cuaderno)

5 3 21x 2a
1. —= 5. —— = 9. === 13. =
2 J7 NG 2ax
3 3 2ab Sax
2. —= 6. —= 10. ——== 14, — =
J5 23 Jéa J5x
1 5 15mx 1
3. == == 11, — = 15. =
W2 243 2~f5m ~3mx
1 12 20a% a+b
4, —= 8. ——== 12. = 16. =
J3 J6 J10a Jab
Il . RACIONALIZACION DE EXPRESIONES DE LA FORMA : \/Al
va
Para racionalizar, por ejemplo, la fraccion B es necesario amplificar  por /22, por
lo cual se consigue que el radicando sea 23
vAg , 3 _ 3@ 334 _3Y4
AL EeO R 207 2@ V2
_4
2
En general, si en el denominador aparece W es necesario amplificar por Vark
con el objeto de igualar el indice de lara iz con el exponente del radicando
Ejercicios:  Racionaliza los denominadores. (En tu cuaderno)
3 4ab 3a 1+42 18.
1. —= 6. —= 11. = VL
i/g 3ab S.I'zag 15. 2‘5\/5 = aﬁ_b&:
4 Sm 10 Hadh?
2. = 7. — - 12. - Na-2 a
33 24 2m 382 16. W: 19 fin—5 _
3. - 8. 2L - 13. We _ 17. oS
y a Va 2 v J-da _
2x 3x — = 20. - =
4. 3 = 9. - = 14 2'\/% _ A xy axx3
2a A x? " ha -
5.0 - 10. 27 - 21, Yo
“ 3 VN b ab
( ]
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Il . RACIONALIZACION DE EXPRESIONES DE LA FORMA : _A
NERIN

Si el denominador es un bino  mio, se amplifica la fraccion por su conjugado . Sise
trata, por ejemplo, de J3+42 se amplifica  por J3-42. La idea es formar el
producto de la suma por la diferencia que es igual a la diferencia de los cuadrados
con lo cual se consigue eliminar las raices.
vAg
ﬂpvqb- Ejemplo
3 __. 3%3-V2) 3B-32 3B-32 _3B-32 .5 .5
vz (el v2) (B (2F 32 - 1

Racionaliza los denominadores
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F_.rw
b

—

F.l“.d-
_f_..mdv

_rl_-l.IM._( [aa]

m
n)
0)
2)]

e __a_d = =
T

= = = iy

_JMI _J _w “ __1__
ff

I
I -
- __f_,_w Ll _ﬁ —

. Racionaliza r los siguientes denominadores

14
15.
16.
17
8
9

a)
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En resumen

Racionalizacién

Consiste en eliminar las expresiones radicales en uno de los términos de
una fraccion, puede ser del numerador o del denominador. Se trabajan dos casos
diferentes: raiz de un monomio y sumas o restas con al menos una expresion con
una raiz cuadrada.

U Raices de monomios
En este caso, Unicamente se trabaja con la racionalizacién de los denominadores.
La esencia del procedimiento es extraer cada uno de los elementos del radical,
multiplicando tanto el numerador como el denominador por una expresion radical,
donde cada nime ro y cada variable tengan como exponente la resta del indice del
radical menos el exponente original que tiene dentro del radical. Por ejemplo:

Expresion . Fat_:tor Multiplicacion Simplificacion
racionalizador
O COMCH GO P W
C® ok — | w00 Yk VICOIVICR oW
— ¢ Ncw ——= 0= ouwle :MC— s @
oW oulcw Nqw CW PWW EWW
oOLW oW
o0 Mb o® N®
oW oW - 0w Mo e WA e
— — ) N — O—= ql/loo‘:)(lc_{o CM(*l
Mo ¢Hw Vo Ww ow Nw  oww
q) q
. C PMX G X
P P —_— % ; iy )
—— o= X X CpO—E X Mx - WX
Nt w KX nx WX ¢ MX =
— ol
X
PO ® pdUNL®
p p ‘ o Vo ® Moo WMo
N N U W VW —— O— p MU W —
Ne o N w Nu Mo w S Cw U
vw
colic W
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., Factor o ., . . .,
Expresion . . Multiplicacion Simplificacion
racionalizador
Mo © 0 ow
Mo o _ — | Mo o 0o O W I W
— 0 W W W —— 00—, —
W w W w W w R
Vo Vo NV
VO 0 G W i — o= Voo
W ® Nw N N R A .
— WAW WO W W
nw : ;
W w
W W

U Sumas o restas con al menos un

racionalizado se obtenga la tercera formula notable, para eliminar

radicales. La férmula utilizada es
racionalizar se deduce de la siguiente manera:

a expresion con una raiz cuadrada
En este caso se debe indicar si la racionalizacion se hace en el numerador o en el
denominador. En ambos casos se trabaja igual. Se busca que en el término

las expresiones

® @, porlo que el término para

Término a Factor Férmula
racionalizar racionalizador obtenida
[ 206 |
§ J




., Término a Factor
Expresion . : : . Resultado
racionalizar racionalizador
No o o o
0w WMo Mo o
o o o —
—— Numerador No _I/Ioo‘_ (*i _
0w W W0 W N o
W0 W
O 0 WO Mo o
Mo O o o
MO ® o ®
o G _ — - o o o @
— = Denominador M — —
o %) W
No o o o
T O
Mo Vo o Mo
Nod WMo mo Vo
No WMo . o a— o Vo
— Denominador Nw WVo o Vo
Nnw Vo NS Vo
Nod Vo
®W o
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Expresion

Término a
racionalizar

Factor
racionalizador

Resultado

Numerador

M w o

Q
=
Q
€
Q

nQ

Ole
S‘)
o)

e

Q

No Mo p
)

Numerador

Mo Vo p

Vo Vo p Mo Md p

Mo Vo Vo p

Vo w p
No o VMo p

w 0w p
No o Vo p

W W p
Nno o Vo p

p
Moo Vo p
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1.

Ejerc icios

Racionaliza las siguientes expresiones:

1 a _
NP Ja©
3 _ _a _
2J3 bva

Jb-Ja J5- /3 /a

3 Ja+dx 0 2dx-2fy
5%/3 Ix-Ja  2fy-2Jdx
3 5 3
4- 13 235 2438
3 _ 2 V2
6 572 J2-1°
1- V3 2 a+b
1+/3 53p° Ja++b
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, Situacion Problema
1 Se cortan las esquinas de una lamina de carton que mide 20 cm de

| largo por 10 cmde a ncho, para hacer una caja rectangular sin tapa.
¢,Cudles son los valores posibles para la altura x de la caja para que

su volumen sea igual a 24?

- Andlisis de la actividad En este caso tenemos

V=x(10 T 2x)(20 7T 2x)=24x.

Al multiplicar se obtiene la ecuacion 4x2 T 60x + 200 = 24, que simplificada
gueda x 21 15x + 44 = 0.

P La Clave

Ef Ecuaciones cuadraticas

Las ecuaciones de segundo grado son del tipo: ax 2+bx+c=0cona
0.

5

qvﬁdt__’ N
A Ejemplos:

1. X2-5x+6=0 |2, 4x%- 4x+1=0 |3. - x2+3x+4=0 |4 1,2.:3, 1 &
2" 4
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2. Determine los valores de a ,b,c,de laecuacion 3x 2 +3x -18=0

Resolucién:  Como todos los coeficientes son multiplos de 3, dividiendo todos
los términos entre este numero, se obtiene una ecuacion equivalente mas

sencilla: x2+ x-6=0a=1 b=1 c= -6

3. Determine los valoresde a,b,c x 24+2x+1=0 a-= 1,b=2,c=1

Ejercicios

1. Indica el valor de los coeficientes a, by c de las siguientes ecuaciones
de segundo grado.

a) 3x2+2x 1 3=0

b) X2 +x=0

c) gXT x2+5=0

d 67 x2=0

e) 2x I 3=x 2

fy 3+5x 2=

N|w

2. Reconoce el tipo de ecuacion de 2° g rado, indicando los valores de los
coeficientes a, b y c:

1. 5x2+3x-2=0 2. 9x%-1=0 3. 4x%+4x+1=0
4. 3x%+2x=0 5. -12x°+6x+9=0 6. 36x%-25=0
7. - 11x% =110x 8. 16x%- 24x=-9 9. 49 =-x2

10. 121x% =45x-15  11. 23x =4x° 12. 50x° =87

Ecuacion de sequndo grado incompleta

Una ecuacion de segundo grado es incompleta cuando los términos b

o ¢, 0 ambos, son cero. (Si a =0, la ecuacion resultante seria bx + ¢

=0, que no es una ecuacion de segundo grado.)
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La expresion de una ecuacion de segundo grado incompleta es:
ax2 =0; si b=0 y c=0.
| Caso Ecuacion de la forma ax’+c D

Para resolver ecuaciones incompletas en las que falta el término en
cuando b = 0, se procede de la siguiente manera:

1. Se escribe la ecuacién en la forma
ax+c 9
2. Se identifican los valores numeéricos de los coefi cientes ayc

3. Se sustituyen los valores numéricos de los coeficientes en la formula

x=x —5 (+)

D educcion de la formula (*):

)

ax’ +eo =10,
= ax‘+c-ec=-¢ {restande ¢ en ambos miembros),
=  ax’=-c¢ [reduciendao},
ax - o .
= — = {dimdiendo por @, @ # (0, cada miembro]},
c a
a « . .
= xt=-— [simplificando},
c
e . .
= N R ) {extrayendo raiz cuadrada en ambos miembros},
!

-
=% 1—.
ot
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- Ejemplos
3 =
PVQ
1. 3x* =48
Solucidn
=% -2 (&)
&
3x° =48,
=  3x'-48=0 (1)
Laecuacién (1) tiene la forma ax’ +¢ =0 con
Lo
c=—45
Sustituyends (2) en (&), se obtiene:
== —ﬁ,
3
= x=t I|4—38=i\f{1_6=i4;

—

304

2. 5x3—09=4§

Solucidn:
c
=X, f—— (&)
a

Sxt—0=465x  —9-46=10,

=  Sx'-%5=0 (1
Laecuacidn (1) tiene la forma ax’ +c = 0 con
=25
2
= —55} @)
Sustituyendo (2) en (a), se obtiene:
r== —ﬂ,
5
= x= i\/i—E = isfﬁ;
NGl
x= :
1
]
)



3. 720 +14=0

Solucidn:

=%

()

T +14=0 (1)

La ecuacién (1) tiene laforma ax® +¢ = 0 con
a="7 } 2

c=14

sustituyendo (2) en (&), se obtiene:

14

?:

x=t-2 = k21 = 142

|

=% |-

=

5. (x+59(x-5=-
Solucidn:
r=%x

(s
(x+5)(x-5)= -7 & 2= 25=—7

= x'-254+47=0&x'-18=0 (1)
Laecuacién (13 tiene la forma ax® +¢ = 0 con
a=1
r:=—18} @)

susttuyvendo (2) en (&), se obtiene:

x=+ f—?:i«h_%:i«@x = +3.f2

.

—
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4. 9xi-a*=0
Solucidn:
=%, -— (&)
a
ax?— gt

La ecuacién (1) tiene laforma ax® +¢ = 0 con

a="9
2} (2)

c=—a
sustituyends (2) en (&), se obtiene:

=t -2
g
]
= x=+]° -+2.
g 3
x=

{efectuande el products de la diferencia de cuadrados?,

—t



Ejercicios

1. Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado incompletas,

explicando el proceso seguido.

a) x2-16=0

b) 3x2 - 147=0

c) x2-144=0

d) 7x2 =343

e) 3x? =243

f) x2 - 24 =120

g) 3x2+12=0

h) 7x2-28=0

Il Caso Ecuacién _ delaforma ax+bx

Procedimiento

Para resolver ecuaciones incompletas en las que falta el término c, est
c = 0, se procede de la siguiente manera:

1. Se escribe la ecuacién en la forma
ax? +hx =10
2. Se factoriza la ecuacion anterior obteniendo la ecuacion equivalente

xlax+& =10

3. Seiguala cada uno de los factores anteriores a cero

0 es, cuando
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b
=0 ax+b=0=x=0 x=—-—— (%
s
4. Como se puede deducir una de las soluciones siempre es cero; la otra
solucion se calcula sustituyendo los v alores numéricos de los coeficientes

en (*)

vAg . .
- Ejemplos Resolver las ecuaciones:
Vv
a) 2x2 +4x=0 ; b)-3x2+2x:0 ; C) x2-x=0
Resolucion

a) 2x2+4x=0

Sacando factor comun X, resulta:

¢
Ix=0

X(2x+4)=0]6
i -4
|,2X+4:0Y X:7:'2
|

La ecuaciént iene dos soluciones :x =0 y X = -2,

b) -3x2+2x=0

Sacando factor comun x, resulta

La ecuacion tiene dos soluciones

ayb

—
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